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5.1. DWUWYMIAROWA ZMIENNA LOSOWA
I JEJ ROZKEAD PRAWDOPODOBIENSTWA

5.1.1. Dystrybuanta dwuwymiarowej zmiennej losowej. Przypusémy, ze badamy pewna
zbiorowos¢ ze wzgledu na dwie cechy np. $rubki ze wzgledu na $rednice przekroju i dlugosé,
ludzi ze wzglgdu na cigzar i wzrost, widkna bawelny — na dlugosé i wytrzymalos¢, wiek
matzonkdéw itp. Zdarzeniu elementarnemu (losowo wybrana s$rubka, cztowiek, wlékno
bawelny, malzefistwo) zostaly przyporzadkowane pary uporzgdkowanych liczb rzeczy-
wistych. Podobnie bedzie przy rzucie dwiema kostkami szesciennymi, gdzie kazdemu
rzutowi jest przyporzadkowana dokladnie jedna para liczb (i, k), gdzie i k;—-l, ..y 6.
Te przykladowo podane pary zmiennych bedziemy nazywali dwuwymiarowymi zmiennymi
losowymi.

Niech X oraz Y beda zmiennymi losowymi okres$lonymi niekoniecznije na tej samej
przestrzeni probabilistycznej. Parg (X, Y) zmiennych losowych X, Y nazywamy dwuwymia-
rowq zmienng losowq lub dwuwymiarowym wektorem losowym, a X oraz ¥ jej wspdirzednymi,

Dystrybuantq dwuwymiarowej zmiennej losowej (X, Y) nazywamy funkcje F zmiennych
X, ¥, ktora dla kazdej pary liczb rzeczywistych (x, ¥) € R? przyjmuje wartosci réwne praw-
dopodobienstwu zdarzenia polegajacego na tym, Ze zmienna losowa X przyjmie wartosé
mniejszg od x i zmienna losowa Y przyjmie wartogé mniejsza od y:

F(x,y)=P(X<x,Y<y) dla (x,y)eR>. (5.1.1)
F nazywamy takie dystrybuantq lgcznej zmiennej losowej (X, Y).
Wtasnosci dystrybuanty.
/\ lim F(x,y)=0, A lim F(x, y)=0,

a) XERy—+— yeRx=»—w

b) lim F(x, y)=1,

s (5.1.2)
¢) Dla dowolnych punktéw: (xy, y1), (x2,y,) takich, ze x, SX2 1 y1<Y,, zachodzi
nieréwnos¢:
F(x,, y,)—F(x;, J’1)"F(x1 s y2)+F(x1 s ¥1)=0.

Warunek ten okaze si¢ oczywisty, jesli zauwazymy, ze lewa strona ostatniej nierdwnosci
Jest réwna P(x; <X<x,, y, <¥Y<y,) (rys. 5.1).
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Rys. 5.1. P(x1 <X <Xz, y1<Y<y;)=F(x3, y2)— F(x3, y;)— ////////////
..,F(xl,yz)+F(x1,y1)>0_ Y- ! !
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d) Dystrybuanta jest funkcja niemalejaca i co najmniej lewostronnie ciagla wzgledem
kazdego z argumentéw x badz y.

Kazda funkcja dwdéch zmiennych spelniajaca warunki a) - d) moze byé traktowana
jako dystrybuanta dwuwymiarowej zmiennej losowej (X, Y). W zastosowaniach naj-
czgsciej spotykamy dwuwymiarowe zmienne losowe typu skokowego badz typu ciaglego.

5.1.2. Dwuwymiarowe zmienne losowe typu skokowego. Dwuwymiarowa zmienna losowa
(X, Y), ktéra przyjmuje skoniczong, badz przeliczalng liczbe wartosci (x;, y,), kazda od-
powiednio z prawdopodobienistwem:

P(X=x,-, Y=yk)=pik dla i, kEN, (5‘1.3)
przy czym ).) pz=1, nazywamy dwuwymiarowq zmienng losowq skokowq (dyskretng)
i k

(zad. 5.2). Funkcje (5.1.3), ktéra wartosciom (x;, y;) przyporzadkowuje odpowiednie
prawdopodobienstwa p,,, nazywamy funkcjq prawdopodobieristwa dwuwymiarowej zmiennej
losowej (X, Y).

Znajac funkcje (5.1.3) mozna wyznaczy¢ dystrybuante dwuwymiarowej zmiennej loso-
wej (X, Y) 1 odwrotnie. Jesli dwuwymiarowa zmienna losowa (X, Y) przyjmuje skoficzong
liczbe wartosci, to wygodnie jest umiesci¢ wartosci funkcji prawdopodobiefistwa (5.1.3)
w tabelce dwudzielcze;j:

Xy
f Yk X1 ) X2 Xm P
L .
" Y1 P11 P21 DPmi P
i Y2 D12 D22 DPm2 P.2
Vs Pis Pas : ses Pms P.s
D D1 D2, Pnm 1
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Powiemy, ze zostat wyznaczony rozklad prawdopodobiefistwa dwuwymiarowej zmien-

nej losowej skokowej, gdy znana jest jej dystrybuanta albo funkcja prawdopodobieristwa
(5.1.3).

ZADANIE 5.1. Z talii 52 kart wylosowano 1 karte. Niech zmienna losowa X przyjmuje
wartosci réwne liczbie wylosowanych aséw, za§ ¥ — liczbie wylosowanych pikéw. Wyzna-
czy¢ rozklad prawdopodobiefistwa dwuwymiarowej zmiennej losowej (X, Y).

Rozwigzanie. Poniewaz losujemy tylko 1 karte, kazda ze zmiennych X, Y moze
przyjmowaé z dodatnim prawdopodobieristwem tylko dwie wartoéci 0 albo 1.

Oznaczmy przez:

A zdarzenie polegajace na wylosowaniu asa pik,

B zdarzenie polegajace na wylosowaniu karty pikowej, ktéra nie jest asem,

C zdarzenie polegajace na wylosowaniu asa, ktory nie jest pikiem,

D zdarzenie polegajace na wylosowaniu karty, ktéra nie jest asem i nie jest pikiem,

P(X=0,Y=0)=P(D)=2, P(X=1,Y=0)=P(C)=23

52

P(X=0, Y=1)=P(B)=5;, P(X=1,Y=1)=P(4)=4

52°
X1

Y 0 1

0 = >

1 5 5

3.1.3. Rozklady brzegowe zmiennych losowych typu skokowego. Oznaczmy:
P.=Y.px dla ieN, (5.1.4)
k

p_k=zpik dla keN. (5.1.5)

Zauwazmy, ze p;=P(X=x;, Y=y,)+P(X=x;, Y=p,)+... jest prawdopodobienstwem
tego, Ze zmienna losowa X przyjmie warto$é réwna x,, bez wzgledu na to, ktéra z wartosci:
Y1, Y2, ... przyjmuje zmienna losowa Y, oraz, ze » p, =1, a wigc funkcja:

P(X=x)=p,, ieN (5.1.6)

wyznacza rozklad prawdopodobienistwa zmiennej losowej X, nazywany rozkladem brzego-
wym (marginalnym) zmiennej losowej X' w rozktadzie dwuwymiarowej zmiennej losowej
(X, Y)(jak widaé z tabelki — p, zapisuje si¢ na brzegu tabelki). Podobnie okreslamy rozktad
brzegowy zmiennej losowej Y jako rozklad prawdopodobiefistwa okre§lony wzorem:

P(Y=y)=p,, keN. (5.1.7)
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Oznaczmy przez F; i F, dystrybuanty rozkladéw brzegowych zmiennych losowych
X i Y odpowiednio. Jesli (X, ¥) jest dwuwymiarowa zmienng losowa skokowa, to

Fi(x)= ) p;. dla xeR, (5.1.8)
F,(»))= > px dla yeR. (5.1.9)
Ye<y

ZADANIE 5.2. Pewien mechanizm sktada si¢ z dwdch két zgbatych: duzego i malego.
Warunki techniczne przy montazu urzadzenia zostaja naruszone, jesli w obu kotach
wystepuja dodatnie odchylenia grubosci zgbéw od nominalnego wymiaru. Robotnik dyspo-
nuje 2 kotami zgbatymi duzymi: ,,plusowym” i ,,minusowym” i dwoma matymi ,,plusowym’’
i ,,minusowym”. Rozwazmy zero-jedynkowe zmienne losowe X i Y: zmienna losowa X
przyjmuje wartos¢ 1, jesli robotnik wylosuje duze koto ,,plusowe” i 0 jesli duze kolo ,,mi-
nusowe”. Analogicznie okreslona jest zmienna losowa Y w przypadku kota malego.
a) Wyznaczy¢ i naszkicowaé dystrybuante F dwuwymiarowej zmiennej losowej (X, Y).
b) Obliczyé prawdopodobienstwo naruszenia warunkéw technicznych przy montazu
mechanizmu,

Rozwigzanie. a) Dwuwymiarowa zmienna losowa (X, Y) przyjmu_]e wartosci (0, 0),
(1,0), (0, 1, (1, 1) z prawdopodobiefistwami:

P(X=0,Y=0)=P(AnB)=P(A)P(B)=%-1=1%,
P(X=1,Y=0)=P(A'nB)=P(4A)P(B)=%-1=1%,
P(X=0,Y=1)=P(4nB)=P(4)P(B)=% }=1,
P(X=1,Y=1)=P(4'AB)=P(4)P(B)=%1=%,

gdzie A jest zdarzeniem polegajacym na wylosowaniu duzego kota zgbatego ,,minusowego”,

B — malego kola ,,minusowego”, za§ A’, B’ sa odpowiednio zdarzeniami przeciwnymi
do A i B. Zestawmy otrzymane wyniki w tabelce:

X1
A 0 1
0 1 3
1 1 1

Stosujac wzor (5.1.1) wyznaczymy dystrybuant¢ F dwuwymiarowej zmiennej losowej
(X, Y): dla wygody umie$¢my jej wartosci w tabelce:
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°
y (—0,0>| (0,1> | (1, )
(o, D) 0 0 0
0,1 0 1 %
(1, «) 0 ) 1

Szukana dystrybuanta (rys. 5.2) jest wiec okreslona wzorami:

[0 dla x<O0vy<0,

dla 0<x<1AO0<y<l1,
dla x>1A0<y<l,
dla O<x<lay>1,
dla x>1Ay>1.

F(x9 _V)=‘

=N R O

b) Naruszenie warunkéw technicznych montazu nastapi wtedy, gdy robotnik wybierze I
losowo duze kolo zgbate ,,plusowe” i male »plusowe”; jest to koniunkcja zdarzen nieza-
leznych A’, B’, a wigc P(4’ N B)=P(A")P(B)=1-1=1.

N Rys. 5.2. Dystrybuanta dwuwymiarowej zmiennej
losowej typu skokowego (zad. 5.2)

|
M ks

SR e
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ZADANIE 5.3. Dwuwymiarowa zmienna losowa (X, ¥) ma rozktad okreslony w tabelce:

Wyznaczy¢ dystrybuante rozkladu brzegowego zmiennej losowej Y.

Xi
Yk 1 2 3
2 0,1 0,2 0,3
4 0,1 0,1 0,2
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Rozwigzanie. Aby wyznaczy¢ rozklad brzegowy (5.1.7) zmiennej ¥ sumujemy praw-
dopodobienstwa w tabelce dwudzielczej w wierszach i tak:

P(Y=2)=0,1+0,2+0,3=0,6,
P(Y=4)=0,14+0,14+0,2=0,4.
Rozkiad prawdopodobiefistwa zmiennej Y jest wigc rozktadem dwupunktowym:

n| 2 | 4
pi| 06 | 04

Dystrybuanta (5.1.9) tego rozkiadu jest okres$lona wzorami:

0 dla y<2,
Fy(y)=(0,6 dla 2<y<4,
1 dla y>4.

5.1.4. Rozklady warunkowe zmiennych losowych typu skokowego. Zatézmy, 2e wszystkie
prawdopodobienistwa p , rozkladu brzegowego zmiennej losowej Y sa dodatnie i rozwazmy

Pix

PX=x|Y=y)=— (5.1.10)
v
Zauwazmy, Ze:
1) A 0<P*<1, poniewaz licznik jest jednym ze skladnikéw mianownika (5.1.5),
tkeN D
2) AY P(X=x|Y=y,)=1, poniewaz
kT
Pa_ 1 Px
21: il * pr.k Px it * P

Wzér (5.1.10) okresla zatem rozktad prawdopodobiefistwa zmiennej losowej X przy ustalo-
nej wartosci Y'=y,; nazywamy go rozkladem warunkowym zmiennej losowej X, pod wa-
runkiem, Ze Y przyjmuje ustalong warto$¢ réwna y,. Podobnie mozna okresli¢ rozklad
prawdopodobienstwa zmiennej losowej Y przy warunku, Zze X przyjmuje warto$¢ x,:

P(Y-*—-y,‘|X=x,)=%5, keN, (5.1.11)
i.

jesli A\ p.>0.
i

Dystrybuanty rozkladow warunkowych oznaczmy odpowiednio przez: F(x|y),
F(y|x,). Podobnie jak dla innych rozkladéw skokowych mozna je wyznaczyé wedtlug
wzoréw:

F(xlp)=P(X<x|Y=y)= T P&, (5.1.12)
x<x Pk
P

FOlx)=P(Y<y|X=x)= ¥ -E. (5.1.13)
»w<y Pi,

11 Rachunek prawdopodobienstwa

'
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ZADANIE 5.4. Niech dwuwymiarowa zmienna losowa (X, Y) ma rozklad podany-
w tabelce:

Xi
Px 2 3 3,5 4 5
2 = = = 0 0
3,5 0 = = 5 s
4 0 0 0 = 2
5 0 0 0 L L

gdzie X jest ocena klaséwki z matematyki losowo wybranego ucznia pewnej klasy, ¥ za§
ocena klasowki z fizyki. Wyznaczy¢ rozkltad warunkowy zmiennej losowej Y pod wa-
runkiem, ze X=4.

Rozwiazanie. Korzystamy ze wzoru (5.1.4). Sumujac w tabelce dwudzielczej prawdo-
podobiefistwa w kolumnie czwartej odpowiadajgcej X=4, otrzymamy: p, = P(X= 4)=.3-6_5_
Rozklad warunkowy zmiennej losowej Y przy warunku X'=4 otrzymamy ze wzoru (5.1.11)

P(X =4, Y=y,,)_P(X=4, Y=y)

P(X=4) L)

P(Y=yk|X=4)=

’

P(Y=2|X=4)=0, P(Y=3|X=4)=;, P(Y=35|X=4)=L1, P(Y=4x=4)=2,
P(Y=5|Xx=4)=1.
* k%

Innym typem dwuwymiarowych zmiennych losowych s3 tzw. zmienne losowe typu ciggle-
go,np.wytrzymalos$é i dtugos¢ odcinka drutu wybranego losowo z pewnej partii, albo wiok-
na baweiny wylosowanego z okreslonej beli, wzrost i masa cztowieka z pewnej grupy ludzi.

5.1.5. Dwuwymiarowa zmienna losowa typu ciaglego. Dwuwymiarowq zmiennq losowq
(X, Y) nazywamy typu cigglego, jesli istnieje nieujemna funkcja f taka, Ze dystrybuanta tej
zmiennej losowej da si¢ przedstawi¢ jako caika

F(x,y)= f [ _J[’f(u, v)dvldu dla (x, y)eR?; (5.1.14)

funkcje f nazywamy gestosciq rozkladu prawdopodobieristwa. Z (5.1.14) i interpretacji
catki wynika, ze dystrybuantg F w punkcie (xo, yo) mozna traktowaé jako objetosé bryty
ograniczonej powierzchnig S o réwnaniu z=f(x, y), plaszczyznami x=x,, y=y, i ta
czeScia plaszezyzny Oxy, dla ktore) x<x, 1 y<y, (rys. 5.3).




