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Zt OZONOSC - PRZYPOMNIENIE

* Zlozono$¢ czasowa

— liczba ,,podstawowych operacji”, jakie musi wykonaé
program komputerowy rozwiazujacy zadanie

* Zlozono$¢ pamigciowa
— liczba ,,podstawowych jednostek pamigci”, ktore
zajmuje program podczas pracy
» Zlozono$¢ jest funkcja wielko$ci problemu

Ztozonos¢ obliczeniowq mozna szacowac jako zloZonos¢
pesymistyczng (dla najgorszych mozliwych danych), lub
Sredniq (dla danych ,,losowych”). Tak rozumiana zlozonos¢
jest cechq algorytmu, a nie problemu, mozna jednak czasem
udowodnié, ze dany problem nie moze zostaé rozwiqzany
algorytmem o zbyt niskiej ztoZonosci.




Zt OZONOSC - PROSTE PRZYKLADY

Sortowanie n obiektow:

« algorytm babelkowy - O(n?)

* algorytm szybki - O(n log n)

* sprawdzenie wszystkich mozliwosci - O(n!/)

Wielkos¢ problemu: n (liczba obiektow).

Sprawdzenie, czy liczba naturalna » jest pierwsza:

« algorytm dzielacy n przez wszystkie liczby mniejsze
odn - O(2%)

« znaleziony niedawno algorytm ma ztozonos$¢ O(k’?)

Uwaga! Wielkosé problemu to k = log n  (liczba bitéow), a nie n.

ZADANIA tATWE | TRUDNE

Zadania “atwe” Zadania “trudne”
 Sortowanie * Szukanie maksimum funkcji
* Szukanie pierwiastkow nieciaglej, nierdzniczkowalne;j,
wielomianow zaszumionej, zmieniajacej si¢ w
* Szukanie maksimum funkcji czasie
ciagtej i rozniczkowalne;j * Szukanie najkrotszej postaci
* Mnozenie macierzy danej formutly logicznej
» Sprawdzenie, czy w grafie * Rozktadanie liczb na czynniki
istnieje cykl Eulera pierwsze
. ... » Sprawdzenie, czy w grafie
istnieje cykl Hamiltona

Znamy efektywne algorytmy Znane algorytmy doktadne
dajqce dokiadne rozwiqzania. majq wysokq (np. wykladniczq)
zlozonos¢ czasowq.
Musimy szuka¢é metod przyblizonych.




DETERMINISTYCZNA MASZYNA
TURINGA (DTM)

Formalnie: {Q, X, 9, q,, F}, gdzie:

Q - zbior stanéw sterowania maszyny,
Y - alfabet (zbiér symboli) tasmy, @ o
0 — funkcja przejscia:
5:Qx X —=>QxZx{R,L, N} mw@wo\@lm

qq - poczqtkowy stan sterowania,
F - zbior koericowych stanow sterowania.

DTM - DZIALANIE

Dzialanie maszyny:

- Startujemy z pewnego miejsca na tasmie i
ze stanu sterowania (.

- Czytamy symbol s z ta§my.

- Na podstawie tych dwoch danych (star‘l‘q = (Q, =, 8, qy, F)
qy, symbol s) za pomoca funkcji &

obliczamy:
- nowy stan q’, @

- nowy symbol s’,
- ktory zapisujemy na tasmie, oraz |1 |1 0|10 |

jeden z symboli: R, L lub N, odpowiadajacy

kierunkowi przemieszczenia si¢ czytnika na

tasmie.

- Operacj¢ powtarzamy do momentu, gdy

maszyna znajdzie si¢ w stanie sterowania

nalezacym do zbioru F.
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NIEDETERMINISTYCZNA MASZYNA
TURINGA (NDTM)

{Qa Za Sa qu F}a

Definicja jest analogiczna do DTM,
jednak funkcja przejscia d(q,s) moze
mie¢ kilka r6znych wartos$ci.

Wynik obliczen jest pozytywny, jesli
cho¢ jedna z mozliwych drog
dziatania maszyny doprowadzi do
sukcesu.

Innymi stowy: NDTM podczas wykonywania “programu’” potrafi w
magiczny sposob przewidzied, jakiego dokonac wyboru (np. czy
zapisa¢ na tasmie 1, czy 0), by doprowadzi¢ do pozytywnego wyniku
(o ile jest to w ogole mozliwe).

KLASA P ORAZ NP

Maszyna Turinga jako Scisty model matematyczny umozliwia
precyzyjne definiowanie pojec¢ zwiqzanych ze ztoZonosciq
obliczeniowq.

Czas dziatania = liczba krokow maszyny.

Problem nalezy do klasy zlozomosci czasowej P, gdy istnieje
DTM rozwiazujaca ten problem w czasie wielomianowym
wzgledem rozmiaru danych wejsciowych.

Problem nalezy do klasy ztozonosci czasowej NP, gdy istnieje
NDTM rozwiazujaca ten problem w czasie wielomianowym
wzgledem rozmiaru danych wejsciowych.

Intuicja: problem ma ztozonos¢ NP, jesli znajqc rozwiqzanie
jestesmy w stanie sprawdzi¢ w czasie wielomianowym, czy jest ono
poprawne.




KLASY P | NP - UWAGI

Uwaga I: Ten sam problem mozna zakodowaé na rézne sposoby -
jezeli kodowanie bedzie “nieoszczedne”, mozemy uzyskac
wielomianowa szybko$¢ dzialania, kosztem wykladniczej (w
stosunku do optymalnej) reprezentacji.

Uwaga 2: (Teza Churcha) Mozemy DTM uwaza¢ za model
dowolnej klasycznej sekwencyjnej maszyny cyfrowej, wigc w
definicji klasy P mozemy napis “DTM” =zastapi¢ stowami
“algorytm sekwencyjny”.

EERNE

\1\1\0@1\*\@1\1\

Uwaga 3: Analogia NDTM w informatyce mogltby by¢ jezyk
programowania ze specjalng funkcja, np. forecast(), zwracajaca
wartos$¢ 0 lub 1 (zawsze w ten sposob, “zeby byto dobrze™).

PROBLEMY NP-ZUPELNE

Problem P jest NP-zupelny, gdy:

a) P, nalezy do klasy NP,

b) kazdy problem z klasy NP da si¢ sprowadzi¢ w czasie
wielomianowym do problemu P,

Czyli np. znajac rozwiazanie problemu P, w czasie
wielomianowym na DTM, moglibySmy w czasie wielomianowym
rozwiaza¢ kazdy problem z klasy NP.

Czyli wowczas bytoby P = NP.

Problem NP-trudny spehia tylko punkt b) powyzszej definicji.

(Problemy NP-zupeine majq postac pytania “czy istnieje...”, a problemy
NP-trudne to zwykle ich optymalizacyjne wersje - “znajdz najmniejszy...”)




SAT JEST NP-ZUPELNY

Sprawdzenie, czy formula jest spetnialna (problem SAT),
nalezy do klasy NP.

Zarys dowodu: uzywamy funkcji forecast(), by znalez¢ warto$ciowanie
spetiajace formule. W szybki (wielomianowy) sposob sprawdzamy, ze
rzeczywiscie formutla jest spelniona.

Do problemu SAT da si¢ sprowadzi¢ dowolny problem z klasy
NP.

Zarys dowodu: kazda maszyne Turinga rozwiazujaca konkretny problem z
klasy NP (wraz z danymi wejSciowymi) mozna opisa¢ pewna
skomplikowana formuta logiczna, ktora jest spetnialna wtedy i tylko wtedy,
gdy maszyna da wynik pozytywny. Zamiast konstruowa¢ maszyne,
mozemy wigc znalez¢ odpowiednia formute i sprawdzié, czy jest
spetialna.

P=NP ?

* Istnieje problem “uniwersalny” (SAT), tzn.
taki, Ze jego rozwiazanie W czasie
wielomianowym pozwalatoby  na
rozwiazanie wszystkich probleméw z klasy
NP w czasie wielomianowym.

* Takich problemow NP-zupelnych jest
wigcej!

* Nie znamy algorytmu rozwiazujacego SAT o
ztozonosci mniejszej, niz wykladnicza. Nie
znamy tez takiego algorytmu dla Zadnego

innego problemu NP-zupeltnego. ‘
Inne problemy

* Problem otwarty:

NP-zupelne

CzyP=NP? SAT

—— sprowadzenie wielomianowe




KLIKI W GRAFIE

Niech G = (V, E) - dany graf.
Klika nazywamy zbior wierzchotkow
grafu G potaczonych “kazdy z kazdym”.

Czy w danym grafie istnieje klika rzedu k?

Problem istnienia kliki jest NP-
zupetny

Sprowadzimy 3-SAT do problemu kliki.

Kazdy literal a, kodujemy jako jeden wierzchotek w grafie.
Wierzchotki taczymy krawedzia, je$li odpowiednie dwa
literaty naleza do roéznych klauzul i nie sa wzajemnie
sprzeczne (tzn. nie taczymy zmiennej 1 jej zaprzeczenia).

Niech k - liczba klauzul. Wtedy klika rzedu k& w tak
skonstruowanym grafie odpowiada  warto$ciowaniu
spetniajacemu formute.




