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O prezentowanych algorytmach

Dla uproszczenia w poni»szym wykªadzie

rozwa»amy algorytmy wyszukiwania w zbiorze

liczb naturalnych z relacj¡ ≤. Nale»y jednak

pami¦ta¢, »e opisane rozwi¡zania s¡ poprawne w

dowolnym uniwersum U z relacj¡ porz¡dku

liniowego �.
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Podziaª wzgl¦dem mediany Problem, struktura i specy�kacja algorytmu
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Podziaª wzgl¦dem mediany Problem, struktura i specy�kacja algorytmu

Problem

Niech T b¦dzie niepustym n-elementowym wektorem liczb naturalnych. Poda¢ algorytm
Alg (T , n) dziel¡cy elementy wektora T tak, »e ∀ (0 ≤ i < idx) (T [i ] < T [idx ]) oraz
∀ (idx < j ≤ n − 1) (T [i ] > T [idx ]), dla wybranego 0 ≤ idx < n. Element T [idx ]
b¦dziemy nazywa¢ median¡ podziaªu a rezultat podziaªu wektorem podzielonym dla

wektora T .

Struktura dla algorytmu

Struktura dla algorytmu Alg: standardowa struktura liczb naturalnych.

Specy�kacja algorytmu

Specy�kacj¦ algorytmu Alg stanowi para 〈WP,WK〉, gdzie warunki pocz¡tkowy i
ko«cowy s¡ postaci kolejno:

WP : T jest niepustym wektorem ró»nych liczb naturalnych, n ∈ N+, |T | = n,

WK : Alg (T , n) = idx , gdzie idx jest �naln¡ pozycj¡ mediany podziaªu wektora T

w wektorze podzielonym T '.
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Podziaª wzgl¦dem mediany Algorytm Partition
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Podziaª wzgl¦dem mediany Algorytm Partition

Pomysª. Niech l = −1, r = 0, idx = n − 1:

znaczenie zmiennych indeksuj¡cych:

zmienna l , wszystkie elementy wektora T na pozycjach 0, 1, . . . , l s¡ mniejsze
od mediany podziaªu (tzw. cz¦±¢ mªodsza podziaªu),
zmienna r , wszystkie elementy wektora T na pozycjach l + 1, l + 2, . . . , r − 1
s¡ wi¦ksze od mediany podziaªu (tzw. cz¦±¢ starsza podziaªu),

dopóki r < idx powtórz nast¦puj¡ce dziaªanie:

je»eli T [r ] < T [idx ]

je»eli r > l + 1 zamie« T [l + 1] z T [r ],
zwi¦ksz l + 1 o jeden,

zwi¦ksz r o jeden,

je»eli l + 1 < idx zamie« T [idx ] z T [l + 1] i przypisz idx := l + 1

Zadanie. Przedstaw dziaªanie algorytmu Partition dla wektora wej±ciowego postaci
T = [10, 7, 6, 4, 2, 11, 16, 8, 3, 1, 9].
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Podziaª wzgl¦dem mediany Algorytm Partition � implementacja

Rozwi¡zanie problemu � algorytm Partition:

1 int Partition(int T[], int n) {←−−−−−−−−−−−−−−−−−−−| T jest niepustym wektorem
ró»nych liczb naturalnych, n ∈ N+, |T | = n,

2 int l:=-1, r:=0, idx:=n-1;

3

4 while (r<idx) {

5 if (T[r]<T[idx]) {

6 if (r>l+1)

7 SWAP(T,l+1,r);

8

9 l:=l+1;

10 }

11

12 r:=r+1;

13 }

14 if (l+1<idx) { SWAP(T,l+1,idx); idx:=l+1; }

15

16 return idx;←−−−−−−−−−| WK : Alg (T , n) = idx , gdzie idx jest �naln¡ pozycj¡ mediany
podziaªu wektora T w wektorze podzielonym T '.

17 }
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Podziaª wzgl¦dem mediany Poprawno±¢ algorytmu Partition

Poprawno±¢ algorytmu Partition

poprawno±¢ cz¦±ciowa: niezmiennikiem p¦tli w rozwa»anym algorytmie jest formuªa

∀ (0 ≤ i ≤ l) (T [i ] < T [idx ]) , ∀ (l + 1 ≤ j < r) (T [j ] > T [idx ]) .

Po wyj±ciu z p¦tli prawd¡ jest, »e r ≥ idx (a dokªadniej r = idx = n − 1), st¡d

∀ (0 ≤ i ≤ l) (T [i ] < T [idx ]) , ∀ (l + 1 ≤ j < idx) (T [j ] > T [idx ]) .

Ostatecznie po wykonaniu instrukcji warunkowej z wiersza 14 zachodzi

∀ (0 ≤ i < idx) (T [i ] < T [idx ]) , ∀ (idx < j ≤ n − 1) (T [j ] > T [idx ]) .

warunek stopu: z warunku pocz¡tkowego n ∈ N+, st¡d po inicjalizacji zmiennych
idx := n − 1 zachodzi idx ∈ N+. Zmienna r inicjalizowana warto±ci¡ 0 jest
inkrementowana z ka»d¡ iteracja p¦tli o 1, czyli po idx iteracjach p¦tli r = idx , co
ko«czy dziaªanie algorytmu.
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Podziaª wzgl¦dem mediany Zªo»ono±¢ algorytmu Partition

Zªo»ono±¢ czasowa algorytmu Partition � wariant I

operacja dominuj¡ca: porównanie elementów rozwa»anego uniwersum,

zªo»ono±¢ czasowa: T (n) = n − 1 = Θ (n).

Zªo»ono±¢ czasowa algorytmu Partition � wariant II

operacja dominuj¡ca: przestawienie elementów rozwa»anego uniwersum,

±rednia zªo»ono±¢ czasowa: A (n) = Θ
(
n
2

)
, zakªadaj¡c

Pr (SWAP (T , l + 1, r)) = 1
2
, dla ka»dego 0 ≤ r < n − 1,

pesymistyczna zªo»ono±¢ czasowa: W (n) = (n − 2) + 1 = n − 1 = Θ (n).

Zadanie. Podaj przykªady wektorów wej±ciowych dªugo±ci n, dla których realizacja
algorytmu Partition b¦dzie odpowiadaªa kolejno przypadkowi optymistycznemu oraz
pesymistycznemu.

Zªo»ono±¢ pami¦ciowa algorytmu Partition

Zªo»ono±¢ pami¦ciow¡ algorytmu Partition mo»na oszacowa¢ przez Θ (1).
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Podziaª wzgl¦dem mediany Algorytm Split � szkic
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Podziaª wzgl¦dem mediany Algorytm Split � szkic

Pomysª. Niech l = 1, r = n − 1, idx = 0:

znaczenie zmiennych indeksuj¡cych:

zmienna l , wszystkie elementy wektora T na pozycjach 1, 2, . . . , l − 1 s¡
mniejsze od mediany podziaªu (tzw. cz¦±¢ mªodsza podziaªu),
zmienna r , wszystkie elementy wektora T na pozycjach r + 1, r + 2, . . . , n− 1
s¡ wi¦ksze od mediany podziaªu (tzw. cz¦±¢ starsza podziaªu),

dopóki l ≤ r powtórz nast¦puj¡ce dziaªanie:

dopóki l ≤ r i T [r ] > T [idx ], zmniejsz r o jeden,
dopóki l ≤ r i T [l ] < T [idx ], zwi¦ksz l o jeden,
je»eli l < r zamie« T [l ] z T [r ], zmniejsz r o jeden, zwi¦ksz l o jeden,

je»eli r > 0 zamie« T [idx ] z T [r ] i przypisz idx := r

Zadanie. Przedstaw dziaªanie algorytmu Split dla wektora wej±ciowego postaci
T = [10, 7, 6, 4, 2, 11, 16, 8, 3, 1, 9].
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Podziaª wzgl¦dem mediany Zªo»ono±¢ algorytmu Split

Zªo»ono±¢ czasowa algorytmu Split � wariant I

operacja dominuj¡ca: porównanie elementów rozwa»anego uniwersum,

zªo»ono±¢ czasowa: T (n) = n − 1 = Θ (n).

Zªo»ono±¢ czasowa algorytmu Split � wariant II

operacja dominuj¡ca: przestawienie elementów wektora T ,

pesymistyczna zªo»ono±¢ czasowa: W (n) =
⌊
n−1
2

⌋
+ 1 = Θ

(
n
2

)
.

Zadanie. Podaj dokªadne oszacowanie zªo»ono±ci ±redniej algorytmy Split mierzonej
liczb¡ przestawie« elementów wektora wej±ciowego.

Zadanie. Podaj przykªady wektorów wej±ciowych dªugo±ci, dla których realizacja
algorytmu Split b¦dzie odpowiadaªa przypadkowi kolejno optymistycznemu oraz
pesymistycznemu.

Zªo»ono±¢ pami¦ciowa algorytmu Split

Zªo»ono±¢ pami¦ciow¡ algorytmu Partition mo»na oszacowa¢ przez Θ (1).
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Wyszukanie elementu k-tego co do wielko±ci Problem, struktura i specy�kacja algorytmu
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Wyszukanie elementu k-tego co do wielko±ci Problem, struktura i specy�kacja algorytmu

Problem

Poda¢ algorytm Alg (T , n) znajduj¡cy indeks elementu k-tego co do wielko±ci
zapisanego w niepustym, n-elementowym wektorze ró»nych liczb naturalnych T .

Struktura dla algorytmu

Struktura dla algorytmu Alg: standardowa struktura liczb naturalnych.

Specy�kacja algorytmu

Specy�kacj¦ algorytmu Alg stanowi para 〈WP,WK〉, gdzie warunki pocz¡tkowy i
ko«cowy s¡ postaci kolejno:

WP : T jest niepustym wektorem ró»nych liczb naturalnych, n, k ∈ N+, n ≥ k

|T | = n,

WK : Alg (T , n, x) = idx , gdzie idx jest indeksem elementu k-tego co do wielko±ci
zapisanego w wektorze T .
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Wyszukanie elementu k-tego co do wielko±ci Algorytm Hoare'a
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Wyszukanie elementu k-tego co do wielko±ci Algorytm Hoare'a

Pytanie. Czy k-krotne wykonanie algorytm FindMax z usuni¦ciem k − 1 kolejnych
elementów maksymalnych jest poprawnym rozwi¡zaniem dla problemu wyszukania w
uniwersum uporz¡dkowanym? Je»eli tak, to:

jaka jest zªo»ono±¢ czasowa algorytmu tego algorytmu w przypadku ±rednim?

jaka jest zªo»ono±¢ czasowa algorytmu tego algorytmu w przypadku
pesymistycznym?

Pomysª. Powtarzaj rekurencyjnie nast¦puj¡cy schemat dziaªania z ustalon¡ procedur¡

podziaªu wzgl¦dem mediany:

podziel stosuj¡c procedur¦ podziaªu elementy aktualnie rozwa»anego fragmentu
wektora wzgl¦dem mediany T [idx ] na cz¦±¢ mªodsz¡ i cz¦±¢ starsz¡,

je»eli cz¦±¢ starsza po podziale liczy dokªadnie k − 1 elementów, to rozwi¡zaniem
jest T [idx ], zako«cz dziaªanie algorytmu,

w przeciwnym przypadku:

je»eli cz¦±¢ starsza liczy wi¦cej ni» k − 1 elementów, to poszukaj
rekurencyjnie k-tego co do wielko±ci elementu tylko w cz¦±ci starszej,
w przeciwnym przypadku poszukaj rekurencyjnie (k−liczba elementów w
cz¦±ci starszej−1)-tego co do wielko±ci elementu tylko w cz¦±ci mªodszej.

Zadanie. Przedstaw dziaªanie algorytmu Hoare dla wektora wej±ciowego postaci
T = [10, 7, 6, 4, 2, 11, 16, 8, 3, 1, 9] i k = 5.
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Wyszukanie elementu k-tego co do wielko±ci Algorytm Hoare'a � implementacja

Rozwi¡zanie problemu � algorytm Hoare'a:

1 int Hoare(int T[], int n, int k) {←−−−−−−−−−−−−| WP : T jest niepustym wektorem

ró»nych liczb naturalnych, n, k ∈ N+, n ≥ k |T | = n
2 int idx;

3

4 idx:=Rozdziel(T,n);←−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−| procedura Split albo Partition
5

6 if (n-idx=k) return idx;

7 else

8 if (n-idx>k)

9 if (n-idx-1>0) return idx+1+Hoare(T[idx+1...n-1],n-idx-1,k);←−−−−| WK :
Hoare (T , n, x) = idxK , gdzie idxK jest indeksem elementu

k-tego co do wielko±ci zapisanego w wektorze T .
10 else

11 if (idx>0) return Hoare(T,[0...idx-1],idx,k-(n-idx));←−−−−−−−−−−| WK :
Hoare (T , n, x) = idxK , gdzie idxK jest indeksem elementu

k-tego co do wielko±ci zapisanego w wektorze T .
12 }

Paweª Rembelski (PJWSTK) Algorytmy i struktury danych 16 pa¹dziernika 2009 18 / 46



Wyszukanie elementu k-tego co do wielko±ci Poprawno±¢ algorytmu Hoare'a

Poprawno±¢ algorytmu Hoare'a

poprawno±¢ cz¦±ciowa: dla n = 1 poprawno±¢ cz¦±ciowa algorytmu Hoare'a wynika
z warunku pocz¡tkowego n, k ∈ N+, n ≥ k, tj. k = 1 i poprawno±ci cz¦±ciowej
algorytmu podziaªu Rozdziel (np. metoda Partition). Wtedy n − idx = 1 i T [idx ]
jest 1-szym co do wielko±ci elementem aktualnie rozwa»anego fragmentu wektora
wej±ciowego. Dla n > 1 i po zastosowaniu algorytmu Rozdziel je»eli n − idx = k,
to T [idx ] jest k-tym co do wielko±ci elementem aktualnie rozwa»anego fragmentu
wektora wej±ciowego, co ko«czy zej±cie rekurencyjne algorytmu. W przeciwnym
przypadku je»eli n − idx > k to w wierszu 9 rekurencyjnie szukamy indeksu
(powi¦kszonego o warto±¢ idx) elementu k-tego co do wielko±ci w wektorze
T [idx + 1 . . . n − 1] dªugo±ci n − idx − 1 (czyli w tzw. cz¦±ci starszej podziaªu)
b¡d¹ dla n − idx > k w wierszu 11 rekurencyjnie szukamy indeksu elementu
(k − n − idx)-tego co do wielko±ci w wektorze T [0 . . . idx − 1] dªugo±ci idx (czyli
w tzw. cz¦±ci mªodszej podziaªu).

warunek stopu: poniewa» n ∈ N+ i ci¡g kolejnych rozmiarów aktualnie
rozwa»anego fragmentu wektora wej±ciowego jest ci¡giem ±ci±le malej¡cym, to po
co najwy»ej n wywoªaniach rekurencyjnych algorytmu Hoare'a przestaj¡ by¢
prawdziwe warunki (n − idx − 1 > 0) oraz (idx > 0) z wierszy kolejno 9 i 11 , co
ko«czy zej±cie rekurencyjne rozwa»anej procedury.
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Wyszukanie elementu k-tego co do wielko±ci Zªo»ono±¢ algorytmu Hoare'a

Zªo»ono±¢ algorytmu Hoare'a

operacja dominuj¡ca: porównanie elementów rozwa»anego uniwersum,

±rednia zªo»ono±¢ czasowa: zakªadamy, »e rozkªad elementów n-elementowego
wektora T jest losowy, szukamy elementu k-tego co do wielko±ci, procedura
rozdzielania zostaªa zaimplementowana zgodnie z metod¡ Partition albo Split,
wtedy A (n, k) wynosi:

0 dla n = 1

n − 1 + 1
n

(
n−k∑
i=1

A (n − i , k) +
n∑

i=n−k+2

A (i − 1, k − (n − i)− 1)

)
dla n > 1

,

czyli*

A (n, k) = O (n) .

* rozwi¡zanie równania w Dodatku A.
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Wyszukanie elementu k-tego co do wielko±ci Zªo»ono±¢ algorytmu Hoare'a

Zªo»ono±¢ algorytmu Hoare'a c.d.

pesymistyczna zªo»ono±¢ czasowa: zakªadamy, »e elementy n-elementowego
wektora T s¡ uporz¡dkowane rosn¡co, szukamy elementu 1-szego co do wielko±ci,
procedura rozdzielania zostaªa zaimplementowana zgodnie z metod¡ Split*, wtedy:

W (n) =

{
0 dla n = 1

n − 1 + W (n − 1) dla n > 1
,

czyli

W (n) = n − 1 + W (n − 1) = n − 1 + n − 2 + W (n − 2) = . . . =

= . . . = n − 1 + n − 2 + . . .+ 0 =
n (n − 1)

2
= Θ

(
n2
)
,

zªo»ono±¢ pami¦ciowa: O (n) z uwzgl¦dnieniem kosztów rekursji (O (1) w
przeciwnym przypadku).

* jaki jest ukªad danych wej±ciowych dla przypadku pesymistycznego wykonania algorytmu
Hoare, je»eli procedura rozdzielania zostaªa zaimplementowana zgodnie z metod¡ Partition?
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Wyszukanie elementu k-tego co do wielko±ci Algorytm 5-tek � szkic
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Wyszukanie elementu k-tego co do wielko±ci Algorytm 5-tek � szkic

Pomysª. Powtarzaj rekurencyjnie nast¦puj¡cy schemat dziaªania, gdzie n jest rozmiarem
aktualnie rozwa»anego fragmentu wektora T :

je»eli n ≤ 5, to posortuj fragment wektora i wybierz element (n − (k − 1))-ty,

je»eli n > 5, to:

podziel aktualnie rozwa»any fragment wektora T na kolejne 5-tki elementów,
niech k b¦dzie liczb¡ otrzymanych pi¡tek,
rekurencyjnie wyszukaj dk/2e-gi element z median rozwa»anych pi¡tek (tj.
median¦ median 5-tek), niech b¦dzie to T [idx ],
rekurencyjnie wykonaj dziaªanie analogiczne do kroku algorytmu Hoare'a i
elementu dziel¡cego T [idx ].

Wniosek

Rekurencyjny schemat doboru mediany gwarantuje na ka»dym kroku dziaªania algorytmu
dla aktualnie rozwa»anego fragmentu wektora T rozmiaru d , »e co najmniej d

4
elementy

s¡ odpowiednio mniejsze i wi¦ksze od mediany podziaªu T [idx ].
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Wyszukanie elementu k-tego co do wielko±ci Algorytm 5-tek � szkic

Fakt

Zªo»ono±¢ czasowa algorytmu 5-tek w przypadku ±rednim jest co najwy»ej liniowa.

Fakt

Zªo»ono±¢ czasowa algorytmu 5-tek w przypadku pesymistycznym jest co najwy»ej
liniowa.

Fakt

Zªo»ono±¢ czasowa w przypadku pesymistycznym algorytmu 5-tek przestaje by¢ rz¦du
liniowego, gdy zamiast pi¡tek elementów b¦dziemy analizowali jednostki mniejszego
rozmiaru, np. 3-ki elementów.

Fakt

Zªo»ono±¢ czasowa w przypadku pesymistycznym algorytmu 5-tek przestaje by¢ rz¦du
liniowego, gdy zamiast pi¡tek elementów b¦dziemy analizowali k-ki, dla k dostatecznie
bliskiego n.
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Wyszukanie wskazanego elementu z uporz¡dkowaniem Problem, struktura i specy�kacja algorytmu
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Wyszukanie wskazanego elementu z uporz¡dkowaniem Problem, struktura i specy�kacja algorytmu

Problem

Poda¢ algorytm Alg (T , n, x) znajduj¡cy indeks elementu x zapisanego w niepustym,
uporz¡dkowanym n-elementowym wektorze ró»nych liczb naturalnych T .

Struktura dla algorytmu

Struktura dla algorytmu Alg: standardowa struktura liczb naturalnych.

Specy�kacja algorytmu

Specy�kacj¦ algorytmu Alg stanowi para 〈WP,WK〉, gdzie warunki pocz¡tkowy i
ko«cowy s¡ postaci kolejno:

WP : T jest niepustym, uporz¡dkowanym wektorem ró»nych liczb naturalnych,
n ∈ N+, |T | = n, ∃! (0 ≤ i < n) (T [i ] = x),

WK : Alg (T , n, x) = idx , gdzie T [idx ] = x .
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Wyszukanie wskazanego elementu z uporz¡dkowaniem Algorytm Skoki co k
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Wyszukanie wskazanego elementu z uporz¡dkowaniem Algorytm Skoki co k

Pytanie. Czy algorytm sekwencyjny FindIndex jest poprawnym rozwi¡zaniem dla
problemu wyszukania w uniwersum uporz¡dkowanym? Je»eli tak, to:

jaka jest zªo»ono±¢ czasowa algorytmu tego algorytmu w przypadku ±rednim?

jaka jest zªo»ono±¢ czasowa algorytmu tego algorytmu w przypadku
pesymistycznym?

Pomysª. Porównujemy liczb¦ x z co k-tym elementem wektora T poczynaj¡c od
elementu k-tego, tj. T [k] ,T [2k] ,T [3k] , . . .. Proces przerywamy wtedy, gdy
T [ik] > x , dla pewnego i ∈ N. Sekwencyjnie przegl¡damy k − 1 elementów
T [ik − k] ,T [ik − (k − 1)] , . . . ,T [ik − 1] .

Przykªad. Szukamy indeksu liczby 15 w wektorze T = [2, 3, 7, 9, 12, 15, 23, 24] dla k = 3.
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Wyszukanie wskazanego elementu z uporz¡dkowaniem Algorytm Skoki co k � implementacja

Rozwi¡zanie problemu � algorytm JumpSearch:

1 int JumpSearch(int T[], int n, int k, int x) {←−−−−−−−−−−−−−| T jest niepustym
uporz¡dkowanym wektorem ró»nych liczb naturalnych, n ∈ N+,

|T | = n, 0 < k ≤ n, ∃! (0 ≤ i < n) (T [i ] = x),
2 int i:=0;

3

4 while ((i<n) AND (x≥A[i])) i:=i+k;

5

6 if (i≥n)
7 return Find(T[i-k...n-1],n-k);←−−−−−−−−−| WK : JumpSearch (T , n, k, x) = idx ,

gdzie T [idx] = x

8 else

9 return Find(T[i-k...i-1],k);←−−−−−−−−−−−| WK : JumpSearch (T , n, k, x) = idx ,
gdzie T [idx] = x

10 }
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Wyszukanie wskazanego elementu z uporz¡dkowaniem Poprawno±¢ algorytmu JumpSearch

Poprawno±¢ algorytmu JumpSearch

poprawno±¢ cz¦±ciowa: tu» po inicjalizacji zmiennej i w wierszu 2 prawd¡ jest, »e
x ≥ T [0] ,T [1] , . . . ,T [i − k], dla dowolnego k. Niezmiennikiem p¦tli jest
formuªa NZ : x ≥ T [0] ,T [1] , . . . ,T [i − k]. Po wykonaniu instrukcji dozoru p¦tli
mamy x ≥ T [0] ,T [1] , . . . ,T [i ]. Zatem po wykonaniu instrukcji i := i + k

zachodzi x ≥ T [0] ,T [1] , . . . ,T [i − k] � odtworzenie niezmiennika NZ . Po
zako«czeniu p¦tli iteracyjnej i ≥ n albo x < T [i ] oraz
x ≥ T [0] ,T [1] , . . . ,T [i − k]. Zaªó»my dalej, »e:

i ≥ n i x ≥ T [0] ,T [1] , . . . ,T [i − k], st¡d x jest elementem wektora
T [i − k . . . n − 1],
x < T [i ] i x ≥ T [0] ,T [1] , . . . ,T [i − k], st¡d x jest elementem wektora
T [i − k . . . i − 1],

Dalej indeks owego elementu wyszukujemy w wektorze T [i − k . . . n − 1] albo
T [i − k . . . i − 1] stosuj¡c algorytm Find, którego poprawno±¢ zostaªa wykazana
na Wykªadzie II.

warunek stopu: z warunku pocz¡tkowego 0 < k ≤ n gdzie n ∈ N+. Zmienna i

inicjalizowana warto±ci¡ 0 jest inkrementowana z ka»d¡ iteracja p¦tli o k, st¡d po
co najwy»ej

⌈
n
k

⌉
iteracjach p¦tli i ≥ n, co ko«czy dziaªanie wªa±ciwej cz¦±ci

algorytmu. Warunek stopu dla procedury pomocniczej Find zostaª wykazanych na
Wykªadzie II.
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Wyszukanie wskazanego elementu z uporz¡dkowaniem Zªo»ono±¢ algorytmu JumpSearch

Zªo»ono±¢ algorytmu JumpSearch

operacja dominuj¡ca: porównanie elementów rozwa»anego uniwersum,

±rednia zªo»ono±¢ czasowa: A (n, k) =
d n

k
e

2
+ k−1

2
= Θ

(
n
k

+ k
)
, zakªadaj¡c

Pr (T [i ] = x) = 1
n
, dla ka»dego 0 ≤ i < n,

pesymistyczna zªo»ono±¢ czasowa: W (n, k) =
⌈
n
k

⌉
+ k − 1 = Θ

(
n
k

+ k
)
,

zªo»ono±¢ pami¦ciowa: O (1).

Fakt

Optymalny rozmiar skoku dla algorytmu JumpSearch jest rz¦du
√
n.

Uzasadnienie. Szukamy minimum funkcji zmiennej k postaci f (k) = n
k

+ k − 1, gdzie n

jest pewn¡ staª¡. Poniewa» f ′ (k) = − n
k2

+ 1, f ′ (k) = 0⇒ k =
√
n i f ′′

(√
n
)
> 0, to

k =
√
n jest poszukiwanym minimum.

Wniosek

Zªo»ono±¢ czasowa algorytmu Skoki co k jest rz¦du Θ
(√

n
)
, dla danych rozmiaru n i

skoku k =
⌊√

n
⌋
.

Paweª Rembelski (PJWSTK) Algorytmy i struktury danych 16 pa¹dziernika 2009 31 / 46
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Wyszukanie wskazanego elementu z uporz¡dkowaniem Algorytm wyszukiwania binarnego

Pomysª. Porównujemy liczb¦ x z m-tym elementem wektora T , gdzie m =
⌊
n
2

⌋
, je»eli:

T [m] = x , to przerywamy dziaªanie algorytmu dla Alg (T , n, x) = m,

T [m] < x , to powtarzamy podobne post¦powanie dla fragmentu wektora
T [m + 1 . . . n − 1] i n := n − (m + 1),

T [m] > x , to powtarzamy podobne post¦powanie dla fragmentu wektora
T [0 . . .m − 1] i n := m,

Algorytm ko«czy dziaªanie, gdy rozmiar aktualnie rozwa»anego wektora T jest równy 1.
Wtedy Alg (T , n, x) = m.

Przykªad. Szukamy indeksu liczby 12 w tablicy T = [2, 3, 7, 9, 12, 15, 23, 24].

Paweª Rembelski (PJWSTK) Algorytmy i struktury danych 16 pa¹dziernika 2009 33 / 46



Wyszukanie wskazanego elementu z uporz¡dkowaniem Algorytm binarny � implementacja

Rozwi¡zanie problemu � algorytm BinSearch:

1 int BinSearch(int T[], int n, int x) {←−−−−−−| T jest niepustym, uporz¡dkowanym
wektorem ró»nych liczb naturalnych, n ∈ N+, |T | = n, ∃! (0 ≤ i < n) (T [i ] = x),

2 int l:=0, r:=n-1, idx:=(l+r)/2;

3

4 while (T[idx] 6=x) {

5 if (Tab[idx]<x)

6 l:=idx+1;

7 else

8 r:=idx-1;

9

10 idx:=(l+r)/2;

11 }

12

13 return idx;←−−−−−−−−−−−−−−−−−−| WK : BinSearch (T , n, x) = idx , gdzie T [idx] = x

14 }
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Wyszukanie wskazanego elementu z uporz¡dkowaniem Poprawno±¢ algorytmu BinSearch

Poprawno±¢ algorytmu FindBin

poprawno±¢ cz¦±ciowa: wynika bezpo±rednio z warunku pocz¡tkowego i
zaprzeczenia dozoru p¦tli iteracyjnej (¬T [idx ] 6= x)⇒ T [idx ] = x , st¡d
prawdziwy jest warunek ko«cowy BinSearch (T , n, x) = idx , T [idx ] = x ,

warunek stopu: z warunku pocz¡tkowego ∃! (0 ≤ i < n) (T [i ] = x) i n ∈ N. Tu»
po inicjalizacji zmiennych prawd¡ jest, »e T [l ] ≤ x ≤ T [r ] oraz 0 ≤ r − l ≤ n. Po
pierwszej iteracji p¦tli (z uwzgl¦dnieniem instrukcji warunkowej) zachodzi
T [l ] ≤ x ≤ T [r ] oraz 0 ≤ r − l ≤

⌊
n
2

⌋
. Po drugiej T [l ] ≤ x ≤ T [r ] oraz

r − l ≤
⌊

n
22

⌋
i analogicznie po i-tej iteracji prawdziwy jest warunek

T [l ] ≤ x ≤ T [r ] oraz r − l ≤
⌊
n

2i

⌋
. St¡d po co najwy»ej lg n + 1 iteracjach p¦tli

speªniona b¦dzie zale»no±¢ 0 ≤ r − l ≤
⌊

n

2lg n+1

⌋
, czyli 0 ≤ r − l ≤

⌊
n
2n

⌋
i

ostatecznie0 ≤ r − l ≤
⌊
1
2

⌋
. Zatem 0 ≤ r − l ≤ 0 i z tego l = r oraz

T [l ] = x = T [r ], co ko«czy dziaªanie algorytmu.
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Wyszukanie wskazanego elementu z uporz¡dkowaniem Zªo»ono±¢ i optymalno±¢ algorytmu BinSearch

Zªo»ono±¢ algorytmu BinSearch

operacja dominuj¡ca: porównanie elementów rozwa»anego uniwersum,

±rednia zªo»ono±¢ czasowa: A (n) = Θ (lg n), zakªadaj¡c Pr (T [i ] = x) = 1
n
, dla

ka»dego 0 ≤ i < n,

pesymistyczna zªo»ono±¢ czasowa: W (n) = 2 blg nc+ 1 = Θ (lg n),

zªo»ono±¢ pami¦ciowa: O (1).

Zadanie. Podaj dokªadne oszacowanie ±redniej zªo»ono±ci czasowej algorytmu BinSearch.

Twierdzenie

Algorytm BinSearch jest optymalnym w sensie ±rednim i pesymistycznym rozwi¡zaniem

postawionego problemu.
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Wyszukanie wskazanego elementu z uporz¡dkowaniem Zªo»ono±¢ i optymalno±¢ algorytmu BinSearch

Uzasadnienie. Konstruujemy drzewo decyzyjne dla dowolnego algorytmu rozwi¡zuj¡cego
problem wyszukania w uniwersum uporz¡dkowanym, np.

Poniewa» drzewo decyzyjne zawiera n li±ci i jest to drzewo binarne, to istnieje w takim
drzewie co najmniej jedna ±cie»ka od korzenia do jednego z wierzchoªków zewn¦trznych,
której dªugo±¢ wynosi co najmniej blg nc. St¡d ka»dy algorytm, dziaªaj¡cy przez
porównania, dla rozwa»anego problemu w przypadku pesymistycznym wykona co
najmniej blg nc porówna«. Zatem metoda FindBin jest rozwi¡zaniem optymalnym.
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Wyszukanie wskazanego elementu z uporz¡dkowaniem Algorytm wyszukiwania interpolacyjnego � szkic
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Wyszukanie wskazanego elementu z uporz¡dkowaniem Algorytm wyszukiwania interpolacyjnego � szkic

Pomysª. Zauwa»my, »e w przypadku gdy elementy wektora T s¡ rozªo»one równomiernie
na pewnym przedziale zbioru liczb naturalnych, to zachodzi nast¦puj¡ca zale»no±¢

idx − l

r − l
≈ x − T [l ]

T [r ]− T [l ]
,

st¡d punkt podziaªu dla algorytmu wyszukiwania binarnego mo»emy wyznaczy¢
dokªadniej

idx = l +
(x − T [l ]) (r − l)

T [r ]− T [l ]
.

Dalej post¦pujemy analogicznie jak w algorytmie BinSerach.

Przykªad. Szukamy indeksu liczby 12 w tablicy T = [2, 3, 7, 9, 12, 15, 23, 24].
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Wyszukanie wskazanego elementu z uporz¡dkowaniem Algorytm wyszukiwania interpolacyjnego � szkic

Fakt

�redni¡ zªo»ono±¢ czasow¡ algorytmu wyszukiwania interpolacyjnego mo»na oszacowa¢
przez O (lg lg n).

Fakt

Pesymistyczn¡ zªo»ono±¢ czasow¡ algorytmu wyszukiwania interpolacyjnego mo»na
oszacowa¢ przez Θ (n).

Pytanie. Czy zªo»ono±¢ pami¦ciowa algorytmu poszukiwania interpolacyjnego jest
istotnie ró»na od zªo»ono±ci pami¦ciowej algorytmu poszukiwa« binarnych?
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Dodatek A � rozwi¡zanie równania A (Hoare, n, k)

Twierdzimy, »e A (n, k) = O (n), dla

A (n, k) =



0 dla n = 1

n − 1 + 1
n

(
n−k∑
i=1

A (n − i , k) +

n∑
i=n−k+2

A (i − 1, k − (n − i)− 1)

)
dla n > 1

Dowód przez indukcj¦ ze wzgl¦du na n, gdzie n ∈ N+ oraz c > 0:

baza indukcji: dla n = 1 zachodzi A (n, k) = 0 ≤ cn,

zaªo»enie indukcyjne: dla 1 ≤ m < n zachodzi A (m, k) ≤ cm,

teza indukcyjna: dla n > 1 zachodzi A (n, k) ≤ cn.
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Dodatek A � rozwi¡zanie równania A (Hoare, n, k)

Dowód tezy indukcyjnej

Niech α =
n−k∑
i=1

A (n − i , k) +
n∑

i=n−k+2

A (i − 1, k − (n − i)− 1), wtedy z zaªo»enia

indukcyjnego

α ≤
n−k∑
i=1

c (n − i) +
n∑

i=n−k+2

c (i − 1)

= c

(
n−k∑
i=1

(n − i) +
n∑

i=n−k+2

(i − 1)

)

≤ c

d n2 e∑
i=1

(n − i) +
n∑

i=b n2 c+1

(i − 1)


≤ c

(
2 · n (n − 1)

2
− 2 ·

n
2

(
n
2
− 1
)

2

)
=

= c
(
n (n − 1)− n

2

(n
2
− 1
))

=
3c
4
n2 − c

2
n.
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Dodatek A � rozwi¡zanie równania A (Hoare, n, k)

Dowód tezy indukcyjnej c.d.

St¡d dla n > 1

A (n, k) = n − 1 +
1
n
α

≤ n − 1 +
1
n

(
3c
4
n2 − c

2
n

)
= n +

3c
4
n − c

2
− 1

≤ n +
3c
4
n =

(
1 +

3c
4

)
n,

czyli A (n, k) ≤ cn, dla c ≥ 4. Zatem A (n, k) = O (n), co ko«czy dowód.
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Zadania ¢wiczeniowe
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Zadania ¢wiczeniowe

1 Zaimplementuj algorytm Partition.

2 Zaimplementuj algorytm Split.

3 Przeprowad¹ do±wiadczalnie analiz¦ porównawcz¡ efektywno±ci algorytmów Partition i Split wzgl¦dem liczby
nast¦puj¡cych operacji dominuj¡cych:

1 operacja porównania elementów wektora wej±ciowego,

2 operacja przestawienia elementów wektora wej±ciowego..

4 Zaimplementuj algorytm Hoare'a z wybran¡ procedur¡ podziaªu.

5 Zaimplementuj algorytm 5-tek z wybran¡ procedur¡ podziaªu.

6 Udowodnij, »e zªo»ono±¢ czasowa w przypadku pesymistycznym algorytmu 5-tek przestaje by¢ rz¦du
liniowego, gdy zamiast pi¡tek elementów b¦dziemy analizowali 3-ki elementów.

7 Przeprowad¹ do±wiadczalnie analiz¦ porównawcz¡ efektywno±ci algorytmów Hoare'a i 5-tek dla wybranej
procedury podziaªu.

8 Zaimplementuj algorytm Skoki co k.

9 Zaimplementuj algorytm wyszukiwania binarnego.

10 Zaimplementuj algorytm wyszukiwania interpolacyjnego.

11 Przeprowad¹ do±wiadczalnie analiz¦ porównawcz¡ efektywno±ci algorytmów JumpSearch i BinSearch.

12 Zaproponuj algorytm rekurencyjny (oparty na schemacie �dziel i zwyci¦»aj�), przybli»onego wyznaczania
miejsca zerowego dowolnej ±ci±le rosn¡cej funkcji typu f : R→ R. Uzasadnij poprawno±¢ algorytmu i oszacuj
jego zªo»ono±¢.

13 Podaj przykªad danych wej±ciowych rozmiaru n, dla których:

1 algorytm wyszukiwania binarnego wykona istotnie wi¦cej porówna« ni» algorytm Skoki co k, dla
optymalnego k,
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Zadania ¢wiczeniowe

2 algorytm wyszukiwania sekwencyjnego wykona w przybli»eniu tyle samo porówna« co algorytm Skoki
co k, dla optymalnego k,

3 algorytm wyszukiwania sekwencyjnego wykona w przybli»eniu tyle samo porówna« co algorytm
wyszukiwania binarnego,

4 algorytm wyszukiwania interpolacyjnego wykona Θ (n) porówna«.

14 Rozwa»my zmody�kowan¡ wersj¦ algorytmu Skoki co k, dla k =
⌊√

n
⌋
, gdzie n jest dªugo±ci¡ ci¡gu

wej±ciowego. W miejscu sekwencyjnego przegl¡dania k − 1 ostatnich elementów wywoªujemy rekurencyjnie

algorytm Skoki co k, dla k =

⌊√⌊√
n
⌋⌋

. Post¦powanie powtarzamy rekurencyjnie dopóki k > 1, w p.p.

znale¹li±my rozwi¡zanie. Zaimplementuj rozwa»any algorytm. Oszacuj mo»liwie dokªadnie zªo»ono±¢ czasow¡
i pami¦ciow¡ metody.

15 Zaproponuj algorytm, który dla danego n-elementowego wektora ró»nych liczb naturalnych i danej liczby
naturalnej x, wyznaczy wszystkie pary liczb (p, q), takie »e T [p] · T [q] = x. Przedyskutuj ró»ne rozwi¡zania
i oszacuj ich zªo»ono±¢:

1 gdy ci¡g jest dowolny,

2 gdy ci¡g jest uporz¡dkowany.

16 Niech S oraz T b¦d¡ uporz¡dkowanymi rosn¡co, n elementowymi wektorami liczb naturalnych i niech k

b¦dzie dan¡ liczb¡ naturaln¡. Zaproponuj mo»liwie efektywny algorytm wyznaczaj¡cy liczby i oraz j takie, »e
S[i ] + T [j ] = k. Uzasadnij poprawno±¢ rozwi¡zania i oszacuj jego koszt.

17 Niech S oraz T b¦d¡ uporz¡dkowanymi malej¡co wektorami zªo»onymi odpowiednio z n oraz k liczb

naturalnych. Zaproponuj mo»liwie efektywny algorytm wyznaczaj¡cy median¦ ci¡gu, powstaªego z poª¡czenia

tablic S oraz T . Algorytm nie powinien wykorzystywa¢ dodatkowej pami¦ci (poza pami¦ci¡ potrzebn¡ do

przechowywania danych).
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