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Wyszukanie wskazanego elementu bez uporz¡dkowania Problem, struktura i specy�kacja algorytmu
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Wyszukanie wskazanego elementu bez uporz¡dkowania Problem, struktura i specy�kacja algorytmu

Problem
Poda¢ algorytm Alg (T , n, x) znajduj¡cy indeks elementu x zapisanego w niepustym
n-elementowym wektorze ró»nych liczb naturalnych T .

Struktura dla algorytmu

Struktura dla algorytmu Alg: 〈N,+, 6=〉 .

Specy�kacja algorytmu

Specy�kacj¦ algorytmu Alg stanowi para 〈WP,WK〉, gdzie warunki pocz¡tkowy i
ko«cowy s¡ postaci kolejno:

WP : T jest niepustym wektorem ró»nych liczb naturalnych, n ∈ N+, |T | = n,
∃ (!0 ≤ i < n) (T [i ] = x),

WK : Alg (T , n, x) = idx , gdzie T [idx ] = x .
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Wyszukanie wskazanego elementu bez uporz¡dkowania Algorytm Find
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Wyszukanie wskazanego elementu bez uporz¡dkowania Algorytm Find � implementacja

Rozwi¡zanie problemu � algorytm Find:

1 int Find(int T[], int n, int x) {←−−−−−−−−−−−−| WP : T jest niepustym wektorem
ró»nych liczb naturalnych, n ∈ N+,|T | = n, ∃! (0 ≤ i < n) (T [i ] = x)

2 int idx:=0;

3

4 while (T[idx] 6=x)

5 idx:=idx+1;

6

7 return idx;←−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−| WK : Find (T , n, x) = idx , gdzie T [idx] = x .
8 }
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Wyszukanie wskazanego elementu bez uporz¡dkowania Poprawno±¢ i zªo»ono±¢ algorytmu Find

Poprawno±¢ algorytmu Find

poprawno±¢ cz¦±ciowa: wynika bezpo±rednio z warunku pocz¡tkowego i
zaprzeczenia dozoru p¦tli iteracyjnej (¬T [idx ] 6= x)⇒ T [idx ] = x , st¡d
prawdziwy jest warunek ko«cowy Find (T , n, x) = idx , T [idx ] = x ,

warunek stopu: z warunku pocz¡tkowego ∃! (0 ≤ i < n) (T [i ] = x) i n ∈ N+.
Zmienna idx inicjalizowana warto±ci¡ 0 jest inkrementowana z ka»d¡ iteracja p¦tli
o 1, st¡d po i iteracjach p¦tli idx = i , czyli T [idx ] = x , co ko«czy dziaªanie
algorytmu.

Zadanie. Podaj posta¢ niezmiennik uzasadniaj¡cego poprawno±¢ cz¦±ciow¡ algorytmu
Find.

Zªo»ono±¢ algorytmu Find

operacja dominuj¡ca: porównanie elementów rozwa»anego uniwersum,

±rednia zªo»ono±¢ czasowa: A (n) = n
2

= Θ (n), zakªadaj¡c Pr (T [i ] = x) = 1
n
, dla

ka»dego 0 ≤ i < n,

pesymistyczna zªo»ono±¢ czasowa: oraz W (n) = n = Θ (n),

zªo»ono±¢ pami¦ciowa: O (1).

Pytanie. Czy prawdziwe jest stwierdzenie T (Find , n) = Θ (n)?
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Wyszukanie wskazanego elementu bez uporz¡dkowania Optymalno±¢ algorytmu Find

Twierdzenie
Algorytm Find jest optymalnym w sensie ±rednim i pesymistycznym rozwi¡zaniem

postawionego problemu*.

* powy»sze twierdzenie jest prawdziwe w klasycznym modelu obliczeniowym deterministycznej
maszyny Turinga. Nie jest ono jednak speªnione np. w modelu kwantowej maszyny Turinga
(zob. algorytm Grover'a, 1996).
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Wyszukanie elementu maksymalnego Problem, struktura i specy�kacja algorytmu
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Wyszukanie elementu maksymalnego Problem, struktura i specy�kacja algorytmu

Problem
Poda¢ algorytm Alg (T , n) znajduj¡cy indeks elementu maksymalnego w niepustym
n-elementowym wektorze ró»nych liczb naturalnych T .

Struktura dla algorytmu

Struktura dla algorytmu Alg: 〈N,+, <〉 .

Specy�kacja algorytmu

Specy�kacj¦ algorytmu Alg stanowi para 〈WP,WK〉, gdzie warunki pocz¡tkowy i
ko«cowy s¡ postaci kolejno:

WP : T jest niepustym wektorem ró»nych liczb naturalnych, n ∈ N+, |T | = n,

WK : Alg (T , n) = idxMax , gdzie ∀ (0 ≤ i < n) (T [i ] ≤ T [idxMax ]).
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Wyszukanie elementu maksymalnego Algorytm FindMax
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Wyszukanie elementu maksymalnego Algorytm FindMax � implementacja

Rozwi¡zanie problemu � algorytm FindMax:

1 int FindMax(int T[], int n) {←−−−−−−−−−−−−−−−−| WP : T jest niepustym wektorem
ró»nych liczb naturalnych, n ∈ N+, |T | = n

2 int i:=1, idxMax:=0;

3

4 while (i<n) {

5 if (T[idxMax]<T[i]) idxMax:=i;

6 i:=i+1;

7 }

8 return idxMax;←−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−| WK : Alg (T , n) = idxMax , gdzie
∀ (0 ≤ i < n) (T [i ] ≤ T [idxMax])

9 }
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Wyszukanie elementu maksymalnego Poprawno±¢ cz¦±ciowa algorytmu FindMax

Dowód cz¦±ciowej poprawno±ci algorytmu metod¡ niezmienników:

1 int FindMax(int T[], int n) {←−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−| T jest niepustym wektorem
ró»nych liczb naturalnych, n ∈ N+, |T | = n

2 int i:=1, idxMax:=0;←−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−| T [idxMax] ≤ T [idxMax]
⇒ ∀ (0 ≤ j < i) (T [j] ≤ T [idxMax])

3 ←−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−| ustalenie niezmiennika: ∀ (0 ≤ j < i) (T [j] ≤ T [idxMax])
4 while (i<n) {←−−−−−−−| wery�kacja niezmiennika: ∀ (0 ≤ j < i) (T [j] ≤ T [idxMax])
5 if (T[idxMax]<T[i]) idxMax:=i;←−−−−−−−−−−−| ∀ (0 ≤ j ≤ i) (T [j] ≤ T [idxMax])
6 i:=i+1;←−−−−−−−−−−| odtworzenie niezmiennika: ∀ (0 ≤ j < i) (T [j] ≤ T [idxMax])
7 } ←−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−| (NZ ∧ ¬ (i < n))⇒ ∀ (0 ≤ j < i) (T [j] ≤ T [idxMax])

⇒ ∀ (0 ≤ j < n) (T [j] ≤ T [idxMax])
8 return idxMax;←−−−−−−−−−−−−−| Alg (T , n) = idx , gdzie ∀ (0 ≤ i < n) (T [i ] ≤ T [idx])
9 }

Wniosek
Algorytm FindMax jest cz¦±ciowo poprawny wzgl¦dem specy�kacji 〈WP,WK〉.

Zadanie. Udowodnij przez indukcj¦ wªasno±¢ stopu algorytmu FindMax.
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Wyszukanie elementu maksymalnego Zªo»ono±¢ algorytmu FindMax

Zªo»ono±¢ algorytmu FindMax

operacja dominuj¡ca: porównanie elementów rozwa»anego uniwersum,

zªo»ono±¢ czasowa: T (n) = n − 1 = Θ (n),

zªo»ono±¢ pami¦ciowa: O (1).

Twierdzenie
Algorytm FindMax jest optymalnym rozwi¡zaniem postawionego problemu.
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Wyszukanie elementu 2-go co do wielko±ci Problem, struktura i specy�kacja algorytmu
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Wyszukanie elementu 2-go co do wielko±ci Problem, struktura i specy�kacja algorytmu

Problem
Poda¢ algorytm Alg (T , n) znajduj¡cy indeks elementu 2-go co do wielko±ci w
n-elementowym wektorze ró»nych liczb naturalnych T , gdzie n ≥ 2.

Struktura dla algorytmu

Struktura dla algorytmu Alg: 〈N,+, <,>〉 .

Specy�kacja algorytmu

Specy�kacj¦ algorytmu Alg stanowi para 〈WP,WK〉, gdzie warunki pocz¡tkowy i
ko«cowy s¡ postaci kolejno:

WP : T jest niepustym wektorem ró»nych liczb naturalnych, n ∈ N \ {0, 1},
|T | = n,

WK : Alg (T , n) = idxSec, gdzie ∃! (0 ≤ i < n) (T [i ] > T [idxSec]).
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Wyszukanie elementu 2-go co do wielko±ci Algorytm Find2nd
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Wyszukanie elementu 2-go co do wielko±ci Algorytm Find2nd � implementacja

Rozwi¡zanie problemu � algorytm Find2nd:

1 int Find2nd(int T[], int n) {←−−−−−−−−−−−−−−−−| WP : T jest niepustym wektorem
ró»nych liczb naturalnych, n ∈ N \ {0, 1} , |T | = n,

2 int i:=2, idxMax, idxSec;

3

4 if (T[0]<T[1]) { idxMax:=1; idxSec:=0; }

5 else { idxMax:=0; idxSec:=1 }

6

7 while (i<n) {

8 if (T[i]>T[idxMax]) { idxSec:=idxMax; idxMax:=i; }

9 else if (T[i]>T[idxSec]) idxSec:=i;

10

11 i:=i+1;

12 }

13

14 return idxSec;←−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−| WK : Find2nd (T , n) = idxSec,
gdzie ∃! (0 ≤ i < n) (T [i ] > T [idxSec])

15 }
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Wyszukanie elementu 2-go co do wielko±ci Poprawno±¢ algorytmu Find2nd

Poprawno±¢ algorytmu Find2nd

poprawno±¢ cz¦±ciowa: tu» po inicjalizacji zmiennych w wierszach 4-5 prawd¡ jest,
»e zmienna idxSec wskazuje na 2-gi co do wielko±ci element w ci¡gu
dwuelementowym T [0] ,T [1]. Niezmiennikiem p¦tli jest formuªa NZ :
∃! (0 ≤ j < i) (T [j ] > T [idxSec]). Po wykonaniu instrukcji warunkowej w
wierszach 8-9 prawd¡ jest, »e ∃! (0 ≤ j ≤ i) (T [j ] > T [idxSec]). Zatem po
wykonaniu instrukcji i := i + 1 zachodzi ∃! (0 ≤ j < i) (T [j ] > T [idxSec]) �
odtworzenie niezmiennika NZ . Po zako«czeniu p¦tli iteracyjnej mamy i = n, st¡d
∃! (0 ≤ i < n) (T [i ] > T [idxSec]),

warunek stopu: z warunku pocz¡tkowego n ∈ N \ {0, 1}. Zmienna i inicjalizowana
warto±ci¡ 2 jest inkrementowana z ka»d¡ iteracja p¦tli o 1, st¡d po n− 2 iteracjach
p¦tli i = n, co ko«czy dziaªanie algorytmu.
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Wyszukanie elementu 2-go co do wielko±ci Zªo»ono±¢ algorytmu Find2nd

Zªo»ono±¢ algorytmu Find2nd

operacja dominuj¡ca: porównanie elementów rozwa»anego uniwersum,

±rednia zªo»ono±¢ czasowa: A (n) = 2n
2

+ n
2
± c = Θ (n), gdzie c ≤ 2 jest pewn¡

staª¡, zakªadaj¡c Pr (T [i ] > T [idxMax ]) = 1
2
, dla ka»dego 0 ≤ i < n,

pesymistyczna zªo»ono±¢ czasowa: oraz W (n) = 2n ± c = Θ (n), gdzie c ≤ 2 jest
pewn¡ staª¡,

zªo»ono±¢ pami¦ciowa: O (1).

Pytanie. Czy algorytm Find2nd jest optymalnym rozwi¡zaniem dla rozwa»anego
problemu?
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Wyszukanie elementu 2-go co do wielko±ci Algorytm Turniej � szkic
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Wyszukanie elementu 2-go co do wielko±ci Algorytm Turniej � szkic

Pomysª. Zbuduj drzewo turnieju zgodnie z zasad¡ �przechodzi tylko wygrywaj¡cy�, np.
dla T = [9, 3, 5, 8, 2, 1, 6, 4, 0, 7] i n = 10 otrzymujemy:

Pytanie. Ile porówna« elementów tablicy T jest niezb¦dnych do zbudowania drzewa
turnieju dla rozwa»anego przykªadu (tj. n = 10) i w przypadku ogólnym?
Pytanie. Jak najmniejszym kosztem mo»na znale¹¢ element 2-gi co do wielko±ci?
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Wyszukanie elementu 2-go co do wielko±ci Algorytm Turniej � szkic

Wniosek
Element 2-gi co do wielko±ci jest jednym z tych, które �przegraªy� z elementem
maksymalnym. Tych elementów jest co najwy»ej dlg ne i w±ród nich nale»y wyszuka¢
elementu maksymalnego np. stosuj¡c metod¦ FindMax.

Zªo»ono±¢ algorytmu Turniej

operacja dominuj¡ca: porównanie elementów rozwa»anego uniwersum,

pesymistyczna zªo»ono±¢ czasowa:
W (Turniej , n) = n − 1 + dlg ne − 1 = n + dlg ne − 2,

zªo»ono±¢ pami¦ciowa: O (n) ze wzgl¦du na konieczno±¢ zapisywania rezultatów
pojedynków.

Twierdzenie
Algorytm Turniej jest optymalnym z dokªadno±ci¡ co do staªej w przypadku

pesymistycznym rozwi¡zaniem rozwa»anego problemu, tj. zªo»ono±¢ ka»dego innego

optymalnego w przypadku pesymistycznym algorytm dla postawionego problemu jest

rz¦du W (Turniej , n) + c = n + dlg ne − 2 + c, gdzie c jest nieujemn¡ staª¡ naturaln¡.

Paweª Rembelski (PJWSTK) Algorytmy i struktury danych 4 pa¹dziernika 2009 23 / 49



Wyszukanie elementów minimalnego i maksymalnego Problem, struktura i specy�kacja algorytmu
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Wyszukanie elementów minimalnego i maksymalnego Problem, struktura i specy�kacja algorytmu

Problem
Poda¢ algorytm Alg (T , n) znajduj¡cy indeks elementów minimalnego i maksymalnego w
n-elementowym wektorze ró»nych liczb naturalnych T , gdzie n = 2k i k ∈ N+.

Struktura dla algorytmu

Struktura dla algorytmu Alg: standardowa struktura liczb naturalnych.

Specy�kacja algorytmu

Specy�kacj¦ algorytmu Alg stanowi para 〈WP,WK〉, gdzie warunki pocz¡tkowy i
ko«cowy s¡ postaci kolejno:

WP : T jest niepustym wektorem ró»nych liczb naturalnych, n = 2k, k ∈ N+,
|T | = n,

WK : Alg (T , n) = (idxMin, idxMax), gdzie ∀ (0 ≤ i < n) (T [idxMin] ≤ T [i ]),
∀ (0 ≤ i < n) (T [idxMax ] ≥ T [i ]).

Pytanie. Czy sekwencyjne zastosowanie algorytmów FindMax i analogicznego FindMin
jest poprawnym rozwi¡zaniem rozwa»anego problemu? Je»eli tak, to jaka jest dokªadna
zªo»ono±¢ czasowa takiego rozwi¡zania?
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Wyszukanie elementów minimalnego i maksymalnego Algorytm FindMinMax
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Wyszukanie elementów minimalnego i maksymalnego Algorytm FindMinMax � implementacja

Rozwi¡zanie problemu � algorytm FindMinMax:

1 (int, int) FindMinMax(int T[], int n) {←−−−−−−−| WP : T jest niepustym wektorem
ró»nych liczb naturalnych, n = 2k, k ∈ N+, |T | = n,

2 int i:=0;

3 (int, int) s;

4

5 for (i:=0; i<n/2; i:=i+1)

6 if (T[i]>T[(n-1)-i])

6 SWAP(T,i,(n-1)-i);←−−−−−−−−−−−−−−−−−−| operacja zamiany elementów wektora
7

8 s.idxMin:=FindMin(T[0...n/2-1],n/2);←−−−−−−−−−−| procedura wyszukania elementu
minimalnego analogiczna do omówionej metody FindMax

9 s.idxMax:=FindMax(T[n/2...n-1],n/2);

10

11 return s;←−−−−−−−−−−−−−−−−−−| WK : FindMinMax (T , n) = (idxMin, idxMax), gdzie
∀ (0 ≤ i < n) (T [idxMin] ≤ T [i ]),∀ (0 ≤ i < n) (T [idxMax] ≥ T [i ]).

12 }
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Wyszukanie elementów minimalnego i maksymalnego Poprawno±ci i zªo»ono±¢ algorytmu FindMinMax

Zadanie. Uzasadnij poprawno±¢ caªkowit¡ algorytmu FindMinMax.

Zªo»ono±¢ algorytmu Jarvisa

operacja dominuj¡ca: porównywanie elementów rozwa»anego uniwersum,

zªo»ono±¢ czasowa metody pomocniczej FindMin: T (FindMin, n) = n
2
− 1,

zªo»ono±¢ czasowa metody pomocniczej FindMax: T (FindMax , n) = n
2
− 1,

zªo»ono±¢ czasowa algorytmu Jarvisa:

T (FindMinMax , n) =
n

2
+ T (FindMin, n) + T (FindMax , n) =

3

2
n − 2,

zªo»ono±¢ pami¦ciowa algorytmu Jarvisa: O (1).

Twierdzenie
Algorytm FindMinMax jest optymalnym z dokªadno±ci¡ co do staªej rozwi¡zaniem

rozwa»anego problemu, tj. zªo»ono±¢ ka»dego innego optymalnego algorytm dla

postawionego problemu jest rz¦du T (FindMinMax , n) + c = 3
2
n − 2 + c, gdzie c jest

nieujemn¡ staª¡ naturaln¡.
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Wyszukanie elementów minimalnego i maksymalnego Algorytm RecMinMax
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Wyszukanie elementów minimalnego i maksymalnego Algorytm RecMinMax

Pomysª. Zbuduj rekurencyjnie zmody�kowane drzewo turnieju zgodnie z zasad¡
�przechodz¡ tylko elementy minimalny i maksymalny�, rezultat znajdziemy w korzeniu
drzewa, np. dla T = [9, 3, 5, 8, 2, 1, 6, 4, 0, 7] i n = 10 otrzymujemy:

Konstruujemy procedur¦ rekurencyjn¡ RecMinMax (T , l , r), gdzie l i r to kolejno indeks
lewego i prawego kra«ca aktualnie analizowanego fragmentu wektora T . Dalej zaªó»my
bez straty ogólno±ci, »e (r − l + 1) = n = 2k i k ∈ N+.
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Wyszukanie elementów minimalnego i maksymalnego Algorytm RecMinMax � implementacja

Rozwi¡zanie problemu � algorytm RecMinMax:

1 (int,int) RecMinMax(int T[], int l, int r) {←−−−−−−−−−−| WP : T jest niepustym
wektorem ró»nych liczb naturalnych, (r − l + 1) = n = 2k , k ∈ N+, |T | = n,

2 int idxMin, idxMax;

3 (int,int) sl, sr;

4

5 if (r-l=1)

6 if (T[r]>T[l]) return (l,r) else return (r,l);

8 else {

9 sl:=RecMinMax(T,l,(l+r)/2);

10 sr:=RecMinMax(T,((l+r)/2)+1,r);

11

12 if (T[sl.idxMin]<T[sr.idxMin]) idxMin:=sl.idxMin else idxMin:=sr.idxMin;

13 if (T[sl.idxMax]<T[sr.idxMax]) idxMax:=sl.idxMax else idxMax:=sr.idxMax;

14

15 return (idxMin,idxMax);←−−−| WK : RecMinMax (T , l , r) = (idxMin, idxMax), gdzie
∀ (l ≤ i ≤ r) (T [idxMin] ≤ T [i ]),∀ (l ≤ i ≤ r) (T [idxMax] ≥ T [i ]).

16 }

17 }
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Wyszukanie elementów minimalnego i maksymalnego Poprawno±¢ cz¦±ciowa algorytmu RecMinMax

Dowód cz¦±ciowej poprawno±ci algorytmu przez indukcj¦ wzgl¦dem k ∈ N+, gdzie
n = 2k :

baza indukcji: dla k = 1, tj. n = 2 zachodzi r − l = 1, zatem wykonany jest
pierwszy warunek zewn¦trznej instrukcji warunkowej, czyli

if (T[r]>T[l]) return (l,r) else return (r,l);

St¡d algorytm RecMinMax jest cz¦±ciowo poprawny dla k = 1 i n = 2,

zaªo»enie indukcyjne: dla 0 ≤ i < k i n = 2i algorytm RecMinMax jest cz¦±ciowo
poprawny,

teza indukcyjna: dla k > 1 i n = 2k algorytm RecMinMax jest cz¦±ciowo
poprawny.

Dowód tezy indukcyjnej

Dla k > 1, tj. n > 2 mamy r − l > 2, zatem wykonany jest drugi warunek zewn¦trznej
instrukcji warunkowej, czyli kolejno instrukcje w wierszach 9-10. St¡d i na podstawie
zaªo»enia indukcyjnego zachodzi

sl .idxMin = indeks elem. min

({
T [l ] ,T [l + 1] , . . . ,T

[⌊
l + r

2

⌋]})
,

sl .idxMax = indeks elem. max

({
T [l ] ,T [l + 1] , . . . ,T

[⌊
l + r

2

⌋]})
,
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Wyszukanie elementów minimalnego i maksymalnego Poprawno±¢ cz¦±ciowa algorytmu RecMinMax

Dowód tezy indukcyjnej c.d.
oraz

sr .idxMin = indeks elem. min

({
T

[⌊
l + r

2

⌋
+ 1

]
,T

[⌊
l + r

2

⌋
+ 2

]
, . . . ,T [r ]

})
,

sr .idxMax = indeks elem. max

({
T

[⌊
l + r

2

⌋
+ 1

]
,T

[⌊
l + r

2

⌋
+ 2

]
, . . . ,T [r ]

})
.

Nast¦pnie wykonane s¡ instrukcje warunkowe
12 if (T[sl.idxMin]<T[sr.idxMin]) idxMin:=sl.idxMin else idxMin:=sr.idxMin;

13 if (T[sl.idxMax]<T[sr.idxMax]) idxMax:=sl.idxMax else idxMax:=sr.idxMax;

14

15 return (idxMin,idxMax);

St¡d

idxMin = indeks elem. min ({T [l ] ,T [l + 1] , . . . ,T [r ]}) ,
idxMax = indeks elem. max ({T [l ] ,T [l + 1] , . . . ,T [r ]}) ,

gdzie r − l = n i n = 2k , dla k > 1, co ko«czy dowód.

Zadanie. Udowodnij przez indukcj¦ wªasno±¢ stopu algorytmu RecMinMax.
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Wyszukanie elementów minimalnego i maksymalnego Zªo»ono±¢ algorytmu RecMinMax

Zªo»ono±¢ czasowa algorytmu RecMinMax

Niech dalej T (n) b¦dzie liczb¡ operacji porówna« elementów rozwa»anego uniwersum,
jakie wykonuje algorytm RecMinMax dla danych rozmiaru n (ponownie zakªadamy, »e
n = 2k i k ∈ N+), wtedy:

T (n) =

{
1 dla n = 2

2T
(
n
2

)
+ 2 dla n > 2

,

czyli dla n = 2k i k ∈ N+

T
(
2k
)

=

{
1 dla k = 1

2T
(
2k−1

)
+ 2 dla k > 1

,

i ostatecznie* T
(
2k
)

= 3
2
2k − 2, st¡d T (n) = 3

2
n − 2∗.

* k = 1 mamy T
(
21

)
= T (2) = 3

2
2− 2 = 1 co stanowi baz¦ indukcji. Zaªó»my, »e dla k > 1

zachodzi T
(
2k

)
= 3

2
2k − 2, wtedy dla k + 1 mamy T

(
2k+1

)
= 2T

(
2k

)
+ 2 i na podstawie

zaªo»enia

T
(
2k+1

)
= 2

(
3

2
2k − 2

)
+ 2 = 3 · 2k − 2 =

3

2
2k+1 − 2

co ko«czy dowód indukcyjny. St¡d dla n = 2k i k ∈ N+ zachodzi T (n) = 3
2
n − 2.
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Wyszukanie elementów minimalnego i maksymalnego Zªo»ono±¢ algorytmu RecMinMax

Wniosek
Z twierdzenia o optymalno±ci algorytmu FindMinMax i wyprowadzonej z powy»szego
równania rekurencyjnego postaci zwartej na T (n) wynika, »e algorytm RecMinMax jest
optymalnym rozwi¡zaniem postawionego problemu.

Zªo»ono±¢ pami¦ciowa algorytmu RecMinMax

Zªo»ono±¢ pami¦ciowa algorytmu RecMinMax z uwzgl¦dnieniem kosztów rekursji jest
asymptotycznie równa wysoko±ci zmody�kowanego drzewa turnieju, tj. S (n) = Θ (lg n).
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Wyszukiwanie i otoczka wypukªa Wst¦p

Wyszukiwanie i otoczka wypukªa

Wst¦p
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Wyszukiwanie i otoczka wypukªa Wst¦p

Wªasno±¢
Niech p0 = (x0, y0), p1 = (x1, y1) oraz p2 = (x2, y2) b¦d¡ dowolnymi punktami
pªaszczyzny N× N oraz det (p0, p1, p2) wyznacznikiem takim, »e

det (p0, p1, p2) = (x1 − x0) (y2 − y0)− (y1 − y0) (x2 − x0) ,

wtedy, je»eli:

det (p0, p1, p2) > 0 wtedy punkt p2 le»y po lewej stronie prostej przechodz¡cej
przez punkty p0, p1,

det (p0, p1, p2) = 0 wtedy punkty p0, p1 oraz p2 s¡ wspóªliniowe,

det (p0, p1, p2) < 0 wtedy punkt p2 le»y po prawej stronie prostej przechodz¡cej
przez punkty p0, p1.

De�nicja

Niech p0 b¦dzie wybranym pªaszczyzny N× N. Ustalamy relacj¦ porz¡dku cz¦±ciowego
�p0⊆ (N× N)2 tak¡, »e p1 �p0 p2 wtedy i tylko wtedy, gdy det (p0, p1, p2) ≥ 0 dla
dowolnych punktów p1, p2 ∈ N× N. Relacj¦ �p0 b¦dziemy nazywali porz¡dkiem
k¡towym.
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Wyszukiwanie i otoczka wypukªa Wst¦p

Wniosek
Niech Q b¦dzie dowolnym zbiorem punktów pªaszczyzny N× N. Je»eli dla dowolnego
punktu p0 dowolne dwa ró»ne punkty p1, p2 nale»¡ce do dziedziny relacji �p0 nie s¡
wspóªliniowe (tj. det (p0, p1, p2) 6= 0), to relacja �p0 jest relacj¡ porz¡dku liniowego w
zbiorze Q.

Przykªad. Zbiory punktów, w których relacja porz¡dku k¡towego jest/nie jest relacj¡
porz¡dku liniowego.
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Wyszukiwanie i otoczka wypukªa Wst¦p

De�nicja

Niech Q ⊂ N× N b¦dzie zbiorem punktów pªaszczyzny, z których ka»de trzy ró»ne
punkty nie s¡ wspóªliniowe. Otoczk¡ wypukª¡ zbioru Q nazywamy zbiór CH (Q) ⊆ Q

taki, »e wielok¡t wypukªy o wierzchoªkach ze zbioru punktów CH (Q) zawiera wewn¡trz
wszystkie punktu zbioru Q \ CH (Q) oraz CH (Q) jest najmniejszym takim zbiorem.

Przykªad. Zbiór punktów Q oraz otoczka wypukªa CH (Q) owego zbioru.
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Wyszukiwanie i otoczka wypukªa Problem, struktura i specy�kacja algorytmu

Wyszukiwanie i otoczka wypukªa

Problem, struktura i specy�kacja algorytmu
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Wyszukiwanie i otoczka wypukªa Problem, struktura i specy�kacja algorytmu

Problem
Poda¢ algorytm Alg (P, n) znajduj¡cy liczb¦ punktów tworz¡cych otoczk¦ wypukª¡
niepustego n-elementowego zbioru ró»nych i trójkami niewspóªliniowych punktów Q

pªaszczyzny N× N, zapisanego w wektorze (tablicy) punktów
P = [(x0, y0) , (x1, y1) , . . . , (xn−1, yn−1)].

Struktura dla problemu

Rozszerzenie standardowej struktury dla algorytmu Alg: zbiór punktów pªaszczyzny
N× N, z wyró»nion¡ relacj¡ � porz¡dku k¡towego.

Specy�kacja algorytmu

Specy�kacj¦ algorytmu Alg stanowi para 〈WP,WK〉, gdzie warunki pocz¡tkowy i
ko«cowy s¡ postaci kolejno:

WP : P jest niepustym wektorem ró»nych i trójkami niewspóªliniowych punktów,
n ∈ N+,|P| = n,

WK : Alg (P, n) = |CH (Q)|, gdzie Q jest zbiorem reprezentowanym przez wektor
P.
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Wyszukiwanie i otoczka wypukªa Algorytm Jarvisa

Wyszukiwanie i otoczka wypukªa

Algorytm Jarvisa
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Wyszukiwanie i otoczka wypukªa Procedury pomocnicze

int FindStart((int,int) P[], int n)

warunek pocz¡tkowy WP : P jest niepustym wektorem ró»nych i trójkami
niewspóªliniowych punktów, n ∈ N+, |P| = n,

warunek ko«cowy WK : FindStart(P, n) = idx , gdzie P [idx ] jest punktem o
najmniejszej wspóªrz¦dnej y a w razie niejednoznaczno±ci kolejno najmniejszej
wspóªrz¦dnej x .

1 int FindStart((int,int) P[], int n) {←−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−| WP

2 int i, idx:=0;

3

4 for (i:=1; i<n; i:=i+1)

5 if ((P[idx].y>P[i].x) OR

6 ((P[idx].y=P[i].y) AND ((P[idx].x>P[i].x)))

7 idx:=i;

8

9 return idx;←−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−| WK

10 }

Zadanie. Uzasadni¢ caªkowit¡ poprawno±¢ procedury FindStart.
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Wyszukiwanie i otoczka wypukªa Procedury pomocnicze

int FindNext((int,int) P[], int n, (int,int) p)

warunek pocz¡tkowy WP : P jest niepustym wektorem ró»nych i trójkami
niewspóªliniowych punktów, n ∈ N+,|P| = n, ∃ (0 ≤ i < n) (P [i ] = p),

warunek ko«cowy: WK : FindNext(P, n, p) = idx , gdzie P [idx ] 6= p jest punktem
najmniejszym w sensie relacji porz¡dku k¡towego �p (tj. wzgl¦dem punktu p).

1 int FindNext((int,int) P[], int n, (int,int) p) {←−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−| WP

2 int i, idx:=RandomDiff(Q,n,p),←−−−−−−−−−−| indeks dowolnego elementu wektora P

ró»nego od elementu p

3 first=idx;

4

5 for (i:=1; i<n; i:=i+1)

6 if ((i!=first) AND (P[i]!=p) AND (P[i]�pP[idx]))

7 idx:=i;

8

9 return idx;←−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−| WK

10 }

Zadanie. Uzasadni¢ caªkowit¡ poprawno±¢ procedury FindNext.
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Wyszukiwanie i otoczka wypukªa Algorytm Jarvisa � implementacja

Rozwi¡zanie problemu � algorytmu Jarvisa:

1 int Jarvis((int,int) P[], int n) {←−−−−−−−−−−−−|WP : P jest niepustym wektorem
ró»nych i trójkami niewspóªliniowych punktów, n ∈ N+, |P| = n

2 int size:=0, start:=FindStart(P,n), tmp:=start;

3

4 do {

5 size:=size+1;

6

7 tmp:=FindNext(P,n,T[tmp]);

8 } while (tmp!=start)

9

10 return size;←−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−| WK : Jarvis (P, n) = |CH (Q)|,
11 gdzie Q jest zbiorem reprezentowanym przez wektor P
12 }
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Wyszukiwanie i otoczka wypukªa Poprawno±¢ algorytmu Jarvisa

Poprawno±¢ algorytmu Jarvisa

poprawno±¢ cz¦±ciowa: metoda pomocnicza FindStart ustala pierwszy wierzchoªek
poszukiwanej otoczki wypukªej start. Niech dalej α oznacza liczb¦ �odwiedzin�
elementów wektora P. Niezmiennikiem p¦tli jest formuªa: NZ : size = α− 1. St¡d
po wykonaniu instrukcji size := size + 1 prawd¡ jest, »e size = α. Procedura
FindNext wyznacza kolejny wierzchoªek otoczki wypukªej k¡towo najbli»szy
aktualnemu wierzchoªkowi tmp. Zatem po wykonaniu instrukcji
tmp := FindNext (P, n, tmp) prawd¡ jest size = α− 1 � odtworzenie niezmiennika

NZ . Po zako«czeniu p¦tli iteracyjnej mamy tmp = start, tj. pierwszy wierzchoªek
otoczki wypukªej start odwiedzony byª 2-krotnie. Z wªasno±ci geometrycznych
otoczki wypukªej i procedury FindNext wynika, »e ka»dy inny element wektora T

(tj. wierzchoªek zbioru Q) odwiedzony byª co najwy»ej jeden raz. St¡d liczba
wierzchoªków zbioru Q tworz¡cych otoczk¦ wypukª¡ CH (Q) jest równa dokªadnie
α− 1 = size, czyli Jarvis (P, n) = size = |CH (Q)|.
warunek stopu: poniewa» zbiór Q jest zbiorem sko«czonym i CH (Q) ⊆ Q oraz z
powy»szego rozumowania ka»dy wierzchoªek zbioru Q inny ni» start odwiedzany
jest co najwy»ej jeden raz, to ci¡g wywoªa« metody FindNext jest tak»e sko«czony
dla dowolnego wektora P dªugo±ci n reprezentuj¡cego zbiór Q.
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Wyszukiwanie i otoczka wypukªa Zªo»ono±¢ algorytmu Jarvisa

Zªo»ono±¢ algorytmu Jarvisa

operacja dominuj¡ca: porównywanie elementów rozwa»anego uniwersum wzgl¦dem
relacji �,
zªo»ono±¢ czasowa metody pomocniczej FindStart: T (FindStart, n) = Θ (1),

zªo»ono±¢ czasowa metody pomocniczej FindNext: T (FindNext, n) = Θ (n),

zªo»ono±¢ czasowa algorytmu Jarvisa:

T (Jarvis, n) = T (FindStart, n) + k · (T (FindNext, n) + O (1)) = Θ (kn) ,

gdzie k jest liczb¡ punktów tworz¡cych otoczk¦ wypukª¡ zbioru Q,

zªo»ono±¢ pami¦ciowa algorytmu Jarvisa: O (1),

Pytanie. Jaka jest pesymistyczna zªo»ono±¢ czasowa algorytmu Jarvisa?

Pytanie. Jaka jest ±rednia zªo»ono±¢ czasowa algorytmu Jarvisa?
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Zadania ¢wiczeniowe

Zadania ¢wiczeniowe
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Zadania ¢wiczeniowe

1 Zaimplementuj algorytm Find.

2 Zaimplementuj algorytm FindMax.

3 Zaimplementuj algorytm Find2nd.

4 Zaimplementuj algorytm Turniej.

5 Zaproponuj algorytm wyszukania elementu 3-go co do wielko±ci w n-elementowym wektorze ró»nych liczb
naturalnych T , gdzie n ≥ 3, bazuj¡cy na metodzie turniejowej. Uzasadnij poprawno±¢ algorytmu i oszacuj
jego zªo»ono±¢..

6 Zaimplementuj algorytm FindMinMax.

7 Zaimplementuj algorytm rekurencyjny RecMinMax, dla:

1 rozmiaru danych wej±ciowych n = 2k i k ∈ N+,

2 rozmiaru danych wej±ciowych n = 2k i k ∈ N+.

8 Przeprowad¹ do±wiadczalnie analiz¦ porównawcz¡ efektywno±ci algorytmów FindMinMax i RecMinMax.

9 Zaimplementuj nast¦puj¡cy algorytm równoczesnego wyszukiwania minimum i maksimum w n-elementowym
wektorze ró»nych liczb naturalnych T , gdzie n ≥ 2:

1 dla ka»dej pary kolejnych elementów wektora ustawiam minimum na pozycji parzystej, a maksimum
na pozycji nieparzystej,

2 wyszukaj sekwencyjnie elementu minimalnego na pozycjach parzystych,

3 wyszukaj sekwencyjnie elementu maksymalnego na pozycjach nieparzystych.

Uzasadnij poprawno±¢ algorytmu i oszacuj jego zªo»ono±¢. Czy podana metoda jest optymalnym
rozwi¡zaniem rozwa»anego problemu?

10 Zaimplementuj algorytm Jarvisa.

11 Zaproponuj i zaimplementuj algorytm sprawdzania, czy dana relacja binarna w zbiorze {1, 2, . . . , n}, zadana
w postaci n-elementowego wektora T par postaci (x, y) jest:
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Zadania ¢wiczeniowe

1 zwrotna,

2 symetryczna,

3 przechodnia.

Uzasadnij poprawno±¢ algorytmu i oszacuj jego zªo»ono±¢.
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