
Matematyka dyskretna � materiaªy ¢wiczeniowe Studia dzienne PJWSTK�WICZENIA VI, VII i VIII(relacje)Zadania1. Wyznacz wszystkie elementy relacji r ⊆ X × Y , gdy:(a) X = {pyton, s¦p, stru±}, Y = {zebra, gepard} oraz x r y wttw, gdy sªowo x nie ma ani jednejwspólnej litery ze sªowem y,(b) X = Y = {0, 1

5
, 1

7
, 1} oraz x r y wttw, gdy x

y
≥ 1.2. Zapisz relacj¦ r ⊆ U × U jako (a) zbiór par uporz¡dkowanych, (b) w postaci tabelki (macie-rzy) i (c) w postaci grafu. Okre±l jej wªasno±ci (czy jest zwrotna, przeciwzwrotna, symetryczna,przeciwsymetryczna, antysymetryczna, przechodnia).(a) U = {−3,−2, 0, 1, 4, 5, 6}, (n, m) ∈ r wttw m2 − n2 ≡ 0 mod 3.(b) U = {−12,−8,−2,−1, 0, 2, 4, 5, 6}, (n, m) ∈ r wttw n|m (n jest dzielnikiem m).(c) U = {−10,−5,−4,−3, 1, 2, 4, 5}, (n, m) ∈ r wttw |n + m| < |m|.3. Jakie wªasno±ci ma graf relacji okre±lonej w zbiorze o sko«czonej liczbie elementów, je±li relacja tajest:

• zwrotna,
• przeciwzwrotna,
• symetryczna,
• przeciwsymetryczna,
• antysymetryczna,
• spójna,
• przechodnia,
• relacj¡ równowa»no±ci.Podaj odpowiednie przykªady.4. Jakie wªasno±ci ma tabelka relacji okre±lonej w zbiorze o sko«czonej liczbie elementów, je±li relacjata jest:
• zwrotna i symetryczna,
• przeciwzwrotna i antysymetryczna.Podaj odpowiednie przykªady.5. Sprawd¹, które z wªasno±ci: zwrotno±¢, przeciwzwrotno±¢, symeryczno±¢, antysymetryczno±¢, prze-ciwsymetryczno±¢ (asymetryczno±¢), przechodnio±¢, spójno±¢ posiada relacja r ⊆ A × A gdy:(a) A - zbiór miast le»¡cych w Azji, r = {(a, b) : a jest miastem poªo»onym nie ni»ej nad poziomemmorza ni» miasto b},(b) A = {x, y, z}, r = {(x, x), (y, x), (y, z), (z, z), (z, y)},(c) A = 2N, r = {(A, B) : A ⊆ B},(d) A = N, r = {(a, b) : NWD(a, b) = 1}, gdzie NWD oznacza najwi¦kszy wspólny dzielnik.6. Zbadaj wªasno±ci podanej relacji (zwrotno±¢, przeciwzwrotno±¢, symetria, przeciwsymetria, prze-chodnio±¢, antysymetria) : 1 Paweª Rembelski



Matematyka dyskretna � materiaªy ¢wiczeniowe Studia dzienne PJWSTK(a) r jest relacj¡ binarn¡ w zbiorze liczb naturalnych tak¡, »e x r y wttw istnieje ró»na od 1 liczbanaturalna, która jest dzielnikiem zarówno x, jak i y,(b) r jest relacj¡ binarn¡ w zbiorze liczb {1, 2, 3, ..., 9} tak¡, »e x r y wttw x−y jest liczb¡ parzyst¡,(c) r jest relacj¡ binarn¡ w zbiorze liczb naturalnych tak¡, »e x r y wttw liczba jedynek w binarnejreprezentacji liczby x jest mniejsza ni» liczba jedynek w binarnej reprezentacji liczby y.7. Relacja r okre±lona w zbiorze X jest euklidesowska, gdy dla dowolnych x, y, z ∈ X , je±li x r y i
x r z, to równie» y r z. Sprawd¹, która z relacji speªnia ten warunek.(a) r ⊂ 2N × 2N, A r B wttw, gdy A ∩ B = ∅.(b) r ⊂ Z

3 × Z
3, (x1, x2, x3) r (y1, y2, y3) wttw, gdy x2 = y2.8. Niech A = {0, 1, 2, 3, 4, 5} oraz niech r1 i r2 b¦d¡ dwiema relacjami binarnymi w A: r1 = {(x, y) ∈

A × A : y ≡ (x + 4) mod 6}, r2 = {(x, y) ∈ A × A : x jest najmniejsz¡ liczb¡ nieparzyst¡ wi¦kszani» y}. Wyznacz r−1

1 . Narysuj graf relacji zªo»onej r1 ◦ r2. Czy relacja r2 ◦ r1 jest identyczna zrelacj¡ r1 ◦ r2?9. Niech r b¦dzie relacj¡ binarn¡ okre±lon¡ w zbiorze U . Udowodnij, »e:(a) je±li relacja r jest symetryczna, to relacja r−1 te» jest symetryczna,(b) je±li relacje r1 i r2 s¡ antysymetryczne, to relacja r1 ∩ r2 te» jest antysymetryczna,(c) je±li relacje r1 i r2 s¡ zwrotne, to relacja r1 ◦ r2 te» jest zwrotna.10. Niech r, s i u b¦d¡ relacjami binarnymi okre±lonymi w zbiorze U . Zbadaj prawdziwo±¢ podanychzda«:(a) Je»eli r i s s¡ relacjami przechodnimi, to ich przeci¦cie r ∩ s te» jest relacj¡ przechodni¡.(b) Je»eli r ∩ s jest relacj¡ przechodni¡, to obie relacje r i s s¡ przechodnie.(c) Je»eli relacje r i s s¡ symetryczne, to ich suma r ∪ s jest relacj¡ symetryczn¡.(d) Je»eli suma r∪ s relacji jest relacj¡ symetryczn¡, to ka»da z relacji r, s musi by¢ symetryczna.11. Sprawd¹, czy relacja r okre±lona w zbiorze X jest relacj¡ równowa»no±ci. Je±li tak, to wyznacz jejklasy abstrakcji.(a) X - zbiór miast le»¡cych w Europie, r = {(x, y) : x jest miastem poªo»onym w tym samympa«stwie, co miasto y},(b) X - zbiór studentów wszystkich warszawskich uczelni, r = {(x, y) : x studiuje na tej samejuczelni, co y},(c) X = {x, y, z}, r = {(x, x), (y, y), (y, z), (z, y), (z, z)},(d) X = Z, r = {(x, y) : (x − y)(x + y) = 0},(e) X = Z, r = {(x, y) : x − y jest podzielne przez 3},(f) X = N, r = {(x, y) : xy = 2k dla k ∈ Z},(g) X = N, r = {(x, y) : max{x, y} = x},12. Sprawd¹, czy relacja r okre±lona w zbiorze X jest relacj¡ równowa»no±ci. Je±li tak, to wyznacz jejklasy abstrakcji.(a) X = N × N, (x1, y1) r (x2, y2) wttw, gdy x1 + y2 = y1 + x2,(b) X = Z\{0} × Z\{0}, (x1, y1) r (x2, y2) wttw, gdy x1y2 = y1x2.13. Sprawd¹, czy relacja r jest relacj¡ porz¡dku w zbiorze X . Je±li tak wska» elementy wyró»nione.(a) X = Z, x r y wttw, gdy |x| ≤ |y|,(b) X = R, x r y wttw, gdy x5 ≥ y5,(b) X = { 1

k
: k ∈ N\{0}}, x r y wttw, gdy x ≤ y,(c) X = R × R, (x1, y1) r (x2, y2) wttw, gdy x1 ≤ x2,2 Paweª Rembelski



Matematyka dyskretna � materiaªy ¢wiczeniowe Studia dzienne PJWSTK(d) X = N × N, (x1, y1) r (x2, y2) wttw, gdy x1 ≤ x2 lub (x1 = x2 i y1 ≤ y2),(e) X = Z × Z, (x1, y1) r (x2, y2) wttw, gdy x1 + y1 ≤ x2 + y2.14. Rozwa»my zbiór liczb rzeczywistych R z relacj¡ ≤ .(a) Czy (R,≤) jest krat¡?(b) Podaj przykªad niepustego podzbioru zbioru R, który nie ma ograniczenia górnego w R.(c) Znajd¹ sup ({x ∈ R : x < 17}) , sup
(

{x ∈ R : x2 < 17}
)

, sup
(

{x ∈ N : x2 < 17}
).(d) Znajd¹ inf

(

{x ∈ R : x2 < 17}
)

, inf
(

{x ∈ N : x2 < 17}
)

.15. Niech T = {3n : n ∈ N} ∪ {2}. Podaj przykªad relacji cz¦±ciowego porz¡dku i przykªad relacjiliniowego porz¡dku w zbiorze T . Wska», o ile istniej¡, elementy wyró»nione w zbiorze T uporz¡d-kowanym przez podan¡ relacj¦.16. Podaj przykªad relacji liniowego porz¡dku w zbiorze par liczb naturalnych
T = {(3, 10), (4, 9), (5, 8), ..., (9, 4), (10, 3)}.Narysuj diagram Hassego tej relacji. Wska» elementy wyró»nione.17. Niech A = {1 − 1

2n
: n ∈ N} b¦dzie podzbiorem zbioru liczb rzeczywistych R uporz¡dkowanegoprzez relacj¦ nie wi¦kszo±ci ≤. Podaj trzy ró»ne ograniczenia górne zbioru A w R. Wska», o ileistnieje, kres górny zbioru A.18. Podaj, o ile to mo»liwe, przykªad zbioru cz¦±ciowo uporz¡dkowanego w postaci diagramu Hassego,który ma:(a) tylko jeden element maksymalny i nie ma elementu najwi¦kszego,(b) ma tylko dwa elementy minimalne i nie ma elementu najwi¦kszego.19. Niech r b¦dzie relacj¡ binarn¡ okre±lon¡ w zbiorze liczb naturalnych tak¡, »e dla dowolnych x, y ∈ N,

x r y wttw x jest dzielnikiem y . Niech r∗ b¦dzie relacj¡ binarn¡ okre±lon¡ w zbiorze P (N) tak¡, »e
A r∗ B wttw A∪B = B, dla dowolnych A, B nale»¡cych do P (N). Wyznacz kres dolny i kres górnyzbiorów A, B ze wzgl¦du na relacj¦ r oraz kres górny i kres dolny zbiorów {A, B}, P (A) i P (B) wsensie relacji r∗. Wska» elementy wyró»nione w zbiorze A ∪ B uporz¡dkowanym przez relacj¦ r.(a) A = {5, 10, 15, 30}, B = {3, 4, 5, 6, 8, 10},(b) A = {11, 111, 1111, 11111}, B = {44, 444, 4444, 44444, 44444},(c) A = {5i : i ∈ N}, B = {3i : 0 < i < 5},(d) A = {5, 7, 11, 13}, B = {6, 8, 12, 14},(e) A = {2i : i < 15}, B = {3j : 0 < j < 7},(f) A = {2, 4, 8, 16, 32, 64}, B = {5, 35, 10, 30, 25}.20. Niech F b¦dzie zbiorem wszystkich funkcji okre±lonych na odcinku [0, 1] o warto±ciach w R+. De-�niujemy relacj¦ r w zbiorze F tak¡, »e f r g wttw, gdy dla ka»dego x nale»¡cego do dziedzinyzachodzi f(x) ≤ g(x). Udowodnij, »e r jest cz¦±ciowym porz¡dkiem w F . Wska» elementy wyró»-nione.21. Dany jest zbiór cz¦±ciowo uporz¡dkowany (X,≤) oraz niepusty zbiór T . W zbiorze F wszystkichfunkcji z T w X okre±lamy relacj¦ r tak¡, »e f r g wttw, gdy dla wszystkich t ∈ T , f(t) ≤ g(t).(a) Udowodnij, »e r jest relacj¡ cz¦±ciowego porz¡dku.(b) Zbadaj, czy relacja r∗ taka, »e dla dowolnych f, g ze zbioru F , f r∗ g wttw, gdy istnieje t ∈ Ttakie, »e f(t) ≤ g(t) jest relacj¡ cz¦±ciowego porz¡dku w F .22. Niech p(n) b¦dzie liczb¡ ró»nych dzielników pierwszych liczby naturalnej n. W zbiorze N\{0, 1}okre±lamy relacj¦ r tak¡, »e x r y wttw, gdy albo p(x) < p(y) albo p(x) = p(y) i x ≤ y.(a) Udowodnij, »e zbiór N\{0, 1}, r) jest liniowo uporz¡dkowany. Wska» elementy wyró»nione.3 Paweª Rembelski



Matematyka dyskretna � materiaªy ¢wiczeniowe Studia dzienne PJWSTK(b) Zbadaj, czy relacja r jest dobrym porz¡dkiem w zbiorze N\{0, 1}.23. Niech f : A × A → A i dla wszystkich x, y, z ∈ A zachodzi:
f(x, y) = f(y, x), f(x, f(y, z)) = f(f(x, y), z), f(x, x) = xDe�niujemy relacje ≤ tak¡, »e x ≤ y wttw, gdy f(x, y) = x. Udowodnij, »e ≤ jest porz¡dkiemcz¦±ciowym na A. Wyka», »e f(x, y) jest najwi¦kszym kresem dolnym wzgl¦dem porz¡dku ≤.24. Niech f b¦dzie bijekcj¡ odwzorowuj¡c¡ zbiór uporz¡dkowany (X, r) na zbiór uporz¡dkowany (X∗, r∗)tak¡, »e dla dowolnych x, y ze zbioru X , x r y wttw f(x) r∗ f(y). Zbadaj, czy prawdziwe s¡ wªa-sno±ci:(a) W zbiorze X istnieje element minimalny wttw w zbiorze X∗ istnieje element minimalny.(b) W zbiorze X istnieje element maksymalny wttw w zbiorze X∗ istnieje element maksymalny.(c) Dla dowolnego podzbioru A zbioru X , je»eli istnieje kres dolny zbioru A w X , to istnieje kresdolny zbioru f(A) w zbiorze X∗.(d) W zbiorze X istnieje element najwi¦kszy wttw w zbiorze X∗ istnieje element najwi¦kszy.(e) Je»eli X jest zbiorem sko«czonym oraz (X, r) jest zbiorem liniowo uporz¡dkowanym, to (X∗, r∗)jest zbiorem dobrze uporz¡dkowanym.(f) Je»eli zbiór (X∗, r∗) jest liniowo uporz¡dkowany, to zbiór (X, r) jest te» liniowo uporz¡dkowany.25. Sprawd¹, czy zbiór X jest (a) liniowo (b) dobrze uporz¡dkowany przez relacj¦ r, gdy:(a) X = {1, 2, 3, . . . , 10} oraz r = {(x, y) : x ≤ y},(b) X = (1, 10) oraz r = {(x, y) : x ≤ y},(c) X = {1, 2, 3, . . . , 10} oraz r = {(x, y) : x|y},(d) X = P({1, 2, 3, . . . , 10}) oraz r = {(A, B) : A ⊂ B}.26. Dana jest relacja r okre±lona w zbiorze {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}. Narysuj diagramy Hassego zbiorucz¦±ciowo uporz¡dkowanego (A, r). Wska» elementy wyró»nione.

r = {(1, 2), (2, 3), (3, 4), (3, 5), (2, 6), (6, 8), (6, 7)},
r = {(1, 2), (1, 3), (3, 4), (3, 5), (3, 6), (4, 7), (5, 7), (6, 7)}.27. Narysuj diagramy Hassego zbioru cz¦±ciowo uporz¡dkowanego (P(U),⊆), gdzie U = {1, 10, 11}.Wska» elementy wyró»nione. Wyznacz sup (A) i inf (A), gdzie A = {X : X ∈ P({1, 10})}. Czy wzbiorze P(U)\{∅, U} (zbiór zªo»ony z podzbiorów wªa±ciwych zbioru U) istnieje element najmniejszyi najwi¦kszy?28. Niech (A, |) b¦dzie zbiorem uporz¡dkowanym. Wska» elementy wyró»nione, gdy:(a) A = {1, 2, 3, . . . , 10},(b) A = {2, 3, 4 . . . , 100},(c) A = {5x : x ∈ N} ∪ {3, 4, 6, 9},(d) A = N,(e) A = N\{0, 1},(f) A = Z.29. Dany jest zbiór A = {a, b}, gdzie a < b. Wypisz elementy aba, bab, aa, bbb, ab, bbab, abbb zbioru A∗w porz¡dku rosn¡cym w sensie porz¡dku (a) leksykogra�cznego (b) standardowego.30. Niech Σ b¦dzie pewnym alfabetem. Dla w1, w2 ∈ Σ∗ niech w1 r w2 wttw, gdy dªugo±¢(w1) ≤dªugo±¢w2.Czy r jest cz¦±ciowym porz¡dkiem w zbiorze Σ∗? odpowied¹ uzasadnij.31. Udowodnij, »e je±li w zbiorze cz¦±ciowo uporz¡dkowanym jest element najwi¦kszy (najmniejszy), tojest on jedynym elementem maksymalnym (minimalnym).4 Paweª Rembelski



Matematyka dyskretna � materiaªy ¢wiczeniowe Studia dzienne PJWSTK32. Czy dla danego X 6= ∅ mo»na tak okre±li¢ relacj¦ r tak, by byªa ona relacj¡ równowa»no±ci ijednocze±nie zbiór (X, r) byª cz¦±ciowo uporz¡dkowany?33. Czy dla danego X takiego, »e |X | > 1 mo»na tak okre±li¢ relacj¦ r, by byªa ona relacj¡ równowa»-no±ci i jednocze±nie zbiór (X, r) byª liniowo uporz¡dkowany?34. Niech F b¦dzie zbiorem wszystkich odwzorowa« postaci f : N → N. W zbiorze tym okre±lamyrelacj¦ r tak¡, »e {an} r {bn} wttw, gdy ∃k(∀m(m < k ⇒ (am = bm) ∧ bk ≤ ak) ∨ {an} = {bn}).Udowodnij, »e relacja r jest porz¡dkiem liniowym.
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