Matematyka dyskretna Studia PJWSTK

RACHUNEK ZDAN I
METODY DOWODZENIA

1. Ktoére z nastepujacych wyrazen sa zdaniami? Podaj wartosci logiczne tych zdan.

(a) 2 jest liczba pierwsza lub nie jest prawda, ze 3 jest liczba parzysta.
(b) Dlaczego logika jest wazna?

(c)

d) z—y=y-—=
(e) Jezli 3-2 =1, to cos(2006°) > %
(f)

f) Matematyka jest zabawna.

Liczba 4 jest dodatnia, a liczba 3 jest ujemna.

2. Niech p, g, r i s beda nastepujacymi zdaniami:

p = warto$é(X) > 0,
q = wartosé(Y') > 0,

e 1 = wyniki sg wy$wietlane na ekranie,

s = warto$é(X) :=wartosé(X) + 1.

Zapisz kazde z ponizszych zdari za pomoca symboliki logiczne;j.

(a) Jesli nie jest prawda, ze wartosé(X) > 0, to warto$é(X) =wartosé(X) + 1.
(b) Wyniki sa wyswietlane na ekranie wtedy i tylko wtedy, gdy wartosé(X) > 0.
(c) Jesli wartosé(X) > 01 wartosé(Y) > 0, to wyniki sg wySwietlane na ekranie.
3. Okresl wartosé logiczng zdania:
(a) 1 jest liczbg pierwsza wtedy i tylko wtedy, gdy 1 jest liczba niewymierng i 1 jest liczba
nieparzysta.
(b) 5 jest liczba nieparzysta wtedy i tylko wtedy, gdy 2 jest liczba nieparzysta lub 3 jest liczba
parzysta.
) Jesli 2 jest liczba parzysta, to 4 jest liczba nieparzysta lub 5 jest liczba nieparzysta.
) Jesli 2 nie jest liczba naturalna, to In(3,24) > 5 lub log(3,24) > 5.
(e) Jesli sinb > %, to 5 jest liczbg nieparzysta.
(f) Jeslilne > 1, toIn100> 3 ilnl> 1.
4. Wykaz, ze nastepujace wyrazenia sg tautologiami rachunku zdan. Zastosuj dwie metody: ,zeroje-
dynkowsg* i ,nie wprost*.
(a) (p — q) & (—pV q)- okreslenie implikacji za pomoca alternatywy
(b) =(pV q) + (—p A ~q)- prawo de Morgana
© (p—=a A=)« (p—(gAT))
d (pveg) =r)=(p=r)A(g—T))
€ (prg)=r) e (p=r)Vig—r)

5. Sprawdz, czy nastepujace formuly sa tautologiami rachunku zdan. Jesli nie, to podaj dla jakich
wartosci zmiennych p, g, r formuty te sa fatszywe.

(a) p— (=pVa)

(b) (p—q) < (q¢V-p)
(c) p—=q)—(p@—(qVr)
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10.

11.

12.
13.

(d) (p—==gq)V(p—r)) < (qvr)
(e) (p—=(=gVr))— (=p—(gAT))

. Dla kazdej z podanych formut zaproponuj najkrotsza formute jej rownowazna, jaka umiesz znalezé.
Dopuszczalne sa takze formuty true i false. Udowodnij réwnowaznosé.

. Chcemy zbudowaé tabele wartosci logicznych dla formuty zawierajacej n zmiennych. Ile wartos-
ciowan nalezy rozwazy¢?

. Ile mozna zdefiniowaé¢ réznych spojnikow

(a) unarnych,
(b) binarnych,

(c) ternarnych?

. Czy za pomocg spdjnikow -, A mozna wydefiniowaé spojniki
(a) Vv,
(b) —,
(¢) &7
Czy za pomocg spdjnikow -, — mozna wydefiniowaé spojniki
(a) Vv,
(b) A,
(c) &7
Alternatywa wykluczajaca XOR jest zdefiniowana za pomoca matrycy:
pla|p XOR q
010 0
01 1
110 1
1)1 0

Zbuduj matryce logiczne dla zdan:

(a) (p XOR p) XOR p

(b) (p XOR q) <> =(p <> q)
Podaj dowod formalny twierdzenia (p A —r) z (¢ — p) i (g A —r).
Z tautologii (p — (¢ = p))i(p = (¢—71)) = ((p — q) = (p — r)) wyprowadz za pomoca regul
wnioskowania tautologie:

(a) p—p,

b)) (g=r)=((p—=q—(p—71)

14. Udowodnij, ze jezeli zdanie p jest falszywe, to dla kazdego zdania ¢ mamy:

(a) pVaq<q,
(b) pAG < p.
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15. Zaproponuj zdanie ztozone ze zmiennych zdaniowych p, q, r, ktore:

(a)
(b)

jest prawdziwe wttw gdy doktadnie jedna z trzech zmiennych p, q, r jest prawdziwa,

jest prawdziwe wttw gdy dokladnie dwie z trzech zmiennych p, g, r sa prawdziwe.

16. Rozwaz nastepujacy zbiér zdan:

Jesdli sie nie myle, to dzisiaj jest sobota.

Albo dzisiaj to nie wczoraj, albo dzisiaj jest pigtek.
Nie myle sie, jesli jestes tutaj.

Jedli dzisiaj jest piatek, to dzisiaj nie jest sobota.

Jesli dzisiaj jest sobota, to wczoraj byl piatek.

Zapisz powyzsze zdania w postaci formut rachunku zdan. Zbadaj niesprzeczno$é tego zbioru. Za-
ktadajac, ze powyzsze zdania sa prawdziwe, zbadaj czy ponizsze zdania sa prawdziwe? Odpowiedz
starannie uzasadnij.

(a)
(b)
()

Jesli sie nie myle, to jestes tutaj.
Jedli dzisiaj jest piatek, to nie myle sie.
Jesli sie myle, to wezoraj byl piatek.

17. Zapisz ponizsze zdania w postaci formul rachunku zdan i zbadaj, czy tworza one zbior niesprzeczny.

(a)
(b)

()

(d)

Jesli = jest liczba dodatnia, to x jest liczba parzysta. Jesli x nie jest liczba parzysta, to = nie
jest liczba wymierng lub x jest liczba dadatnia. x jest liczba wymierna.

Jesli z nie spelnia warunku W, to x spelnia warunek @ lub z spelnia warunek R. Jesli x
spelia warunek @), to z nie spetnia warunku R lub z nie spelnia warunku W. x nie spelnia
warunku W i x nie spelnia warunku R.

xspelnia warunek W wtedy i tylko wtedy, gdy « jest liczba parzysta i = jest liczba pierwsza.
Jesli = nie jest liczba pierwsza, to x nie jest liczba parzysta. x spelnia warunek W lub z jest
liczba pierwsza.

Jesli x spelnia warunek P, to z spelnia warunek ) i x spelnia warunek S. Jesli z nie nie
spelnia warunku R, to x nie spelnia warunku Q. = spelnia warunek P i x nie spelnia warunku
R.

18. Zbadaj, czy podane rozumowanie jest poprawne. Jesli tak, to wskaz regute, na ktorej jest ono
oparte.

(a)
(b)
()

Jesli f = ©(g), to f = O(g). Wiem, ze f = O(g). Zatem f = O(g).
Jesli f = ©(g), to f = O(g). Nieprawda, ze f = O(g). Zatem nieprawda, ze f = ©(g).

Relacja r jest symetryczna na zbiorze U. Zatem relacja r jest symetryczna na zbiorze U lub
relacja r jest przechodnia na zbiorze U.

Relacja r jest symetryczna na zbiorze U i relacja r jest zwrotna na zbiorze U. Zatem relacja
r jest symetryczna na zbiorze U.

Jesli funkcja f : U — U jest funkcja réznowartosciowa, to jest funkcja na zbiér U. Jesli funkcja
f U — U nie jest funkcja réznowartosciowa, to jest funkcja na zbior U. Zatem f : U — U
jest funkcja na zbior U.

Jesli dana wejsciowa programu P spelnia warunek W, to program P ma obliczenie skoniczone.
Zatem jesli program P nie ma obliczenia skoriczonego, to dana wejéciowa nie spelnia warunku
w.

Jedli dana wejéciowa programu P spelnia warunek W, to program P ma obliczenie skoriczone.
Zatem jedli program P ma obliczenie skoriczone, to dana wejsciowa spelnia warunek W.

7 faktu, ze dana wejSciowa programu P spelnia warunek W i program P nie ma obliczenia
skoriczonego wynika, ze dana wejSciowa programu P nie spetnia warunku W. Zatem jesli dana
wejsciowa spelnia warunek W, to program P ma obliczenie skoriczone.
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(i) Jesli dana wejSciowa programu P speklia warunek W, to program P ma obliczenie skonc-
zone. Zatem jesli dana wejSciowa programu P nie spelnia warunku W, to program P nie ma
obliczenia skoriczonego.

(j) Jesli dana wejsciowa programu P spelnia warunek W, to program P ma obliczenie skoriczone.
Zatem dana wejSciowa programu P nie spelnia warunku W lub program P ma obliczenie
skoriczone.

(k) Jesli dana wejsciowa programu P spelnia warunek W1, to dana wyj$ciowa programu P spelnia
warunek W2. Jesli dana wyjsciowa programu P spelnia warunek W2, to spelnia takze warunek
W3. Zatem dana wejsciowa programu P spelnia warunek W1 lub dana wyj$ciowa programu
P spelnia warunek W3.

19. Znajdz kontrprzyktady na ponizsze stwierdzenia.

(a) Jesli m, n sa niezerowymi liczbami catkowitymi, ktore sa nawzajem podzielne przez siebie, to
m=n.

(b) Dla kazdej liczby naturalnej n prawda jest, ze n? < 2.
20. Udowodnij wprost ponizsze stwierdzenia.

(a) Jezeli a i b sa nieparzystymi liczbami catkowitymi, to a + b jest parzysta liczba catkowita.

(b) Jezeli a jest liczba calkowita taka, ze a—4 jest podzielne przez 5, to a® + 1 jest podzielne przez
5.

21. Udowodnij ponizsze stwierdzenia. Zastosuj metode ,nie wprost®.

(a) Udowodnié¢ nie wprost, ze jezeli n? jest liczba nieparzysta, to n tez jest liczba nieparzysta.

(b) Jesli iloczyn dwoch liczb catkowitych a i b jest liczba parzysta, to a jest liczba parzysta lub b
jest liczba parzysta.

(c¢) Jedli liczba naturalna N nie jest liczba pierwsza, to posiada dzielnik rozny od 1 i nie wigkszy
niz v N.
22. Stosujac metode ,nie wprost* udowodnij, ze

Ztozeniem funkcji roznowarto$ciowych jest funkcja réznowartosciowa.
Jesli relacja r okreslona w zbiorze U jest symetryczna, to relacja r~! tez jest symetryczna.
Jesli r jest symetryczng i przechodnia relacja okreslona w zbiorze U, to r jest relacja zwrotna.

Jesli relacje 71 1 ro okreslone w zbiorze U sa antysymetryczne, to relacja r; N 7o tez jest
antysymetryczna.

(e) Jezeli r i s sa przechodnimi relacjami okreslonymi w zbiorze U, to ich przeciecie r N s tez jest
relacja przechodnis.

(f) Jezeli relacje r i s okreslone w zbiorze U sg symetryczne, to ich suma r U s tez jest relacja
symetrycznag.

(g) Element najmniejszy w zbiorze czesciowo uporzadkowanym jest elementem minimalnym w tym
zbiorze.

(h) Element maksymalny w zbiorze liniowo uporzadkowanym, o ile istnieje, jest elementem na-
jwiekszym w tym zbiorze.
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