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FUNKCJE 

      

x – dziedzina, zbiór argumentów 

y – przeciwdziedzina 

  

Funkcje różnowartościowe – różnym argumentom odpowiadają różne wartości 

 

Przykład: 

Czy funkcja: 

 ( )  
     

    
 

jest różnowartościowa? 

 (  )   (  ) 
 
 
      

 (  )  
     

    
           

     

    
  (  ) 

 

                                    

        

      

 

Odp.: Funkcja jest różnowartościowa. 

 

Funkcja odwrotna (   ): 
 

Wykres   i     są symetryczne względem     

 

   ( ( ))    

 

Funkcja odwrotna istnieje tylko dla funkcji różnowartościowej. 

 

Przykład: 

 ( )  
     

    
 

    *  + 
 

Wyznaczyć  : 

  
    

   
    (   ) 

           

            

 (   )       

  
     

   
                 * + 

 

     *  +    * + 

      * +    *  + 
 

Funkcja liniowa: 

                ( )     
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Funkcja kwadratowa: 

                       

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                  ) 

        √  

 

 ( )  
 

√     
 

                 

       

 ) (  √ )      (  √ )    

  √        √  
lub 

 ) (  √ )      (  √ )    

  √        √  

 

a) jest niemożliwe 

 

  √        √  

  (    √ )  (√    ) 

 

 

Funkcja wykładnicza: 

                         

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Funkcją odwrotną do funkcji wykładniczej jest funkcja logarytmiczna: 

                    

            

          

            
 

 

 

 

 

 

1 

0 

a=1 

a<1 

a>1 𝑒𝑥 

𝑒 ≈     … . 

𝑒   im
𝑛 ∞

   
 

𝑛
 
𝑛

 

e – liczba Eulera 

 

(𝒙  𝒙𝟎)
𝟐  (𝒚  𝒚𝟎)

𝟐  𝒓𝟐 

Równanie do okręgu o środku (𝒙𝟎 𝒚𝟎) i promieniu N: 

𝒂𝟐  𝒃𝟐  (𝒂  𝒃)(𝒂  𝒃) 

𝒂𝒙𝟐  𝒃𝒙  𝒄  𝟎 

 
𝚫  𝒃𝟐  𝟒𝒂𝒄

𝒙𝟏 𝟐  
 𝒃± √𝚫

𝟐𝒂

 

 

 
 𝑏

 𝑎
 
 Δ

4𝑎
  

Współrzędne wierzchołka paraboli: 
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0 

𝒚𝟐  𝟒𝒙 

0 

𝒚  
𝒙𝟐

𝟒
 

𝑥  4𝑦  𝑦  
𝑥 

4
 

Funkcja potęgowa: 

  
 

 
       

   
   

 

     

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Funkcje trygonometryczne:

   i             

{
 i     

 

 
  
 

 
         

    i             
 

 
  
 

 
 
         

 ≈    4…. 
 

                   

{
                  

                     
 

 

                   {
 

 
    }          

{
       

 

 
  
 

 
   

           
 

 
  
 

 
 

 

 

                   *   + 

{
            

               

Zadanie: 

Naszkicować zbiór wszystkich punktów płaszczyzny, których współrzędne spełniają poniższe warunki: 

 

A)                     4  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

0 
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B)          

                      

                                      
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

C)                    

                     

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

D)  

| |         | |  √4             | | {
      
      

 

4       

(   )(   )    

{
     
   

         
     
    

 

lub 

{
     
   

         
     
    

 

   4     

      4 
 

 

 

 

 

x 0 1 2  x 0 1 2 

y 0 2 4  y 1 2 3 

x 0 1 2 

y 3 2 1 

0 
𝒙𝟐  𝒚𝟐  𝟒 

𝒚  𝒙  𝟏 

0 1 2 

2 

1 

3 

4 

𝒚  𝟐𝒙 

0 1 2 

2 

1 

3 

𝒚   𝒙  𝟑 

𝒙𝟐  𝒚𝟐  𝟏 
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Zadanie: 

Wyznaczyć analitycznie i naszkicować na płaszczyźnie dziedzinę funkcji: 

 

a)  (   )               

 (   )      i (   ) 

         

                      

                        

 

 

 

 

b)  (   )   √ 
         |   | 

                     

               

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Zadanie: 

Wyznacz i narysuj dziedzinę funkcji: 

a)  (   )      i (       ) 

b)  (   )      i (      ) 

c)  (   )        (     4) 
 

 

CIĄGI 

                    

        

 ( )     

 

Ciąg arytmetyczny: 

   (  4      … ) 

               . 

            

      (   )    

   
(     )   

 
 

 

 

 

Ciąg geometryczny: 

   (   4√  4   √  … ) 

  
 √ 

 
 

    

  
 
 √ 

 
              

       
    

   
   (    )

   
         | |    

  
  

   

 

 

 

 

 

 

x 0 1 2  x 0 1 2 

y -1 -2 -3  y 1 0 -1 

0 

0 

∃𝑀∀𝑛 𝑎𝑛  𝑀 

Ciąg 𝑎𝑛 jest ograniczony z góry wtedy, gdy: 
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Przykład: 

Czy poniższy ciąg jest ograniczony? 

   √    √    

   (√    √   )  
√    √   

√    √   
 

    (   )

√    √   
 

 

√    √   
 

  
 

√    √   
 

 

√  √4
 

 

Odp.: Ciąg jest ograniczony 

 

 

 

 

 

 

Gdy ciąg jest monotoniczny, to jest to ciąg malejący lub rosnący. 

      4      

  
  

  
 
 ( 4 )

 
  4   

 

Granica ciągu: 

    

 

 

 

 

 

 im
  ∞

     ∀   ∃  ∀      |    |    

 

Zadanie: 

Sprawdź z definicji, że granica ciągu jest równa: 

A)  

 im
  ∞

 

 
   

                             

|
 

  
  |      

 

  
               

 

 
     

             

  
 

   
           

 

 

 

 

𝑛!        … 𝑛 

 !  4!

 !   !
   4 

𝑎𝑛  (𝑛!)𝑛   

𝑎3𝑛  ,( 𝑛!)-3𝑛   

Silnia 

Przykład: 

 

                 ∞           
 

 
    
 

 
 

Symbole nieoznaczone: 

 

𝑔  ε 𝑔  ε 𝑔 

granice 

ciągu 
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Dzielimy licznik i mianownik przez 

najwyższą potęgę mianownika 

B)  

 im  ∞
3  

   
                

|
    
   4

 (  )|    

|
    
   4

  |    

|
        4

   4
|     |

 

   4
|    

 

   4
      (   4) 

      4  

      4  

   
  4 

 
 

       
 

 
            

 

Zadanie: 

Okreś granicę ciągu: 

 

A)  

 im
  ∞

    4 3         

            
           

      
 

 

 im
  ∞

  
 
  

 (  )  
  
  

 (  )  
   
  

 (  )

  
  
  

 (  )  
   
  

 (  )
 
 

 
 

 

B)  

 im
  ∞

           4

        
           

      
 

 

 im
  ∞

      
 
  

 (  )  
  
  

 (  )

  
 
  
 (  )  

 
  

 (  )
    

 

 

C)  

 im
   

 √  
 

  √ 3    

  √  
 

  4√  
 

  
  im

   

  
 
3⁄    

3
 ⁄    

   
 
 ⁄   4 

 
 ⁄   

          
 
3⁄

      
 
3⁄
 

 

 im
   

   
 
 ⁄  

  

 
 
 ⁄
 (  )

   
   

 
 ⁄

 
 
 ⁄
 (  )  

 

 
 
 ⁄
 (  )

    

 

 

𝑛
 𝛼        

 

𝑛𝛼
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D)  

 im
  ∞

         

       
  im

  ∞

 
4   

   

       
     

     

      
 

      
   

 
 
(  ) 

 
 
  

 
 

 im
  ∞

 
4  

 
   

(  )

  
  
   

(  )
 

 

  
 

 

E)   

 im
  ∞

(   4)!  (   )!

  (   )!
  im

  ∞

(   4)  (   )!    (   )!

(   )!     (   )
 

 im
  ∞

(   )!  ,(   4)     -

(   )!     (   )
  im

  ∞

(   4)     

   (   )
  im

  ∞

   4   

     
     3

     3
 

 

 

 im
  ∞

   
 
  

 (  )  
 
  

 (  )

  
 
  
(  )

    

 

F)  

 im
  ∞

√   4    √       im
  ∞

√   4    √      
√   4    √     

√   4    √     
 

 

 im
  ∞

   4         

√   4    √     
  im

  ∞

    

√   4    √     
         

      
 

 

 im
  ∞

  
 
  

 (  )

√  
 
  
(  )  

 
  

 (  )  √  
 
  
(  )

 
 

√  √ 
   

 

 

DO DOMU: 

Określ granicę ciągu: 

a) 

   
 

√     √    
 

 

b) 

   √  (√     √ ) 

 

c) 

   
√  4   √     

  
 


