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FUNKCJE

fix->y
X — dziedzina, zbioér argumentéow
y — przeciwdziedzina

Funkcje réznowartosciowe — r6znym argumentom odpowiadajg rézne wartosci

Przyktad:
Czy funkcja:
2x,— 3
X) =
f(x) P

jest réznowartosciowa?

( )_2x1—3 L 2x—-3 )
fla) = x1+51>< X, +5 =/
2xp%r+ 10x; — 3x, — 45 = 2x%%,— 3x; + 10x, — 15
7x1=7x2
X1 = X2

Odp.: Funkcja jest réznowartosciowa.
Funkcja odwrotna (f1):

Wykres f i f~1 sg symetryczne wzgledem y = x

) =x
Funkcja odwrotna istnieje tylko dla funkcji réznowartosciowe;.

Przyktad:

2x1_3
fe) = x,+5

D:R —{-5}

Wyznaczy¢ x:
_2x—3
YT X F5
yx+5y=2x—-3

yx —2x = =3 — 5y
x(y—2)=3-5y

_ T35y . .
x—yj—f ;. D:R—1{2}

“x(x+5)

f:R—{-5} — R — {2}
f7R—-{2} - R—{-5}

Funkcja liniowa:
y=ax+b ; D(f):x€R
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Funkcja kwadratowa:
y=ax’+bx+c ; x€R

6 pazdziernika 2013

ax’+bx+c=0

A = b% — 4ac
_—btVA
12 =75y

y=x?; x€<O0,+x)
fhy=+x

(%) = ———

4 3x2 -6
D:3x>—6>0 =2
x2—-2>0

lub
b) (x —=v2) <0 A (x+V2) <0
x<V2 A x<—V2

a) jest niemozliwe

x<V2 A x< =2
D: (=00, —V2) U (V2, +)

Funkcja wyktadnicza:
y=a*; a>0; x€R

A a>1

N

a=1

a<l

Wspéirzedne wierzchotka paraboli:

e

(—b —A
2a’ 4a

a’ —b?>=(a—-b)(a+b)

X

e — liczba Eulera

e= 2,71

e = lim

n—-oo

Funkcjg odwrotng do funkcji wyktadniczej jest funkcja logarytmiczna:

y=logsx ; D:x>0
log,bc =a“=0»b

log. x =Inx
logx = logyp x

(1+3)

Réwnanie do okregu o srodku (X, o) i promieniu N:
(x —x0)* + (y —y9)? =17

n

)
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Funkcja potegowa:

1 x=#0
Y =% ' y=#0
xy=1

v

Funkcje trygonometryczne:

— 3 . T[
y =sinx ; ;cTenR y=tanx ; xER—{§+k*n} ckecC
sinx: < —— ,=>—>o<-1,1> S
2°2 S tanx:<—§,§>—>R
arcsinx: < —1,1>—>< —= ,=> —
22 artanx:R =< —= ,=>
~ 3,14 ... 2 2
y=cosx ; x€R y=cotlx 6 xER};{k*Tt}
{ cosx:<0,mr>—><-1,1> { COtJE-fR,n:? N
arccosx:< —1,1>—><0,7 > arccotx: R —< U, 1

Zadanie:
Naszkicowac¢ zbidr wszystkich punktéw ptaszczyzny, ktdrych wspotrzedne spetniajg ponizsze warunki:

2
X
x2<4y=>y>7

A) y? < 4x
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v

A
B) 2x<y<x+1 N
U

y=2x A y<x+1 o3
x [0 J1 2 x 10 11 12
y 0 2 4 y 1 2 3

C) x+y<3 A x*+y*21

y<-x+3 A x*2+y?=>1

x |0 1 2
y |3 |2 1

D)
< — 2 a,a=0
x| <2 A |yl <v4—x2 ; lal{—a,a< 3

4—-x2>0
2-x)2+x)=0

v

{2 x=0 A 2+x=0

x<2 x=>-2 2yt =ak
lub
{2—x<0 2+x<0
AN
x>2 x< -2
y? <4 —x?
x?+y%=4
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Zadanie:
Wyznaczyé¢ analitycznie i naszkicowac¢ na ptaszczyznie dziedzine funkgciji:

a)f(x,y) ; f:R*—>R
f(x,y) = arcsin(x + y)

1<x+y<1 b) f(x,y) = 2V¥* "+ s In|x x y|
—1<x+y A x+y<l1 x2+y2=0 A xxy=#0
y=—-x—1 A y<-x+1 x#0 A y#0

X 0 1 2 X 0 1 2

y 1123 y 11 [0 |1

Zadanie:

Wyznacz i narysuj dziedzine funkciji:
a) f(x,y) = arcsin(—x — 27 + 8)
b) f(x,y) = arcsin(2x — y + 2)
¢) f(x,y) = arccos(2y —x + 4)

CIAGI
a,=2n-1 ; m>0 Ciag geometryczny:
a:N — R b, = (8,—4\/5, 4,242, )
a(n) =a, -2
q= >
Ciag arytmetyczny: a, +1 —\2
a, = (1,4,7,10,...) = ; a; =8
a, 2
Apns1 — Ay =71 = const. a, = a, * q”_l
r=3 a,=1 a, * (1 —q")
a,=a;+(n—1) *r Snzl— ;o gl <1
—q
(a; +ay)*n a
2 1—g

Ciag a,, jest ograniczony z gory wtedy, gdy:
Ayvpa, <M
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Silnia
n'=1%x2*3*..xn
Przyktad:
7! % 4!
512! >04

a, = (Tl!)n+1
as, = [3nD]*"

Przyktad:
Czy ponizszy ciag jest ograniczony?

a,=Vvn+8-+vn+3

Vn+8+vn+3 n+8-(n+3) _ 5

a,=(Vn+8—vn+3)x = =
n=( )\/n+8+\/n+3 Vn+8+vn+3 Vn+8++Vn+3
5 5

0< <
Vn+8+Vn+3  V9+4

Odp.: Ciag jest ograniczony

Symbole nieoznaczone:

o 0
©0—00; 00%0; 0%°; 0 ;— ;-
o 0
Gdy cigg jest monotoniczny, to jest to cigg malejacy lub rosnacy.
a, =n?—49n — 50
—b  —(—49)
=—=———=245
17 2q 2
Granica ciggu: ,
granice
R
7 ~N
R N,
‘/ \.
e ~N
: i i >
g—¢ g gte
lim a, =q & Ves03n, Vnzn, la, —ql < ¢
n—->oo
Zadanie:
Sprawdz z definicji, ze granica ciggu jest rowna:
A)
lim—-=0
n-oon
Nieche >0 ; Szukamyn,
1 1 e=1, ny=1
——0|<e >—<e=>1<¢e*xny >ny=>— =
Ny Ny 0 0= ¢ e:m;nozloo
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1< eng +4¢
eng = 1—4¢

1—4¢
>

dla € =

Zadanie:
Okre$ granice ciggu:

A)

~7n® —4n3 + 23n - 107 R, Dzielimy licznik i mianownik przez
111—{20 215 + 1502 + 231 S najwyzsza potege mianownika

) 7—n—< o>+ 1 C0-27 -0 4
1m =
n—oo ( 0)+231( - 0) ~2

B)
—23n” +3n*—-54 .. .5
im
n-oo  TnS4+2n-—1 S nd

—23n% + 35 (- 0) — 2% (- 0)
lim zn 1n = —0o0
n—-oo

C)
lim 73n? — 2vn3 + 15  lim 70°/3 — 202 + 15 v il
n-0133n% +24Vn2+1 m013n* s + 2407 +1 = n'ls
7—n’le+ - (> 0)
" panh = 1 -
13 + 7 (—>0)+T(—>0)
T 7
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D)

3*23n—2_8 %*Sn—8 o gn
im - = lim 2 "
nooo 8+l 4+ 16 n-o8*x8"+16 .+ 8"
23n_2:2—3n:(23)n:8—n

4 4 4

3 8

z—ge >0 3
n—-oo

E)

n*+)!'+(-1)! @+ -Dlxn+(n-1)!
n—oo nx(n+1)! ~ nbe m—1D'*n?2x(n-1)
. énél%*[(n“+4)*n+1]_l_ (n4‘+4)*n+1_1_ nS+4n+1 .. ;3
oo m—Blsxn?2x(n—-1) = e n?x(n+1) Tabe md+n? s+ o

n? 4+ 25 (- 0) + 5 (- 0)
. n n
lim 1 = +o0
e 1+ (>0

F)

VnZ +4n+1++vVn2 +2n
VnZ +4n+1++Vn? +2n

lim yn2+4n+1—+yn2+2n= limVn2 +4n+ 1 —+n2 + 2n
n—oo

n—-oo

. n?*+4n+1-n?+2n _ 2n+1 R
lim = lim L,
nooyn2 +4n+1+Vn2+2n oV +4n+1+Vn2+2n SN
1

= —1
i \/1+%(—>0)+%(—>0)+\/1+%(—>0) VI+41

DO DOMU:
Okresl granice ciggu:
a)

3
a, =

Vn2 —n—vVn?2+n

b)

ap, =Vnx(Vn+1 —+n)

c)

_V1+4n2 —V1+9n?
B 2n

an
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