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Analiza Matematyczna 1


	                          WYKŁAD – 5

	· własności funkcji różniczkowalnych

(tw. Rolle’a, Lagrange’a, Cauchy, de l’Hospitala, Taylora,MacLaurina)

	· pochodne wyższych rzędów


	Twierdzenie (Rolle’a)

	Jeżeli funkcja f jest: 

· ciągła na przedziale 
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· różniczkowalna na przedziale (a,b) 
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Interpretacja geometryczna twierdzenia.

 Y




f’(c)=0









y=f(x)



a






   b

 0





c




X
Uwaga: 

Twierdzenie Rolle’a zapewnia istnienie w przedziale (a,b) jednego punktu c, w którym pochodna 
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, co nie wyklucza, że punktów takich 
może być więcej, a nawet nieskończenie wiele, 
jak to jest na przykład w przypadku funkcji stałej.

Z twierdzenia Rolle’a korzystamy często gdy:


[image: image6.wmf](

)

(

)

0

=

=

b

f

a

f

.

Przykład

Zastosowanie twierdzenia Rolle’a dla funkcji 
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· funkcja ciągła i różniczkowalna
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Istnieje więc taki punkt 
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Przykład

Zastosowanie twierdzenia Rolle’a do funkcji 
[image: image13.wmf]x

x

f

cos

)

(

=

 w przedziale [(, 5(]

· funkcja ciągła i różniczkowalna
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Przykład

Zastosowanie twierdzenia Rolle’a do funkcji
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· funkcja ciągła na przedziale [-1,1]

· różniczkowalna w przedziale (-1,1)

· 
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Pochodna:        
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Istnieje c, takie że 
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Przykład

Czy można zastosować twierdzenie Rolle’a do funkcji 
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· f(x) jest ciągła w przedziale 
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Nie można zastosować twierdzenia Rolle’a, gdyż funkcja nie jest różniczkowalna we wszystkich punktach przedziału (a,b).

Przykład

Stosując twierdzenie Rolle’a określić ilość rzeczywistych pierwiastków równania
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Wielomian jest stopnia nieparzystego, a zatem istnieje co najmniej jeden pierwiastek rzeczywisty r:
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Ale czy istnieje jeszcze jeden pierwiastek s?

Jeśli tak, to f(r)=0 oraz f(s)=0  i na mocy twierdzenia Rolle’a, istnieje punkt  
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a zatem równanie nie ma pierwiastków rzeczywistych
Stąd  
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Wielomian posiada tylko jeden pierwiastek rzeczywisty

	Twierdzenie (o przyrostach, Lagrange’a)

	Jeżeli funkcja f jest:

· ciągła na przedziale domkniętym  [a,b] 

· ma pierwszą pochodną wewnątrz (a,b)  

    to istnieje taki punkt  
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Niech :
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 przyrost funkcji f 
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Stąd nazwa twierdzenie o przyrostach
Interpretacja geometryczna  twierdzenia
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Prosta przechodząca przez punkty: 
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i współczynnik kierunkowy 
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Twierdzenie Lagrange’a mówi, że istnieje punkt 
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jest równoległa do siecznej przechodzącej przez punkty 
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Przykład

Zastosowanie twierdzenia Lagrange’a do funkcji 
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 dla  a=1 i b=3.
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Na mocy twierdzenia istnieje wartość c pomiędzy a=1 i b=3, taka, że 
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Obliczmy wartość c: 
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Przykład 

(fizyczna interpretacja twierdzenia o przyrostach)

Samochód porusza się wzdłuż osi OX, jego współrzędna w czasie t jest równa f(t).

Np.: w czasie a    
-
 współrzędna jest f(a)


 w czasie b>a
-
współrzędna jest f(b)
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Twierdzenie  Lagrange’a w tej interpretacji mówi ze średnia prędkość samochodu w przedziale czasu jest równa chwilowej prędkości samochodu w pewnym momencie czasu w tym przedziale.

Jeżeli 
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to funkcja f jest na tym przedziale stała. 

	Wnioski

	Jeżeli 
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to funkcja f jest na tym przedziale stała. 

	Jeżeli 
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to funkcja f jest na tym przedziale rosnąca

	Jeżeli 
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to funkcja f jest na tym przedziale malejąca


Dowód (a)
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Funkcja f jest różniczkowalna na przedziale 
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, a tym samym jest ciągła, więc z twierdzenia o przyrostach:
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Ponieważ 
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Stąd 
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, czyli funkcja f jest na tym przedziale stała.

Dowód  w przypadku:  
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Uwaga: 
Warunek: 
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jest wystarczający do tego, aby funkcja f  była rosnąca (lub odpowiednio malejąca) na [image: image83.wmf](
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Warunek ten nie jest jednak konieczny!
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Funkcji 
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Przykład

Udowodnić, że funkcja
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dla każdego x  a zatem funkcja f(x) jest stała.

Określamy wartość funkcji f(x) dla x=0
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Stąd
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Wniosek

Jeżeli funkcja f jest rosnąca (lub malejąca) na przedziale (a,b) w którym jest różniczkowalna, 
to 
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Dowód

Jeżeli funkcja f  jest np. rosnąca, to iloraz różnicowy jest dodatni, a więc pochodna (istniejąca z założenia) jest nieujemna.
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	Twierdzenie (Cauchy)

	Jeśli:
 • funkcje f, g:[a, b] ( [c, d] są ciągłe na  [a, b] 
 • pochodne f'(x), g'(x) (  0 istnieją dla x ( (a, b)
to istnieje c ( (a, b) o własności:
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Dowód
Stosujemy tw. Rolle'a do funkcji:
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h(a)=h(b)=0,

 h – ciągła na [a,b] i różniczkowalna (a,b)

zatem  dla każdego 
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· Reguła de l’Hospitala

Chcemy obliczyć:  
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	Twierdzenie (de l'Hospital)

	Załóżmy, że zachodzi jedna z sytuacji:
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Jeśli istnieje 
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	Regułę tę możemy stosować łańcuchowo w kilku krokach aż uzyskamy wyrażenie oznaczone.




Dowód
Z tw. Cauchy’ego  dla  f(x0) = 0 = g(x0) i c ( (x0, x): 
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Przykład
Obliczyć:           
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Wyrażenie x / ex jest nieoznaczone dla 
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Z reguły de l'Hospitala:      
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· POCHODNE WYŻSZYCH RZĘDÓW

Prędkość – szybkość zmian przebytej drogi

Przyspieszenie – szybkość zmian prędkości
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Pochodna pochodnej funkcji f(x) nazywa się 

drugą pochodną funkcji f(x)

Oznaczenia:
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Przykład:          
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Pochodna drugiej pochodnej funkcji f(x) nazywa się trzecią pochodną funkcji f(x)

Definicja
Definicja indukcyjna  pochodnej rzędu n funkcji f, oznaczonej przez f(n):

                                (0)   f (0) = f
(1)  f (1) = f '
(2)  f (n+1) = (f (n))'
Będziemy pisali f'' zamiast 
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Przykład
f(x)=sinx, f’(x)=cosx, f’’(x)=-sinx, f’’’(x)=-cosx
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Obliczyć n-tą pochodną funkcji 
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Wszystkie pochodne funkcji f(x) rzędu większego od 3 są równe 0.

Wniosek

Dla każdego wielomianu f(x) stopnia najwyżej  3, 
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Obliczyć n-tą pochodną funkcji   
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Stąd:   
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Zastosowanie pochodnych wyższego rzędu:

· Druga pochodna funkcji
-
fizyka

· Pochodne wyższych rzędów
-
określanie błędu aproksymacji np. funkcji przez wielomian

Przykład

Stosując pochodne wyższych rzędów udowodnić, że
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Obliczamy kolejne pochodne obu stron równania:
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Dla x=0 otrzymujemy odpowiednio z równań 


[image: image150.wmf]1

!

4

2

3

4

,

!

3

2

3

4

,

!

2

3

4

,

4

,

1

4

3

2

1

0

=

×

×

=

×

×

=

×

=

=

=

a

a

a

a

a


	Twierdzenie  Taylora 

	Rozwinięcie funkcji f(x) w sumę Taylora  (suma skończona):

Jeżeli funkcja f(x) jest (n+1) razy różniczkowalna w otoczeniu 
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Twierdzenie Taylora dla 
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	Rozwinięcie Taylora można wyrazic inaczej:
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Wartość funkcji da się przedstawić  jako:

 suma wartości wielomianu stopnia n oraz reszty 

 Inaczej mówiąc:
 wartość dokładna = wartość przybliżona + błąd przybliżenia 
wartość przybliżona   f(x) ≈   
[image: image155.wmf])
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błąd przybliżenia = 
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	Rozwinięcie funkcji f(x) w szereg Taylora (suma nieskończona):

Jeżeli: 

·  
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Ponieważ  
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	Założenia ostatniego twierdzenia są w szczególności spełnione jeżeli wszystkie pochodne funkcji f(x) są wspólnie ograniczone tzn.:
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Szeregi MacLaurina niektórych funkcji elementarnych.
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Dla uzyskania rowinięcia Taylora funkcji f(x) przy 

pomocy wielomianu stopnia n może być pomocna poniższa tabela:
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Każdy składnik rozwinięcia Taylora uzyskujemy z każdego wiersza z trzech ostatnich kolumn tabeli:
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Przykład

Rozważmy rozwinięcie funkcji 
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przy pomocy wielomianu MacLaurina stopnia 2 i spróbujmy oszacować błąd tego przybliżenia.
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Zatem rozwinięcie MacLaurina wygląda następująco:
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a więc wartość przybliżona i błąd przybliżenia:
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ZADANIA:

	1
	Znajdź rozwiniecie Taylora dla wielomianu
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	Wielomian 
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	3
	Znajdź wielomian MacLaurina stopnia 3  dla funkcji  
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Znajdź przybliżenie liczby e tym wielomianem i oszacuj błąd tego przyblizenia.

	4
	Znajdź stopień wielomianu Taylora,który przybliża liczbę e z błędem < 0.00001




	PRZYBLIŻONE ROZWIĄZYWANIE RÓWNAŃ   f(x)=0


Założenie:

Dla funkcji f(x) istnieje przedział [a, b] taki że:

·    f(a) < 0 < f(b)

· f'(x) > 0 dla x ([a, b]  tzn.  f(x) rosnąca na [a,b]
Z własności funkcji ciągłych wnosimy, że:

istnieje c ( (a, b) taka, że f(c) = 0.

Szukamy przybliżenia liczby c.

· Metoda stycznych Newtona
Krok 1. 

Napiszemy wielomian Taylora stopnia 1 dla f:
 0 = f(c) = f(b) + f'(b)(c - b)+ 
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1

f''(t)(c - b)2                 
gdzie t ( (c, b). Mamy więc:  

0 (  f(b) + f'(b)(c - b)   tj. c ( b
[image: image216.wmf](

)

(

)

b

f

b

f

'

-

.

x1 = b 
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  jest pierwszym przybliżeniem c.

Geometryczna interpretacja przybliżenia x1 

                                                                   

         y

       f(b)
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Równanie stycznej do wykresu funkcji f(x) w punkcie (b, f(b)) ma postać:     y - f(b) = f'(b)(x - c)
Prosta styczna przecina oś x w punkcie (x1, 0), 

dla którego:    x1 = b 
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x1 jest x – ową współrzędną punktu przecięcia prostej stycznej do wykresu f(x) w punkcie (b, f(b)) z osią x. 

Krok 2. Przyjmijmy      x2 = x1 
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x2 jest x – ową współrzędną punktu przecięcia prostej stycznej do wykresu f(x) w punkcie (x1, f(x1)) z osią x. 

Krok n. Jeśli określiliśmy x1, x2, ..., xn-1, to:

xn = xn-1
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Podaliśmy więc definicję indukcyjną ciągu (xn).

Dla analizy tego ciągu, 

przyjmiemy, że  f ''(t) >0 dla t ( (a, b),

w przeciwnym przypadku analiza jest analogiczna.

Mamy:

(a)   x1 < b ponieważ: x1= b 
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(b)   x1 > c ponieważ: 

c - x1= c - b + 
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 EMBED Equation.3  [image: image229.wmf]2
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Zatem:   c < x1 < b
Podobnie dowodzimy, że 

c < xn+1 < xn < b dla n=1, 2, ... .

Ciąg (xn) jest malejący i ograniczony
( 
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q = lim xn. 

Granica q spełnia warunek:

q = 
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zatem   f(q) = 0   tj.   q = c 
[image: image237.wmf](

)

n

x

Þ
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Błąd oszacowania (c - xn ) wartości c przez kolejne 

wyrazy ciągu (xn). 

Ponieważ:   
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Więc: c - xn+1 =
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    dla  n=1,2,... 

Niech:     m = inf { f '(t): t([a, b] },

               M = sup { f ''(t): t([a, b] } 
wtedy:    |xn+1 - c| ( 
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zatem każde następne przybliżenie daje c z dokładnością 

o rząd wyższą od poprzedniego przybliżenia.  

Powyższe  sformułowania można bardziej uszczegółowić.

Jeżeli funkcja f(x)  i przedział  [a,b] są takie że :

· f(a)f(b) < 0

· f '(x) ma stały znak na [a,b]

· f ''(x) ma stały znak na [a,b]

to wówczas:

· równanie f(x) = 0 ma jeden pierwiastek c([a,b]
· dla każdego punktu x0([a,b] : f(x0)f ''(x0)>0
wszystkie wyrazy ciągu 
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należą do przedziału [a,b]

· ciąg ten jest zbieżny do liczby c([a,b]
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Oszacowania błędu  można dokonać dwojako:
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Przykład  

Dla f(x) = x2 - 2 na przedziale [0, 2]. 

Kolejne kroki algorytmu dają:

x1 =2-
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x2 = 
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1,417,  

x3 =1,4142... etc.

Ocenimy błąd kolejnych aproksymacji

Ponieważ: m = 2, M = 2, więc:

x2 - c ( 1/2 ( (0,1)2 = 0,005,

x3 - c ( 1/2 ( (0.005)2 = 0,0000125

Zatem: 1,4141875 ( c

	ILOŚĆ PIERWIASTKÓW WIELOMIANU  (tw. Fouriera)


	Jeżeli:

	· f(x) jest wielomianem stopnia n w przedziale (a,b)

· f(a)f(b) ≠0

	To wówczas:

	Liczba zer wielomianu w przedziale (a,b) 

wynosi: M(a)-M(b)-k·2  k=0,1,2...

	Gdzie:

	M(x) jest liczbą zmian znaku w ciągu pochodnych: 

f(x), f ’(x), f ”(x),..., f(n)(x)


Przykład: podać ilość pierwiastków wielomianu w R:
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Dla przejrzystości metody tworzymy tabelę znaków pochodnych :

	x
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	3
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	f(x)
	-
	+
	-
	-
	+

	f ’(x)
	+
	-
	-
	+
	+

	f ”(x)
	-
	-
	+
	+
	+

	f ”’(x)
	+
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	+

	
	
	
	
	
	

	M(x)
	3
	2
	1
	1
	0


W przedziale (
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,0) mamy 1 pierwiastek (3-2-k·2)
W przedziale (0,1)  mamy 1 pierwiastek (2-1-k·2)

W przedziale (1,3) mamy 0 pierwiastków (1-1-k∙2)

W przedziale (3, 
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) mamy 1 pierwiastek (1-0-k·2)
Zatem w przedziale (
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