ANALIZA ZALEŻNOŚCI DWÓCH ZMIENNYCH.

REGRESJA LINIOWA. 

I.  Współczynnik korelacji próbkowej
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Przykład. Wyniki kolokwium i egzaminu końcowego

Definicja. Niech  
[image: image3.wmf])

,

(

),...,

,

(

),

,

(

2

2

1

1

n

n

Y

X

Y

X

Y

X

 będzie próbą losową. Współczynnikiem korelacji z próby losowej nazywamy zmienną losową


[image: image4.wmf]å

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

-

=

=

n

i

Y

i

X

i

S

Y

Y

S

X

X

n

R

1

1

1

,

gdzie 
[image: image5.wmf]X

 i 
[image: image6.wmf]X

S

 oznaczają średnią i odchylenie standardowe dla  
[image: image7.wmf]n

X

X

X

,...,

,

2

1

,  a 
[image: image8.wmf]Y

 i 
[image: image9.wmf]Y

S

 oznaczają średnią i odchylenie standardowe dla  
[image: image10.wmf]n

Y

Y

Y

,...,

,

2

1

. 

( np. 
[image: image11.wmf]å

=

=

n

i

i

Y

n

Y

1

1

,  
[image: image12.wmf]å

-

-

=

=

n

i

i

Y

Y

Y

n

S

1

2

2

)

(

1

1

, 
[image: image13.wmf]2

Y

Y

S

S

=

 )
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Własności współczynnika korelacji próbkowej :
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Miarą dopasowania prostej do próbki (punktów wykresu rozproszenia ) jest 

suma kwadratów błędów ( rezyduów ): 
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Rozwiązując ten układ 2 równań liniowych otrzymujemy: 


[image: image35.wmf]=

å

-

å

-

=

=

=

n

i

i

n

i

i

i

x

x

y

y

x

b

1

2

1

1

)

(

)

(

    
[image: image36.wmf]å

-

å

-

-

=

=

n

i

i

n

i

i

i

x

x

y

y

x

x

1

2

1

)

(

)

)(

(

 =

                   =       
[image: image37.wmf]å

-

å

-

=

=

n

i

i

n

i

i

i

x

x

y

x

x

1

2

1

)

(

)

(

,                  (1)


[image: image38.wmf]å

å

-

=

=

=

n

i

n

i

i

i

x

b

y

n

b

1

1

1

0

)

(

1

 = 
[image: image39.wmf]x

b

y

1

-

,                        (2)

gdzie  
[image: image40.wmf]å

=

=

n

i

i

x

n

x

1

1

,  
[image: image41.wmf]å

=

=

n

i

i

y

n

y

1

1

. 

Wartość 
[image: image42.wmf]x

b

b

y

1

0

+

=

 nazywamy wartością przewidywaną zmiennej objaśnianej (zależnej) przy pomocy prostej regresji na podstawie zmiennej objaśniającej ( niezależnej ) x.
Określimy współczynnik determinacji.

Ocena „dobroci” dopasowania prostej regresji ? 
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Współczynnik determinacji jest miarą stopnia dopasowania prostej regresji do wykresu rozproszenia 
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z wartością współczynnika korelacji próbkowej. 
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Przykład.  Zanotowano miesięczne wydatki na reklamę ( w 10000 złotych ) pewnego artykułu oraz miesięczne dochody ze sprzedaży artykułu ( w 100000 zł ) : 
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Dopasowana prosta regresji:   y = b0 + b1x 
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Przewidywany dochód ze sprzedaży przy wydatku na reklamę x = 10 (x 10000 zł ) wynosi 
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Zmienność dochodu w prawie 74% wyjaśniona przez zmienność wydatków ma reklamę. 

Zmienność wydatków na reklamę w 74% określa zmienność dochodu.  

Założenie:  model liniowy zależności dochodu od wydatków na reklamę
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[image: image306.wmf]Plot of Fitted Model
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[image: image307.wmf]Regression Analysis - Linear model: Y = b0 + b1*X

-----------------------------------------------------------------------------

Dependent variable: dochod

Independent variable: reklama

-----------------------------------------------------------------------------

                               Standard          T

Parameter       Estimate         Error       Statistic        P-Value

-----------------------------------------------------------------------------

Intercept           0,85        2,19224       0,387732         0,7241

Slope               0,89       0,306974        2,89926         0,0625

-----------------------------------------------------------------------------
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Wniosek. Przedział ufności na poziomie ufności 
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Przykład.  Prosta regresji dla miesięcznego  dochodu ze sprzedaży artykułu w zależności od miesięcznego wydatku na reklamę:

                y  = 0,85 + 0,89x 

Stąd prognozowany dochód przy wydatku na reklamę  x0 = 10 ( x 10000 zł.) oraz jednocześnie estymowana ( przewidywana ) wartość średnia dochodu na podstawie miesięcznych wydatków na reklamę x0 = 10 ( x 10000 zł.) 
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[image: image308.wmf]                           Analysis of Variance

-----------------------------------------------------------------------------

Source             Sum of Squares     Df  Mean Square    F-Ratio      P-Value

-----------------------------------------------------------------------------

Model       SSR             7,921      1        7,921       8,41       0,0625

Residual    SSE             2,827      3     0,942333

-----------------------------------------------------------------------------

Total       SST            10,748      4



Correlation Coefficient = r = 0,858472

R-squared = 73,6974 percent

R-squared (adjusted for d.f.) = 64,9299 percent

Standard Error of Est. = 0,970739
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Analiza wartości resztowych ( rezyduów )

Poprawność testów dotyczących parametrów modelu oraz prognozy przyszłych zmiennych zależy istotnie od poprawności  przyjętego modelu liniowego: 
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[image: image276.wmf]                         (8)

Wartość resztowa (rezyduum):  
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  jest przybliżeniem błędu 
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Jeśli model (8) jest poprawny, błędy mają rozkład normalny, to rezyduua zachowują się w przybliżeniu tak jak ciąg niezależnych zmiennych losowych o rozkładzie normalnym. W szczególności, wykres rezyduów względem numeru porządkowego powinien przedstawiać „chmurę” punktów skupioną wokół osi Ox, bez wyraźnej struktury czy tendencji. 

Stwierdzenie.  Wariancja rezyduum ma postać: 
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Błąd standardowy rezyduum definiujemy 
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Oraz studentyzowane rezyduum  
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Przy małej liczbie obserwacji i dużym rozproszeniu zmiennej objaśniającej błędy 
[image: image283.wmf]i
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Badanie odstępstw od modelu: 

(a) Załóżmy, że model liniowy jest prawdziwy

 ( zachodzi związek (8) ), ale rozkład błędów różni się znacznie od normalnego rozkładu. Wówczas odkryjemy to analizując histogram oraz wykres kwantylowy rezyduów bądź studentyzowanych rezyduów. W przypadku rozkładu normalnego punkty wykresu kwantylowego będą skupiały się wokół pewnej prostej. 

(b) Załóżmy, że model nie jest prawdziwy. Zachodzi związek 
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 ale funkcja regresji 
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. Odstępstwo tego typu często udaje się odczytać z wykresu rezyduów.  Rys. (a)-(b) sporządzone są dla obserwacji modelu  
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, gdzie regresja jest liniowa, ale błędy nie są niezależne, kolejne 
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(c) Prawdziwy model zależności jest sprowadzalny do     modelu liniowego,  np.  zależność   
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, i = 1, ... , n,   sprowadzamy do modelu liniowego wprowadzając nowe zmienne objaśniające: 
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(d) Funkcja regresji jest liniowa ( równość (8) spełniona), ale wariancja błędów nie jest stała: Var(
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. Wówczas modyfikujemy kryterium najmniejszych kwadratów – zamiast minimalizacji sumy kwadratów błędów 
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Waga 
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 powinna być tym mniejsza im większa jest wariancja błędu 
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Często 
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 = wartość przewidywana dla i-tej obserwacji w modelu regresji z tą samą zmienną objaśniającą, gdy za wartości zmiennej objaśnianej przyjmuje się wartości 

rezyduów. 

(e) Model jest nieadekwatny ze względu na występowanie innych lub większej ilości zmiennych objaśniających. 
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[image: image311.wmf]Predicted Values

------------------------------------------------------------------------------

                                       90,00%                    90,00%

                 Predicted        Prediction Limits         Confidence Limits

            X            Y        Lower        Upper        Lower        Upper

------------------------------------------------------------------------------

          4,0         4,41      1,09942      7,72058      2,01398      6,80602

          5,0          5,3      2,41029      8,18971      3,53042      7,06958

          5,5        5,745       3,0179       8,4721      4,25568      7,23432

          6,0         6,19      3,58525      8,79475      4,93872      7,44128

          7,0         7,08      4,57744      9,58256      6,05833      8,10167

          7,5        7,525       4,9965      10,0535      6,44136      8,60864

          8,0         7,97      5,36525      10,5747      6,71872      9,22128

          9,0         8,86      5,97029      11,7497      7,09042      10,6296

         10,0         9,75      6,43942      13,0606      7,35398       12,146

         12,0        11,53      7,13564      15,9244      7,77616      15,2838

------------------------------------------------------------------------------



[image: image312.wmf]Plot of Fitted Model
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[image: image313.wmf]Regression Analysis - Linear model: Y = b0 + b1*X

-----------------------------------------------------------------------------

Dependent variable: dochod

Independent variable: reklama

-----------------------------------------------------------------------------

                               Standard          T

Parameter       Estimate         Error       Statistic        P-Value

-----------------------------------------------------------------------------

Intercept           0,85        2,19224       0,387732         0,7241

Slope               0,89       0,306974        2,89926         0,0625

-----------------------------------------------------------------------------

[image: image314.wmf]                           Analysis of Variance

-----------------------------------------------------------------------------

Source             Sum of Squares     Df  Mean Square    F-Ratio      P-Value

-----------------------------------------------------------------------------

Model       SSR             7,921      1        7,921       8,41       0,0625

Residual    SSE             2,827      3     0,942333

-----------------------------------------------------------------------------

Total       SST            10,748      4



Correlation Coefficient = r = 0,858472

R-squared = 73,6974 percent

R-squared (adjusted for d.f.) = 64,9299 percent

Standard Error of Est. = 0,970739

[image: image315.wmf]Predicted Values

------------------------------------------------------------------------------

                                       90,00%                    90,00%

                 Predicted        Prediction Limits         Confidence Limits

            X            Y        Lower        Upper        Lower        Upper

------------------------------------------------------------------------------

          4,0         4,41      1,09942      7,72058      2,01398      6,80602

          5,0          5,3      2,41029      8,18971      3,53042      7,06958

          5,5        5,745       3,0179       8,4721      4,25568      7,23432

          6,0         6,19      3,58525      8,79475      4,93872      7,44128

          7,0         7,08      4,57744      9,58256      6,05833      8,10167

          7,5        7,525       4,9965      10,0535      6,44136      8,60864

          8,0         7,97      5,36525      10,5747      6,71872      9,22128

          9,0         8,86      5,97029      11,7497      7,09042      10,6296

         10,0         9,75      6,43942      13,0606      7,35398       12,146

         12,0        11,53      7,13564      15,9244      7,77616      15,2838

------------------------------------------------------------------------------



[image: image316.wmf]Plot of Fitted Model
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