Estymacja parametréow
rozkladu cechy

Estymujemy parametr 6 rozkladu cechy X
Proéba: Xl, XQ, P Xn

Estymator (punktowy) jest funkcja préby
0=0(X1,Xo,....X,)

przyblizajaca wartos¢ parametru 6

Przedzial ufnosci (estymator przedzialowy)
jest przedziatem o koncach zaleznych od préby, ktory
z pewnym z goéry zadanym prawdopodobienstwem
pokrywa nieznang wartos¢ parametru 6

P{Oc(0(X1,....X,), 0(X1,.... X)) =1—«

Poziom ufnosci: prawdopodobienstwo 1 — «

Co wplywa na dlugos¢ d przedziatu ufnosci?
1. Licznos¢ préby (n /= d \\)

2. Poziom ufnosci (1 — o /"= d /)

3. Wariancja cechy (02 \,=—= d \))
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Rozklad normalny
Estymacja parametréow

Proba (prosta): Xq, Xo, ..., X,

Estymator Sredniej 1 — Srednia arytmetyczna

_ 1 X+ -+ X,
X=-)) X;=
2 .

S

2

Estymator wariancji 0 — wariancja probkowa

$2= L S(X, - X)’

n—1 4
1=1

Suma kwadratéw odchylen od Sredniej
varX =Y (X; - X)? =) X} —nX?
i=1 i=1

Estymator odchylenia standardowego o

S =v5?

WZ_WSEI_Statystyka 37



Szereg rozdzielczy (dane skumulowane)

Przedziat klasowy Liczebnosc

Lo — L1 ni
r1 — X2 (D)
Lk—1 — Tk N
n

Srednia z préby (&; = (z,_1 + 2;)/2)

k

1=1

Suma kwadratéw odchylen od Sredniej

k
varX = Z(CBZ — X)an
=1
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Licznos$é préoby
Jezeli Xq,...,X,, sg niezaleznymi zmiennymi loso-
wymi takimi, ze X; ~ N(u,0%), i=1,...,n, to

oooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

Przyktad. )
Jakie jest prawdopodobienstwo, ze srednia X ,trafi”
blizej p niz 0.107

P{IX —pu|<01c} =P{X € (n—0.10,u+0.10)}
(b+0.10) —pY (u—=0.10) —p\
F( NG ) F( G )‘
F(0.1y/n) — F(=0.1v/n) = 2F(0.1y/n) — 1

n 1 D 10 50

P 0.07966 0.17694 0.24817 0.52050
n 100 500 1000 1500
P 0.68269 0.97465 0.99843 0.99989
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Przedzial ufnosci dla sredniej

Wariancja o jest nieznana

Poziom ufnosci: 1 — «

t(a;m —1): warto$é krytyczna rozkladu ¢ (Studenta)
z v stopniami swobody

Dhugosé przedziatu: d = 2t(a;n — 1)

Przedzialy jednostronne

(=00, X +t(2a5n — 1)i)

(X —tRa;n—1)—, o0)

Bk
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Przyktad.

Na podstawie préby 1.1, 1.2, 0.8, 0.9, 1.2, 1.3, 1.0,
0.7, 0.8, 1.0 oszacowa¢ wartos¢ srednia rozktadu ob-
serwowane]j cechy.

11412+ - +1.0
P — 1.0
v 10

varX = (1.1 — 1.0)* +--- + (1.0 — 1.0)* = 0.36

0.36
2 /
p— — . 4 — 2: 2
S 01 0.04, S S 0

Poziom ufnosci 1 — a = 0.95, czyli a = 0.05.

£(0.05;9) = 2.2622

S 0.2
t(0.05; 9)— = 2.2622—— =0.14
\/ﬁ v/ 10

(1-0.14,1+ 0.14) = (0.86, 1.14)

Whniosek. Srednia warto$é cechy jest jakas liczba
z przedziatu (0.86,1.14). Zaufanie do tego wniosku
wynosi 95%.
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Przyktad.

Oszacowaé przecietng ilosé¢ punktoéw uzyskiwanych
na klaséwece.

n=2300 » x;=176.566 » =z} =107.845302

Populacja:
Stuchacze podstawowego kursu statystyki

Cecha X:
ilos¢ punktéw zdobytych na klasowce

Zalozenie:
cecha X ma rozktad normalny N (u,o?)

Zadanie: oszacowac parametr [

Technika statystyczna:
przedziat ufnosci dla Srednie;j
poziom ufnosci 1 — a = 0.95
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Obliczenia

1 176.566
r = — = = 0.589
F= 3

300
X=Y a2 (Yu)
arX = €Ty — — €T;
V. i n
176.5662
— 107.845302 — — 3.92679
300
3.92679
2
— — 0.01313 — vs2 = 0.11460
® T 300 -1 STV
£(0.05;299) ~ 1.96
0.11460
£(0.05; 299) = = 1.96 = 0.01297
VN V300

(0.589 — 0.013,0.589 + 0.013) = (0.576,0.602)

Odpowiedz: 1 € (0.576,0.602)

Whniosek. Przecietna liczba punktéw zdobywana na
klasowce jest liczba z przedziatu (0.576,0.602). Za-
ufanie do tego wniosku wynosi 95%.
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Przedzial ufnosci dla wariancji

Srednia p jest nieznana

Poziom ufnosci: 1 — «

varX varX
X (5in—1) " x*(1—5n—1)

x? (a;n — 1) jest stablicowang warto$cig krytycznag
rozktadu chi—-kwadrat z v stopniami swobody.

Przedzialy jednostronne

0 varX
" X% (asn—1)

var.X
00
X2(1—a;n—1)
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Przyktad.

Na podstawie proby 1.1, 1.2, 0.8, 0.9, 1.2, 1.3, 1.0,
0.7, 0.8, 1.0 oszacowaé¢ zréznicowanie rozkladu ob-
serwowane]j cechy.

1.1+124.--41.
7 —+ +---+ 1.0 1.0
10

varX = (1.1 — 1.0)* +--- + (1.0 — 1.0)* = 0.36

0.36
2 /2
p— p— . 4 p— 2: .2
S 01 0.04, S S 0

Poziom ufnosci 1 — a = 0.95, czyli a = 0.05.

K (5im—1) = X2 (0.025;9) = 19.0228

(1= Sin—1) = x*(0.975;9) = 2.7004

0.36 0.36
19.0228° 2.7004
Whniosek. Wariancja cechy jest jakas liczbg z prze-

dziatu (0.019,0.133). Zaufanie do tego wniosku wy-
nosi 95%.

) = (0.019, 0.133)
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Przedzial ufnosci dla
odchylenia standardowego

Srednia p jest nieznana

Poziom ufmosci: 1 — «

var X var X
X*(gsn—=1) " | x*(1-gin-1)
Przedzialy jednostronne
0 var X

| X (sn—1)

var X
00
X2 (1—a;n—1)

Przyktad (cd).

Przedzial ufnosci dla odchylenia standardowego:

(+v/0.019, v/0.133) = (0.136, 0.365)
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Przyktad.
Oszacowaé zroznicowanie ilosci punktéw uzyskiwa-
nych na klaséwece.

n=2300 » x;=176.566 » ;= 107.845302

Populacja:
Stuchacze podstawowego kursu statystyki

Cecha X:
ilos¢ punktéw zdobytych na klasowce

Zalozenie:
cecha X ma rozktad normalny N (u,o?)

Zadanie: oszacowaé parametr o

Technika statystyczna:
przedziat ufnosci dla odchylenia standardowego
poziom ufnosci 0.95
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Obliczenia
T = 0.589 varX = 3.92679

X (% n — 1) = 2 (0.025; 299) = 348.79420

X (1 - %; n— 1) = +2(0.975; 299) = 252.99251

3.92679 3.92679
= (0.10610, 0.124
<\/348-79420’\/252.99251> (0.10610, 0.12458)

Odpowiedz: o € (0.10610,0.12458)

Whniosek. Odchylenie standardowe liczby punktéw
zdobywanych na klaséwce jest liczba z przedziatu
(0.106, 0.125). Zaufanie do tego wniosku wynosi 95%.
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Rozklad dwupunktowy
Estymacja parametru

p — frakcja, wskaznik struktury

Proéba: Xl, .. .,Xn (Xz =0 lub = 1)
k=>",X; — ilos$¢ jedynek (sukceséw)
Estymator punktowy:

.k
p=—
n
Przedzial ufnosci na poziomie ufnosci 1 — o

m(1=Skn—k), 1—=p(1=Sn—kk
2 2

Jednostronne przedzialy ufnosci
(p1 (1 —a;k,n—k),1)

(0,1 =p1 (1 —a;n =k, k)
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Przyktad.
Wsréd 20 zbadanych detali znaleziono dwa braki.
Oceni¢ na tej podstawie wadliwos¢ produkecji.

Cecha X — jakos¢ detalu (dobry, zly).
Sukces — detal wybrakowany
Pytanie: p =7

n=20, k=2=p=2/20=0.1

Poziom ufnosci 1 — a = 0.9, czyli a = 0.1

pr (1= Skn— k) = p1(0.95;,2,18) = 0.0123

p1 (1 = %; n—k, k:) — 11(0.95:18,2) = 0.6830

(0.0123,1 — 0.6830) = (0.0123,0.3170)

Whniosek. Wadliwo$¢ produkcji wyraza sie liczba
z przedzialu (1.23%,31.70%). Zaufanie do wniosku
wynosi 90%.
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Przyblizony przedziat utnosci

A ]5 1 _]5 A ]/j 1 _]/j
(p—u1a/2\/ ( )7 p+u1—a/2\/ ( )>
n n

Uq jest kwantylem rzedu a rozktadu N(0,1).

oooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

Przyktad. (cd)
n = 200, k =20 = p =20/200 = 0.1
Poziom ufnosci 1 — a = 0.9, czyli a = 0.1

ul—oz/Z = Up.95 — 1.6449

0.1(1—0.1)
0.1 — 1.6449 — 0.0651
\/ 200

0.1(1—0.1)
200

= 0.1349

0.1+ 1.6449\/

Whniosek. Wadliwos¢ produkeji wyraza sie liczba
z przedziatu (6.51%,13.49%). Zaufanie do wniosku
wynosi 90%.
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Przyktad.
Oszacowaé¢ odsetek ocen dostatecznych otrzymywa-
nych na klaséwece.

n =300 k=88

Populacja:
Stuchacze podstawowego kursu statystyki

Cecha X:
ocena dostateczna z klaséwki

Z.alozenie:
cecha X ma rozktad D(p)

Zadanie: oszacowaé parametr p

Technika statystyczna:

przyblizony przedzial ufnosci dla prawdopodobien-
stwa

poziom ufnosci 0.95
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Obliczenia "
5= > .29
=300

Ul —q /2 = Up.975 = 1.96

0.29(1 — 0.29)
0.29 — 1.96 — 0.2387
\/ 300

0.29(1 — 0.29)
0.29 + 1.96 — 0.3413
" \/ 300

Odpowiedz: p € (0.2387,0.3413)

Whniosek.

Odsetek ocen dostatecznych zdobywanych na kla-
séwee jest liczba z przedzialu (23.87%, 34.13%). Za-
ufanie do tego wniosku wynosi 95%.

WZ_WSEI_Statystyka 53



Porownanie dwoch
rozkladoéw normalnych

Zalozenia:
1. Xy ~ N(:ulao-l) Xog ~ N(ILL27O_§)
2. X1, X9 sa niezalezne

Ocena i1 — g oraz o3 /o3.

PI’éby: Xlla .. -,Xlnl; X217 S 7X2n2

_ varX 1
X1, varXj, 5% =

ny — 1
_ varX o
Xo, varXs, 33 =

NnNo — 1
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Ocena rdéznicy miedzy Srednimi p; — o
Ocena punktowa: X; — X,

Przedzial ufnosci (poziom ufnosci 1 — «)

1. Zalozenie 0% = o5

(X1 — Xo—t(a;ny +ng — 2)s,,
X — Xy +t(azng +ng — 2)s,.)

S, = , S. =S
n1—|—n2—2

o varXj + varX, 5 2(1 1)

2. Bez zalozenia 0? = o3

(X1 — Xo—V(oyng —1,m9 — 1,¢)s,,
X —Xo+V(agng —1,n0 — 1,¢)s,)

2 p p
2 [ 51 S92 B s1/n1
Sp =\~ T = €= "2 2
ny = no s1/n1 + s5/no

Viagny — 1,n9 — 1,¢) — warto$¢ krytyczna testu
Behrensa—Fishera
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Przykltad. Oceni¢ réznice miedzy Srednimi wyni-
kami klaséwki pan i panéw.
Panowie:

ni =138, ) xy; =82.833, varz; = 1.65841

Panie:
ny =162, ) xo; =93.733, varmp = 2.23348

Populacja 1:
Stuchacze podstawowego kursu statystyki
Populacja 2:
Stuchaczki podstawowego kursu statystyki

Cecha X: ilos¢ punktow zdobytych na klaséwce

Zalozenie:
cecha X ma w populacji 1 rozktad N(uq,0%)
cecha X ma w populacji 2 rozktad N (us2, O‘%)

2 9
01 =09

Zadanie: oszacowac¢ réznice [ — o

Technika statystyczna:
przedziat ufnosci ¢t dla réznicy srednich
poziom ufnosci 0.95
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Obliczenia

x1 = 0.60024, x5 = 0.57860,

S, = +
138 + 162 — 2 138 162

= 0.000175255

,  1.65841 4 2.23348 ( 11 )

£(0.05;298) ~ 1.96;  ¢(0.05;298)s, = 0.02595
(0.60024 — 0.57860 & 0.00034) = (—0.00431, 0.04759)

Odpowiedz: p; — po € (—0.00431,0.04759)

Whniosek.
Roéznica $rednich ilosci punktéw zdobywanych na
klasowce przez panie i pandéw jest liczbg z przedziatu

(—0.00431,0.04759). Zaufanie do tego wniosku wy-
nosi 95%.

Sugestia. Poniewaz przedziat ,,obejmuje” zero, wiec
mozna uznac, ze [ = 3.
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Ocena ilorazu wariancji o7 /03
. Q2/Q2
Ocena punktowa: S5 /53

Przedzial ufnosci (poziom ufnosci 1 — «)

S% Q
(S_SF(l_ §,n1 —1,77/2—1),
Sf Q
o Flgm —17”2—1»

F (a; u,v) jest stablicowang wartoscig krytyczna roz-
ktadu F—Snedecora (Fishera—Snedecora)

1
F(a;v,u)

F(1—-a;u,v)=
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Przykltad. Poréwnac¢ zréznicowanie ocen wynikéw
klaséwek pan i panéw.
Panowie:

ni =138, ) xy; =82.833, varz; = 1.65841

Panie:
ny =162, Y xo; =93.733, varmp = 2.23348

Populacja 1:
Stuchacze podstawowego kursu statystyki
Populacja 2:
Stuchaczki podstawowego kursu statystyki

Cecha X: ilos¢ punktow zdobytych na klaséwce

Zalozenie:
cecha X ma w populacji 1 rozktad N (u1, 0%)
cecha X ma w populacji 2 rozktad N (us, 03)

Zadanie: oszacowaé iloraz o3 /o5

Technika statystyczna:
przedzial ufnosci dla ilorazu wariancji
poziom ufnosci 0.90
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Obliczenia

2.23348
162 — 1

1.65841

= 0.01
38 _ 1 0.01387,

52 = = 0.01211, s3 =

F (0.05;137,161) = 1.30936

1
F(0.05; 161, 137)

F (0.95;137,161) =

— — 0.76111
131386 010
0.01211 0.01211
.0.76111 1.
(0.01387 e 30936)

= (0.66415, 1.14255)

Odpowiedz: 0% /05 € (0.66415,1.14255)

Whniosek.
Iloraz wariancji ilosci punktow zdobywanych na

klaséwce jest liczba z przedzialu (0.66415,1.14255).
Zaufanie do tego wniosku wynosi 90%.

Sugestia. Poniewaz przedzial ,,obejmuje” jedynke,

wiec mozna uznadé, ze 0% = 03.
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Poréwnanie dwéch
rozkladéw dwupunktowych

Zalozenia;:
1. X1 ~ D(pl),XQ ~ D(pg)
2. X1, X9 sa niezalezne

Ocena p; — pa.

PI‘éby: Xll: .. .,Xlnl; X21, ce ,X2n2 (ij =0 lub 1)

n1q no
k1=ZX1z‘ kzZZXm
i=1 i=1

p1r=ki/n1 P2 =ka/ne p=(k1+ke)/(n1+ no)

Przedzial ufnosci (poziom ufnosci 1 — «)

. . . ~ 1 1
D1 — P2 —Ui-g p(1—p) n1+n2 ;

. . . . 1 1
p1— P2+ ui—aq/p(1—p) +
n1 %)
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Przyktad.

Oszacowaé roéznice miedzy ,niezaliczalnoscig” kla-
sowki ze statystyki przez panie i panéw. Na pod-
stawie dotychczasowych danych wiadomo, ze na 162
pan nie zaliczylo klasowki 46 pan oraz na 138 panéw
30 uzyskalo ocene negatywna.

Populacja 1:
Stuchacze podstawowego kursu statystyki
Populacja 2:
Stuchaczki podstawowego kursu statystyki

Cecha X: uzyskanie z klasowki oceny negatywne]

Zalozenie:
cecha X ma w populacji 1 rozktad D(p1)
cecha X ma w populacji 2 rozktad D(p-)

Zadanie: oszacowac roznice p; — po

Technika statystyczna:

przyblizony przedzial ufnosci dla réznicy prawdopo-
dobienstw

poziom ufnosci 0.95: ug g75 = 1.96
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Obliczenia

ny =162 ky =46 ng = 138 ko =30

X k1 46 R ko 30
Pr="." 162 b2 =, T 138
ky + k 46 + 30
po ithke) | (6430) 00y

(n1 —+ ng) (162 + 138)

0.2533(1 — 0.2533) [ 1 1
1.96 - = 0.
\/ 300 (162 i 138) 00987

(0.2840 — 0.2174 — 0.0987,0.2840 — 0.2174 + 0.0987)

(—0.0321, 0.1653)

Whniosek. Roéznica prawdopodobienstw jest liczba
z przedziatu (—0.0321, 0.1653).

Sugestia. Poniewaz przedzial ,,obejmuje” zero, wiec
odsetki pan i panéw niezaliczajacych klaséwki mozna
traktowac jako porownywalne.
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