TWIERDZENIA
GRANIGZNE

Niech (X,) bedzie ciggiem zmiennych losowych (ciagiem losowym). Rozwazmy odpo-
wiadajace mu: 1) ciag funkcji prawdopodobiefistwa P,(x)=P(X,=x), i € N, w przypadku
zmiennych losowych dyskretnych albo ciag gestosci (f;(x)) w przypadku zmiennych lo-
sowych typu ciaglego oraz 2) ciag dystrybuant (F,(x)). Twierdzenia graniczne, a wigc przy
. n— 0, dotyczace zbiezno$ci grupy 1) nazywamy twierdzeniami granicznymi lokalnymi,
a grupy 2) — twierdzeniami granicznymi integralnymi.

Przykladem granicznego twierdzenia lokalnego jest twierdzenie (2.7.18) o zbiezno$ci
funkcji prawdopodobienstwa rozkladu Bernoulliego do funkcji prawdopodobieristwa roz-
ktadu Poissona.

6.1. CENTRALNE TWIERDZENIA GRANICZNE

Wazniejsze znaczenie — szczegdlnie w zastosowaniach — majq integralne twierdzenia
graniczne, do ktérych naleza prawa wielkich liczb rozwaZone ponizej oraz szereg twier-
dzen granicznych, z ktérych do najwazniejszych nalezy:

CENTRALNE TWIERDZENIE GRANICZNE LINDEBERGA-LEVY’EGO. Jezeli {X,} jest losowym
ciqgiem niezaleznych zmiennych o jednakowym rozkladzie, o wartosci przecietnej a, i skon-
czonej wariancji a*>>0, to cigg (F,) dystrybuant standaryzowanych Srednich arytmetycz-

nych X, (albo — co na jedno wychodzi — standaryzowanych sum ) X,)
i=1

= X;—na
i 1
Xo—oy 54

o N

Jn

Jjest zbieiny do dystrybuanty @ rozkiadu N(0, 1):

Y= (6.1.1)

lim F,,(y)z\/lz_rE jexp(—}tz)dtsﬁ(y). (6.1.2)

a- o
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Dow6d mozna znalezé np. w [12]. Nalezy tutaj podkreslié fakt, Ze zmienne losowe moga
mie¢ zaré6wno rozktad dyskretny jak i typu ciaglego.

Ze wzoru (6.1.2) wynika, 2e dla duzych n (w praktyce rzedu kilkunastu, co oczywiscie
zalezy od Z3adanego przyblizenia) mozna stosowaé wzdr przyblizony '

Py <Y, <y)=P(y)—2(yy), (6.1.3)

gdzie @ oznacza dystrybuante rozkladu N(O, 1).
Rysunki 6.1 - 6.4 przedstawiaja wykresy gestosci sumy » niezaleznych zmiennych loso-
wych o jednakowym rozkladzie réwnomiernym na przedziale <0, 1) dla n=1,2, 3, 4.

4
Y y“
1 — 11
N
3
£
o= 2> I e
0 1 x 0 1 2 x
Rys. 6.1. Gesto§é zmiennej losowej Y, o rozkla- Rys. 6.2. Gesto§¢ f sumy Y,=X,+ X, nieza-
dzie réwnomiernym skoncentrowanym na <0, 1> leznych zmiennych losowych o tym sa£ym
rozkladzie rownomiernym na <0, 1>
le
1 -
y =f(x) -
Rys. 6.3. Gesto$é f sumy Ya=X,+X,+ X,
niezaleznych zmiennych losowych o tym sa-
mym rozkladzie rownomiernym na <0, 1)
I I
0 1 2 3 x
y |
‘I —
y=1f(x)
| | | g
o] 1 2 3 L x

Rys. 6.4. Gesto$é fsumy Y=X,+ X, + X+ X, niezaleznych zmiennych losowych o tym samym rozkla-
dzie réwnomiernym na 0, 1)
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ZADANIE 6.1. Losowy blad pomiaru pewnej wielkosci ma rozklad o wartosci przecigtnej
a, =0 (brak bledu systematycznego) i odchyleniu standardowym 0,08. Obliczy¢ prawdopo-
dobienstwo, ze blad $redniej arytmetycznej 100 pomiaréw nie przekroczy (co do wartosci
bezwzglednej) O, 1.

Rozwigzanie. Oznaczamy losowy blad przez X, i=1, ..., 100. Na podstawie przybli-
Zzonego wzoru (6.1.3) mamy

0,1

X 0,1)=
P(IX100|< ,1) P( 008

0,1
S e 26(1,25 7
- 008) (1,25)—1=0,7888.

Stosujac twierdzenie Lindeberga-Levy’ego do ciagu (X,) niezaleznych zmiennych lo-

sowych o tym samym rozkladzie zero-jedynkowym (2.7.5) i oznaczajac S,= Y X,, otrzy-
k=1
mujemy:

INTEGRALNE TW(ERDZENIE MOIVRE’A-LAPLACE’A. Jesli (S,) jest ciqgiem zmiennych loso-
wych o rozkladzie dwumianowym (2.1.7) z parametrami (n, p), 0<p<1 (a wigc o wartosci
przecietnej ES,=np | wariancji VarS,=npq) oraz Y, jest ciqgiem standaryzowanych
zmiennych losowych:

Sn_np

vnpq ’

to dla kazdej pary wartosci y, <y, zachodzi wzor:

Y,=

) S,—n
lim P()’1< ——p<Yz)=‘p()’2)—‘p()"1)- (6.1.4)
B \/"Pq

6.1.1. Zadania rozwiazane.

ZADANIE 6.2. Prawdopodobieristwo, Ze w czasie T przestanie §wieci¢ jedna zaréwka jest
réwne 0,1. Obliczyé prawdopodobiefistwo, ze w czasie T sposrdéd 100 przestanie swiecié
od 7 do 19 zaréwek przy zaloZeniu, Ze zarOwki przepalaja si¢ niezaleZnie.

Rozwiazanie. Niech S;q0 bedzie liczba Zaréwek sposrod stu, ktére w ciggu czasu T
przestaly $wiecié: ES oo=np=10, D2S,50=npg=10:0,9=9.

Korzystamy ze wzoru (6.1.4). Poniewaz jednak dla zmiennejlosowej ciagtei X zachodzi np.
réwnosé P(a<X<b)= P(a<X<b), ktéra dla zmiennych skokowych ogdlnie nie zachodzi,
wiec w przypadku rozktadu dwumianowego (a wigc skokowego) przy a, b calkowitych nie-
ujemnych postgpuje si¢ zazwyczaj nastgpujaco:

a—0,5-np b+0,5— np)
Bl 495 0%
\/"Pq \/"Pq

=¢(b+05 np) ¢(a —0,5— np)
‘/"Pq \/"Pq

P(ass,,sb)=P(a—0,5<S,,<b+0,5)=P(
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W zadaniu mamy:

P(7$S100<19)=P(6,5<Sloo<19,5)=P(

~

6,5—10 19,5—10)
<Yi00<

~ @ (9;5) — QD(— %é) =®(3,17) + &(1,17) — 1 = 0,8783.
ZADANE 6.3. W centrali telefonicznej znajduje si¢ # linii dziatajacych niezaleznie. Praw-
dopodobienstwo, ze dowolna ustalona linia jest zajeta, jest réwne 0,1. Jakie powinno by¢ n,
aby prawdopodobienistwo tego, ze co najmniej 7 linii jest zajetych bylo réwne 0,95?
Rozwigzanie. Liczba linii zajetych Jest zmienna losowa S, o rozkladzie dwumiano-
wym z parametrami: n, p=0,1. Korzystajac z tw. Moivre’a-Laplace’a dobieramy # tak,

aby zachodzita réwno$é
P(S,>0,071)=0,95.

Zauwazmy, Zze ES,=0,1n oraz D?X,=0,1-0,9n, skad odchylenie standardowe: a=0,3\/5.
Standaryzujac zmienng losowa S, otrzymamy

i Y>O,O7n-—0,1n)_095
" 03yn ) T

a po przejéciu do granicznego rozkladu normalnego:
1-2(-0,1/n)~0,95, &(0,1,/n)~0,95.

Dla wartosci dystrybuanty rozktadu N (0, 1) réwnej 0,95 odczytujemy z tablic liczbowa

wartos¢ argumentu B
0,1,/n~1,64, n~268,96.

W centrali telefonicznej powinny by¢ co najmniej 269 linii.

6.2. PRAWA WIELKICH LICZB
Niech (X,) bedzie ciagiem zmiennych losowych, dla ktérych EX,=u,<co dla ie N
oraz

= 1 » -
X,=— Y X,, EX,=— YEX,.
ni=1

n

Elp—u
M=

i=1
Jezeli dla losowego ciagu (X,) i dla dowolnego ¢>0
lim P(|X,—EX,|>¢)=0, (6.2.1)

to méwimy, ze dla tego ciagu zachodzi slabe prawo wielkich liczb. Méwimy réwniez, ze
Xy— EX,—0 wedlug prawdopodobieristwa (stochastycznie, wedlug miary P), co zapisujemy

X,—EX,>0. W przypadku, gdy przy tym samym zaloZeniu
P[lim (X,—EX,)=0]=1, (6.2.2)

n=an




6.2. Prawa wielkich liczb 237

wtedy moéwimy, Ze dla losowego ciagu (X,) zachodzi mocne prawo wielkich liczb, a zbiezno$é
X,—EX,—0 wyrazona wzorem (6.2.2) nazywamy zbieznosciq z prawdopodobzenstwem 1

(prawie na pewno, prawie wszedzie P), co bedziemy zapisywali X,,—EX,,——»O.

Pierwsze prawo wielkich liczb (stabe) dla ciggu (X,) zmiennych losowych o tych samych
rozkladach zero-jedynkowych udowodnil Bernoulli (1713 r.). Znacznie silniejsze wyniki
osiagnal Kolmogorow: Mocne prawo wielkich liczb Kolmogorowa (I). Dla losowego ciagu
(X,) o wspolnie ograniczonych wariancjach (D?X;<C, i € N) zachodzi mocne prawo wiel-
kich liczb.

ZADANIE 6.4. Wykazaé, Ze jeSli w ciagu n niezaleznych doswiadczeni prawdopodobien-
stwo zajScia zdarzenia A w i-tym dos$wiadczeniu jest rowne p;, to

S,
Bl Tis {2 =1,
[,,L‘T:,(n n.z”‘) }

gdzie S, oznacza liczbg zaj$¢ zdarzenia A w pierwszych n do$wiadczeniach.
Rozwiagzanie. S,= )Y X,, gdzie P(X;=1)=p;, P(X;=0)=1-p,, skad EX,=p,,
i=1

D*X;=p,(1-p,)<%, a wigc sg spelnione zalozenia twierdzenia Kolmogorowa, prawdziwy
jest wigc wzor (6.2.2). WykazaliSmy wigc, Ze mocne prawo wielkich liczb zachodzi m. in.
dla schematu Poissona.

W dalszych badaniach okazato si¢, Ze mocne prawo wielkich liczb moze zachodzi¢ bez
zalozenia o ograniczonosci wariancji, a nawet bez jej istnienia, przy przyjeciu jednak zalo-
zenia o jednakowym rozkladzie i niezaleznosci zmiennych.

MOCNE PRAWO WIELKICH LICZB KOEMOGOROWA (II). Warunkiem konilecznym i wystar-
czajqcym zachodzenia mocnego prawa wielkich liczb dla ciqgu (X,) niezaleznych zmiennych
losowych o jednakowym rozkladzie jest istnienie skoriczonej wartosci oczekiwanej E(X;)=m
dla ie N,

Dowod znajduje sig w [9].

ZADANIE 6.5. Niezalezne zmienne losowe X}, i € IV, maja ten sam rozktad prawdopodo-
biefstwa P(X;=2%=0,8:0,2* dla ke N,, i € N. Czy dla tego ciagu zachodzi mocne prawo
wielkich liczb Kolmogorowa? ‘

4 d ® 1

Rozwiazanie. Obliczamy EX;= ) 2¢-0,8-0,2=0,8 } 0,4“=0,8 1_6—:1=% . A wige

k=0 k=0

zachodzi wzor _
P[lim(X,—%)=0]=1.

n—+ow

6.3. ZADANIA DO ROZWIAZANIA

6.6. W pewnym magaiynie znajduje si¢ towar o przecig¢tnej wadliwos$ci 0,1. Korzystajac
z twierdzenia Moivre’a Laplace’a, obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze wsrdd losowo wy-
branych 100 sztuk towaru procent sztuk wadliwych rézni si¢ od 10 o co najwyzej 0,15.
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6.7. W urnie znajduje si¢ 36 kul biatych i 64 czarnych. Losujemy kule po jednej ze zwra-
caniem. Ile losowan nalezy dokonaé, aby prawdopodobienstwo tego, Ze czestosé otrzymy-
wania kuli bialej rézni si¢ od 0,36 o co najmniej 0,12 byto réwne 0,1?

6.8. W pewnej grupie ludzi co dziesigty cztowiek jest daltonista. Obliczyé prawdopodo-
bienstwo, ze wsréd 100 losowo wybranych ludzi bedzie od 5 do 12 daltonistéw.

6.9. W zajezdni znajduje si¢ 200 autobuséw. Prawdopodobiefistwo, ze losowo wybrany
autobus jest sprawny do jazdy wynosi 0,7. Obliczyé prawdopodobieristwo, ze w losowo wy-
branej chwili co najmniej 160 autobuséw jest sprawnych.

6.10. W pewnej szkole uczy si¢ 500 dzieci. Prawdopodobiefistwo, ze losowo wybrany
uczent ma co najmniej jedna dwojke jest réwne 0,1. Obliczyé prawdopodobieristwo, ze w tej
szkole liczba dzieci, ktére maja co najmniej jedna dwojke rézni si¢ od 50 o co najwy-
Zej 10.

6.11. Urzadzenie sktada si¢ z n elementéw. Urzadzenie pracuje, jesli co najmniej 709,
elementéw jest sprawnych. Prawdopodobieristwo awarii jednego elementu jest rowne 0,2.
Jak duza powinna by¢ liczba elementéw, aby z prawdopodobieristwem 0,95 urzadzenie pra-
cowalo?

6.12. Strzelec trafia do celu z prawdopodobieristwem 0,5. Jaka liczbe strzaléw musi od-
dac, aby prawdopodobieristwo tego, Ze czestosé trafienia do celu rézni si¢ od 0,5 o co naj-
wyzej 0,1 bylo réwne 0,95?

6.13. Niech X, ..., X 00 beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym samym roz-

kladzie beta o gestosci f(x)=12x(1—x)? dla O<x<]1. Obliczyé prawdopodobienstwo:
100

P(20< ) X;<30).
i=1
6.14. Niech X7, ..., X;00 beda niezaleZnymi zmiennymi losowymi o rozkladzie geo-
metrycznym: P(X,=i)=(4), gdzie ie N,k=1,...,200. Obliczyé prawdopodobiefistwo,
ze Srednia arytmetyczna tych zmiennych przyjmuje wartosci z przedzialu {1, 4).
6.15. Niech X7, ..., X, ... bed niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym roz-

3 1 n
Kadzie: P(X,=1)=%(3)'"", ie N, ke N. Wykazaé ze dla zmiennej losowej Y,,=—n— Y X,
k=1

zachodzi mocne prawo wielkich liczb.
6.16. Niezalezne zmienne losowe X, ..., X;, .... podlegaja temu samemu rozkladowi

—-Dh 1
prawdopodobieristwa P(X k=( - ))= ok i, k € N. Sprawdzi¢ czy w tym przypadku za-
! \

chodzi twierdzenie Kolmogorowa.

6.17. Niech X, ..., X,, ... beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzie Pois-
-1

e 1 7
sona: P(X ,,=i)=_—’, te Ny. Zbadaé czy dla $redniej arytmetycznej Y,=— Y X, zacho-
i n k=1

dzi a) mocne prawo wielkich liczb, b) centralne twierdzenie graniczne.

6.18. Dodajemy 10 000 liczb, kazda z nich jest zaokraglona z dokladnoscia do 107".
Zakladajac, ze bledy zaokraglenia sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzie row-
nomiernym w przedziale (—4-10™™, 1-10™™), wyznaczy¢ przedziat, w ktérym z prawdo-
podobiefistwem 0,99 bedzie si¢ zawierat blad sumy,
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6.19, Partia towaru zawiera 20 %, brakéw. Obliczy¢ prawdopodobienstwo, 2e w probce
o licznosci: a) n=100 sztuk, b) n=400 sztuk, c) n=1600 sztuk. Stosunek —- (gdzie k
jest liczbg brakéw) rézni sig od wadliwosci p partii nie wigcej niz o 0,02. Przedstaw:é obli-

czone prawdopodobiefistwo za pomoca wykreséw odpowiednich ggstosci rozktadu nor-
malnego.

Odpowiedzi

—=0,1

k
6.6. P(

n
6.7. Nalezy wykonaé¢ co najmniej n>40 losowan.
6.8. P(5<X<12)~®(0,67)+P(1,67)—1~0,7011.

so,15)z2¢(5)—1z1.

6.9. P(X>160)~1—-P(X<160)=1— 45(\/_) 0,00097.

0
6.10. P(|x - 50|<10)~2d§( 1~0,8788.

J4s)
6.11. Urzadzenie powinno si¢ sklada¢ z co najmniej n= 44 elementow.
6.12. n>96.

100

6.13. P(20< Y X;<30)~0, N EX;=%, D*X,=5; ((2.8.21)).
i=1 i=1,

200
6.14. P{1<— ZX;€4) 1, /\ EX;=2, DzX,=2 ((2.6.30) 1 (2.6.31)).
200;= i=1, ..., 200

6.15. E(X,)=3<o0 dla ke N.

6.16. Tak, poniewaz E(X;)= Z —l=—1n'} dla ke N.

6.17. a) Tak, poniewaz /\ E(X,)=1;
ke N

b) tak, poniewaz A E(X,)=1iD*(X,)=1.
keN

6.18. Niech X,, k=1,...,10000 beda bledami zaokragleri poszczegblnych liczb, wtedy

—2m

1
dla rozktadu réwnomiernego w (—4:107™, 1:10™™) EX, =0, D*X, = ((2.8.6)). Ozna-

10000 —2m
czamy Y= Y X,, wéwczas EY=0, D?*Y =10000- T a odchylenie standardowe

k=1

100-107™ . . - _
6y= —=—, skad i z centralnego tw. granicznego mamy: P <y |=0,99, z tablic
2\/-3- Oy
. ) 102 m 102 m

rozktadu N(0, 1) odczytujemy y=2,58, a wiec blad sumy Y e| —2,58 —— = J +2,5 2 \/3

a w przyblizeniu Ye (-0,75:10%"™, 0,75-10%™™),



