Matematyka Dyskretna — materiaty ¢wiczeniowe PJWSTK O

Algebra zbiorow

1. Wyznacz elementy zbioru:

(a) A=((-5.6)\{-2.3)NZ,
(b) B =((~5.6]\[~2,3)) NN,

(c) C=({~5,3)\[-2,3)) K.,

(d) D= ({53 NR)U([-2,3]NZ_).

2. Rozwazmy algorytm:
Alg={x:=0; y:=0; while 2> <50 do x:=x+1; y:=xdiv2 od}.
Wypisz
(a) wybrane zbiory,
(b) wybrane ciagi,

jakie mozna utworzy¢ korzystajac z (nie koniecznie wszystkich) liczb naturalnych y osiagalnych po-
przez wykonanie tego algorytmu, z uwzglednieniem krotnosci ich wystepowania. Czy liczba otrzy-
manych zbioréw odpowiada liczbie uzyskanych ciagéw?

3. Liczby naturalne mozna definiowaé jako zbiory stosujac nastepujaca definicje von Neumanna:
0="%f9, 1= {0}, n+1=2%{0,1,,...,n}.
Na przyktad 2 = {0,1} = {0, {0}} = {0, {0} }. Korzystajac z tej definicji
(a) wyznacz liczby 3, 4, 5,
(b) zaproponuj algorytm obliczajacy liczbe naturalna n,

(¢) zaproponuj algorytm wyznaczajacy n pierwszych liczb naturalnych.
4. Rozwazmy nastepujacy algorytm:
Alg(A,n) ={if n>0 then A:= P(Alg(A,n—1)); fi return A}.

Wyznacz koncowa warto$¢ zbioru A uzyskana po wykonaniu algorytmu:
(a) Alg(0,0),
(b) Alg({0,1},2),
(c) Alg(0,3).
Jaka jest moc Alg((, k)?
5. Ile elementéw ma zbidr:
(a) E={x : z €N, x jest wiclokrotnoscig liczby 4 i x < 50},
(b) F={2+(-1)" : n €N},
(c) G={82+1: z€Zilz| <4},
(d) H=0,
(e) I={0},
() 7 ={0,{0}},
(g) K =1{0,0,0}7

Tle podzbioréw ma kazdy z wymienionych zbioréw?

6. Wyznacz zbiory potegowe zbioréw 0, {0}, {a}, {0,10,11}.
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. Rozwazmy program Pri(n) = {z :=0; y:=0; while y <20 do y:=2+1; z:=y-n od}.

Niech X (n) oznacza zbiér wszystkich wartosci y osiagalnych poprzez wykonanie programu Prq(n).
Wyznacz zbiér potegowy zbioru X (2) N X (3).

. Rozwazmy nastepujace algorytmy:

Algl(A,n) ={if n>0 A:= Algl(A,n—1); fi A:=AU{n}; return A},

Alg2(B,n) ={if n>0 B:= Alg2(B,n—1); fi B:=B® {n}; return B}.

Wypisz elementy zbioréw Algl(0,7) i Alg2(N,2) oraz wyznacz ich sume, iloczyn, réznice oraz
dopelnienie przyjmujac za uniwersum zbiér liczb naturalnych € = N.

. Rozwazmy program Pro(n) = {z :=0; y:=0; while y>0 do y:=y+1; z:=y-n; od}.

Niech N(n) oznacza zbiér wszystkich wartosci = osiagalnych poprzez wykonanie programu Pra(n).
Ktére z ponizszych zaleznosci sg prawdziwe?

(a) N(2) NN(3) = N(6),

(b) N(3) C N(6),

(c) N(6)UN(3) = N(3),

(d) N(2)\N(4) =

Niech n € N\{0} i niech Z,, = {0,1,2,...,n — 1}.

(a) Czy zbidér Zs jest podzbiorem zbioru Zg?

(b) Wymien wszystkie elementy zbioru P(Zs).

(¢) Czy zbiory A = (Zg\Z4) UZs3 i B = Zs sa réwne?

(d) Wyznaczyé Z4 przy zalozeniu, ze zbiorem uniwersalnym jest Zig.

Niech ¥ = {a,b}, A = {a,b,aq,bb,aaa,bbb}, B = {w € ¥* : dlugosé(w) < 2} i C ={w € &*
dlugo$é(w) > 2} oraz niech ¥* bedzie zbiorem uniwersalnym. Wyznacz:

(a) B', B'nC’,
(b) ANC, A\C, £\B,
(c) P(X).

Rozwazmy programy
Prg = {2 :=—2; while |z| <3 do z:=x+1; od},

Pry={xz:=0; y:=1; while y<28 do x:=x+1; y:=3" od}.

Niech A oznacza zbioér wszystkich wartosci x osiggalnych poprzez wykonanie programu Prs oraz
niech B oznacza zbiér wszystkich wartosci x osiggalnych poprzez wykonanie programu Pry. Wypisz
lub narysuj elementy zbioru:

m,n) € Ax B : m <n},

m,n) € BX A : m <n},

m,n) € A x B : min{m,n} < 0},

(d) {(m,n) € Bx A : m+n jest liczba pierwsza}.

Wyznaczy¢ (),cp Ae oraz J,cp Ae gdy:

(a) T = {2 3 4} At = Zt, gdzie Zt = {O, 1,2, ,t — 1}

(b) T={1,2,3}, A, =[t —3,t+1].

Wyznaczyé (-, Ay, oraz J,. | A, gdy:

(a) A, =2Z,, gdzie Z,, ={0,1,2,...,n — 1},

(b) A,, =Z(n), gdzie Z(n) oznacza zbiér wszystkich liczb catkowitych podzielnych przez n,
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(c) An =10, 7]

n

Udowodnié, ze dla dowolnych rodzin {A;}ier oraz {B;}ier:

(a) N(AcnBy) =N, AN, B,
(b) U,(4:nBy) €U, ArnU, Br.

A i B oznaczaja zbiory niepuste. Jaki jest zwigzek miedzy tymi zbiorami, jesli:
(a) (AUB) C B,

(b) AC(ANB),

(c) AC (A\B),

(d) AuUB=B.

Czy istnieja zbiory A, B i C takie, ze ANB #0, ANC =0, (AN B)\C = 0?

Wskaz, ktore ze zdan sa prawdziwe, a ktére falszywe. Dla kazdego falszywego zdania podaj kontr-
przyktad.

(a) Jesi ANB=ANC, to B=C.

(b) (AN D) U B = B dla wszystkich zbioréw A, B.

(c) An(BUC) = (AN B)UC dla wszystkich zbioréw A, B, C.
Udowodnié, ze dla dowolnych zbioréw A, B, C:

(a) (AuB) =A'NnPB,

(b) A\B = A\(AN B),

(c) A\(A\B) = AN B,

(d) A\(BNC) = (A\B) U (A\C),

(e) ADBCC=ACBUC,

(f) (AA\B)uB=A=BCA.

Sprawdzié, czy dla dowolnych zbioréw A, B, C' prawdziwe sa nastepujace réwnosci:

(a) Ax(BUC)=(AxB)U(AxC(),
(b) AN(BxC)=(ANB)x (ANnCQC).

Roéznica symetryczna dwu zbioréw A i B nazywamy zbior A @ B = (A\B) U (B\A). Dowies¢, ze:

(a) A@B=B® A,
(b) An(BaC)=(ANB)d (ANC).
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