Matematyka dyskretna — materiaty éwiczeniowe Studia dzienne PJWSTK @

CWICZENIA VI, VII i VIII

(relacje)

Zadania

1.

Wyznacz wszystkie elementy relacji r C X x Y, gdy:

(a) X = {pyton, sep, strus}, Y = {zebra, gepard} oraz = r y wttw, gdy stowo z nie ma ani jednej
wspolnej litery ze stowem vy,

(b) X:Y:{O,%,%,l} oraz x 1y wttw, gdy ¥ > 1.

. Zapisz relacje 1 C U x U jako (a) zbior par uporzadkowanych, (b) w postaci tabelki (macie-

rzy) i (c) w postaci grafu. Okresl jej wlasnosci (czy jest zwrotna, przeciwzwrotna, symetryczna,
przeciwsymetryczna, antysymetryczna, przechodnia).

(a) U=1{-3,-2,0,1,4,5,6}, (n,m) € r wttw m? —n? = 0 mod 3.

(b) U ={-12,-8,-2,-1,0,2,4,5,6}, (n,m) € r wttw n|m (n jest dzielnikiem m).

(¢) U={-10,-5,-4,-3,1,2,4,5}, (n,m) € r wttw |n + m| < |m]|.

. Jakie wtasnosci ma graf relacji okreslonej w zbiorze o skonczonej liczbie elementéw, jesli relacja ta

jest:

e zwrotna,

e przeciwzwrotna,

e symetryczna,

e przeciwsymetryczna,
e antysymetryczna,

e spdjna,

e przechodnia,

e relacja réwnowazno$ci.

Podaj odpowiednie przyktady.

. Jakie wlasno$ci ma tabelka relacji okreslonej w zbiorze o skoriczonej liczbie elementéw, jesli relacja

ta jest:

e zwrotna i symetryczna,

e przeciwzwrotna i antysymetryczna.

Podaj odpowiednie przyktady.

. Sprawdz, ktore z wlasnosci: zwrotnos¢, przeciwzwrotnosé, symeryczno$é, antysymetrycznosé, prze-

ciwsymetrycznosé (asymetrycznoscé), przechodniosé, spojnosé posiada relacjar C A x A gdy:

(a) A - zbior miast lezacych w Azji, r = {(a,b) : a jest miastem polozonym nie nizej nad poziomem
morza niz miasto b},

(b) A = {x7y’ Z}7 r= {(I’ I)’ (y7 x)? (y7 Z)’ (Z’ Z)’ (Z’ y)}7
(c) A=2"r={(A,B): AC B},
(d) A=N,r={(a,b) : NWD(a,b) = 1}, gdzie NWD oznacza najwiekszy wspolny dzielnik.

. Zbadaj wtasnosci podanej relacji (zwrotnos$é, przeciwzwrotnosé, symetria, przeciwsymetria, prze-

chodnio$é¢, antysymetria) :
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10.

11.

12.

13.

(a) r jest relacja binarng w zbiorze liczb naturalnych taka, ze x r y wttw istnieje rézna od 1 liczba
naturalna, ktoéra jest dzielnikiem zaréwno x, jak i y,

(b) r jest relacja binarng w zbiorze liczb {1, 2,3, ...,9} taka, ze © r y wttw x—y jest liczba parzysta,
(c) r jest relacja binarng w zbiorze liczb naturalnych taka, ze x r y wttw liczba jedynek w binarnej

reprezentacji liczby x jest mniejsza niz liczba jedynek w binarnej reprezentacji liczby y.

Relacja r okreslona w zbiorze X jest euklidesowska, gdy dla dowolnych z,y,z € X, jeSli x r y i
x r z, to rowniez y r z. Sprawdz, ktoéra z relacji spelnia ten warunek.

(a) rc2¥x 2N Ar B wttw, gdy AN B = 0.
(b) r CZ3 x Z3, (v1,72,23) 7 (y1, Y2, y3) Wttw, gdy 22 = ¥a.

. Niech A ={0,1,2,3,4,5} oraz niech r; i 7y beda dwiema relacjami binarnymi w A: r; = {(x,y) €

AxA:y=(xr+4) mod 6}, o ={(z,y) € Ax A : z jest najmniejsza liczba nieparzysty wieksza
niz y}. Wyznacz 7“1_1. Narysuj graf relacji ztozonej 1 o ro. Czy relacja ro o 71 jest identyczna z
relacjg r1 ore?

. Niech r bedzie relacja binarng okreslong w zbiorze U. Udowodnij, ze:

(a) jesli relacja r jest symetryczna, to relacja r—! tez jest symetryczna,
(b) jesli relacje r1 i ro sa antysymetryczne, to relacja r1 N rq tez jest antysymetryczna,
(c) jesli relacje r1 1 2 sa zwrotne, to relacja r1 o ro tez jest zwrotna.
Niech 7, s i u beda relacjami binarnymi okre§lonymi w zbiorze U. Zbadaj prawdziwos¢ podanych
zdan:
a) Jezeli r i s sy relacjami przechodnimi, to ich przeciecie r N s tez jest relacjy przechodniy.
Jezeli r i 5 sy relacjami hodnimi. to ich feci ez jest relacia hodnia,
(b) Jezeli r N s jest relacja przechodnia, to obie relacje r i s sa przechodnie.
(c) Jezeli relacje r i s sa symetryczne, to ich suma r U s jest relacja symetryczna.

(d) Jezeli suma r U s relacji jest relacja symetryczna, to kazda z relacji v, s musi by¢ symetryczna.

Sprawdz, czy relacja r okre§lona w zbiorze X jest relacja rownowaznodci. Jesli tak, to wyznacz jej
klasy abstrakcji.

(a) X - zbior miast lezacych w Europie, r = {(z,y) : x jest miastem polozonym w tym samym
panstwie, co miasto y},

(b) X - zbioér studentow wszystkich warszawskich uczelni, » = {(z,y) : « studiuje na tej samej
uczelni, co y},

(¢) X ={w,y,2}, r = {(2,2),(y,9), (v, 2), (2,9), (3, 2)},
(d) X =2,r={(z,y): (x —y)(xz+y) =0},

(e) X =Z,r={(x,y) :  — y jest podzielne przez 3},
) X=N,r={(z,y): zy =2k dla k € Z},

(8) X =N,r={(z,y) : max{z,y} =z},

Sprawdz, czy relacja r okreslona w zbiorze X jest relacjg rownowaznosci. Jesli tak, to wyznacz jej
klasy abstrakcji.

(a) X =NxN, (z1,y1) r (x2,y2) wttw, gdy z1 + y2 = y1 + 22,

(b) X =Z\{0} x Z\{0}, (z1,y1) 7 (z2,y2) Wttw, gdy 2192 = y122.

Sprawdz, czy relacja r jest relacja porzadku w zbiorze X. Jesli tak wskaz elementy wyrdznione.
(a) X =Z, z rywttw, gdy || < yl,

(b) X =R, z r y wttw, gdy z° > 1°,

(b) X = {1 : ke N\{0}}, z r y wttw, gdy = < y,

(¢) X =R xR, (z1,41) v (x2,y2) wittw, gdy 21 < 2,
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

(d) X =NxN, (z1,y1) 7 (x2,y2) wttw, gdy 21 < 29 lub (1 =22 i 11 < y2),
() X =ZXZ, (x1,y1) v (x2,y2) wttw, gdy 1 + y1 < 22 + Y.

Rozwazmy zbioér liczb rzeczywistych R z relacja < .

(a) Czy (R, <) jest krata?

(b) Podaj przyktad niepustego podzbioru zbioru R, ktory nie ma ograniczenia gornego w R.

(c) Znajdz sup({x € R:a < 17}), sup ({z e R:2? < 17}), sup ({z € N: 2? < 17}).

(d) Znajdz inf ({zx e R: 2% <17}),inf ({r e N:a? < 17}).

Niech T = {3"™ : n € N} U {2}. Podaj przyklad relacji czesciowego porzadku i przyklad relacji

liniowego porzadku w zbiorze T. Wskaz, o ile istnieja, elementy wyréznione w zbiorze T uporzad-
kowanym przez podang relacje.

Podaj przyktad relacji liniowego porzadku w zbiorze par liczb naturalnych
T =1{(3,10),(4,9), (5,8),...,(9,4), (10, 3)}.
Narysuj diagram Hassego tej relacji. Wskaz elementy wyréznione.

Niech A = {1 — 2% : n € N} bedzie podzbiorem zbioru liczb rzeczywistych R uporzadkowanego

przez relacje nie wiekszosci <. Podaj trzy rézne ograniczenia gorne zbioru A w R. Wskaz, o ile
istnieje, kres gorny zbioru A.

Podaj, o ile to mozliwe, przyktad zbioru cze$ciowo uporzadkowanego w postaci diagramu Hassego,
ktory ma:
(a) tylko jeden element maksymalny i nie ma elementu najwiekszego,

(b) ma tylko dwa elementy minimalne i nie ma elementu najwiekszego.

Niech r bedzie relacja binarng okre$lona w zbiorze liczb naturalnych taka, ze dla dowolnych z,y € N,
x ry wttw x jest dzielnikiem y . Niech r* bedzie relacja binarng okreslona w zbiorze P(N) taka, ze
Ar* B wttw AUB = B, dla dowoluych A, B nalezacych do P(N). Wyznacz kres dolny i kres gorny
zbioréw A, B ze wzgledu na relacje r oraz kres gorny i kres dolny zbiorow {A, B}, P(A) i P(B) w
sensie relacji r*. Wskaz elementy wyr6znione w zbiorze A U B uporzadkowanym przez relacje r.
(a) A={5,10,15,30}, B = {3,4,5,6,8,10},

(b) A={11,111,1111,11111}, B = {44,444, 4444, 44444, 44444},

(c) A={bi:ie N}, B={3i:0<i<5},

(d) A={5,7,11,13}, B = {6,8,12,14},

() A={2i:i< 15}, B={3j:0<j < T},

(f) A=1{2,4,8,16,32,64}, B = {5, 35,10, 30, 25}.

Niech F bedzie zbiorem wszystkich funkcji okreslonych na odcinku [0, 1] o wartosciach w R;.. De-
finiujemy relacje » w zbiorze F taka, ze f r g wttw, gdy dla kazdego x nalezacego do dziedziny

zachodzi f(z) < g(z). Udowodnij, ze r jest czeSciowym porzadkiem w F. Wskaz elementy wyrdz-
nione.

Dany jest zbior czesciowo uporzadkowany (X, <) oraz niepusty zbior T. W zbiorze F wszystkich
funkcji z T w X okreslamy relacje r taka, ze f r g wttw, gdy dla wszystkich t € T, f(t) < g(t).

(a) Udowodnij, ze r jest relacja czesciowego porzadku.

(b) Zbadaj, czy relacja r* taka, ze dla dowolnych f, g ze zbioru F, f r* g wttw, gdy istnieje ¢t € T
takie, ze f(t) < g(t) jest relacja czeSciowego porzadku w F.

Niech p(n) bedzie liczba réznych dzielnikow pierwszych liczby naturalnej n. W zbiorze N\{0, 1}
okreslamy relacje r taka, ze x r y wttw, gdy albo p(z) < p(y) albo p(z) = p(y) i z < y.

(a) Udowodnij, ze zbior N\{0,1},) jest liniowo uporzadkowany. Wskaz elementy wyr6znione.
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(b) Zbadaj, czy relacja r jest dobrym porzadkiem w zbiorze N\{0,1}.
23. Niech f: Ax A — Aidla wszystkich x,y, 2 € A zachodzi:

f(xay):f(yax>a f(I,f(y,Z)):f(f(I,y),Z), f(:Z?,:E):I

Definiujemy relacje < taka, ze x < y wttw, gdy f(z,y) = z. Udowodnij, ze < jest porzadkiem
czesciowym na A. Wykaz, ze f(x,y) jest najwiekszym kresem dolnym wzgledem porzadku <.

24. Niech f bedzie bijekcja odwzorowujaca zbior uporzadkowany (X, r) na zbior uporzadkowany (X*, r*)
taka, ze dla dowolnych z, y ze zbioru X, = r y wttw f(x) r* f(y). Zbadaj, czy prawdziwe sa wla-
snosci:

(a) W zbiorze X istnieje element minimalny wttw w zbiorze X* istnieje element minimalny.
(b) W zbiorze X istnieje element maksymalny wttw w zbiorze X* istnieje element maksymalny.

(c) Dla dowolnego podzbioru A zbioru X, jezeli istnieje kres dolny zbioru A w X, to istnieje kres
dolny zbioru f(A) w zbiorze X*.

(d) W zbiorze X istnieje element najwiekszy wttw w zbiorze X* istnieje element najwiekszy.

(e) Jezeli X jest zbiorem skoriczonym oraz (X, r) jest zbiorem liniowo uporzadkowanym, to (X*, r*)
jest zbiorem dobrze uporzadkowanym.

(£) Jezeli zbior (X*, r*) jest liniowo uporzadkowany, to zbior (X, r) jest tez liniowo uporzadkowany.
25. Sprawdz, czy zbior X jest (a) liniowo (b) dobrze uporzadkowany przez relacje r, gdy:

(a) X ={1,2,3,...,10} oraz r = {(z,y) : « < y},

(b) X =(1,10) oraz r = {(z,y) : x < y},

(¢) X =41,2,3,...,10} oraz r = {(x,y) : x|y},

(d) X =P({1,2,3,...,10}) oraz r = {(4,B) : A C B}.

26. Dana jest relacja r okreslona w zbiorze {1,2,3,4,5,6,7,8}. Narysuj diagramy Hassego zbioru
czesciowo uporzadkowanego (A, r). Wskaz elementy wyrdznione.

r= {(17 2)7 (27 3)7 (37 4)7 (37 5)7 (27 6)7 (67 8)7 (67 7)}’
r= {(17 2)7 (17 3)7 (37 4)7 (37 5)7 (37 6)7 (47 7)7 (57 7)7 (67 7)}'

27. Narysuj diagramy Hassego zbioru czesciowo uporzadkowanego (P(U),C), gdzie U = {1,10,11}.
Wskaz elementy wyroznione. Wyznacz sup (A) i inf (A), gdzie A = {X : X € P({1,10})}. Czy w
zbiorze P(U)\{0, U} (zbior ztozony z podzbioréw wlasciwych zbioru U) istnieje element najmniejszy
i najwiekszy?

28. Niech (A, |) bedzie zbiorem uporzadkowanym. Wskaz elementy wyroznione, gdy:
(a) A={1,2,3,...,10},

(b) A={2,3,4...,100},
(c) A={5":2eN}U{3,4,6,9},

(d) A=N,
(e) A=N\{0,1},
(f) A=Z.

29. Dany jest zbior A = {a, b}, gdzie a < b. Wypisz elementy aba, bad, aa, bbb, ab, bbab, abbb zbioru A*
w porzadku rosnacym w sensie porzadku (a) leksykograficznego (b) standardowego.

30. Niech X bedzie pewnym alfabetem. Dla wy, wy € ¥* niech w; r wo wttw, gdy dtugosé(wr) <dlugoséws.
Czy r jest czeSciowym porzadkiem w zbiorze ¥*?7 odpowiedz uzasadnij.

31. Udowodnij, ze jesli w zbiorze czesciowo uporzadkowanym jest element najwiekszy (najmniejszy), to
jest on jedynym elementem maksymalnym (minimalnym).
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32.

33.

34.

Czy dla danego X # () mozna tak okresli¢ relacje r tak, by byla ona relacja rownowaznosci i
jednoczesnie zbior (X, r) byt czesciowo uporzadkowany?

Czy dla danego X takiego, ze | X| > 1 mozna tak okresli¢ relacje r, by byla ona relacja rownowaz-
noéci i jednoczesnie zbior (X, r) byl liniowo uporzadkowany?

Niech F' bedzie zbiorem wszystkich odwzorowan postaci f : N — N. W zbiorze tym okreslamy
relacje r taka, ze {an} r {bn} wttw, gdy (Vi (m < k = (am = bim) Abk < ag) V {an} = {bn})-
Udowodnij, ze relacja r jest porzadkiem liniowym.
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