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—
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Zbior i illoczyn
kartezjanski



Pojecie zbioru
-

e Zbior jest pojeciem pierwotnym, tzn. nie podajemy
jego formalnej definicji. Intuicyjnie powiemy, ze

zbior jest kolekcjg pewnych obiektow.

e Obiekty, ktore nalezg do pewnego zbioru nazywamy
elementami tego zbioru. Pojecie elementu zbioru
rowniez jest pojeciem pierwotnym.

e /biory bedziemy oznaczac¢ duzymi literami A, B, X
a ich elementy matymi a,b,x itp..



Elementy zbioru
-

e /Zdanie ,element a nalezy do zbioru A”
(lub ,a jest elementem zbioru A) zapisujemy

acA.

e Zdanie ,element a nie nalezy do zbioru A’
(lub ,a nie jest elementem zbioru A)
zapisujemy

agA.



lloczyn kartezjanski

Anastacia,
Maria Carey,

Shakira

(Anastacia,l); (Anastacia,2); (Anastacia,3); iloczyn kartezjaﬁski

<

(Maria Carey,1); (Maria Carey, 2); (Maria Carey,3);

(Shakira,1); (Shakira, 2); (Shakira,3)



lloczyn kartezjanski

lloczynem (produktem) kartezjanskim zbiorow X 1Y,
oznaczanym przez XxY, nazywamy zbior ztozony

z wszystkich par uporzgdkowanych (x,y) takich, ze
XeX1vyeY,

(X,¥)e XxY wttw xe X iyeY.

UWAGA: (a,b) = (b,a)



Przykiad
S

X=N={0,1,2,3,...}, Y={y: 1<y<2}

XY={(X,y) : XxeN 1 1<y<2}
(0,1)eX’Y, (1,3/2)eX’Y, (2,2) eX’Y
(1,1/2)¢ XY



Przykiad
S

X=N={0,1,2,3,...}, Y={y: 1<y<2}
y

JITL

0 1 2 3 4



Pojecie relacji



Intuicje

Relacja - zaleznosc (funkcja, stosunek,
zwigzek, powigzanie, wiez) miedzy dwoma
badz wieloma elementami.

Witasnosc przystugujgca pewnym elementom.

Jezykiem relacji mozna opisywac wiele zjawisk
ZycCia codziennego:

relacje rodzinne, relacje spoteczne
(miedzyludzkie), relacje emocjonalne.



Przykiad
-

e Niech A=zbior ludzi, B=zbior sportow
r = {(a,b)e AxB : cztowiek a lubi uprawiac¢ sport b}

JanekN narciarstwo
Piotr — tenis

’4

Kasia ptywanie




Przykiad

e Niech A=zbior miast oraz B=zbior panstw
r ={(a,b)e AxB : miasto a lezy w panstwie b}

Paryz Niemcy
Hamburg
Barcelona
Madryt
Marsylia

.a Corunia

Francja

Hiszpania



Przykiad
S

e Niech A=B=zbior panstw
r ={(a,b)e AxB : panstwo a graniczy z panstwem b}

Niemcy — //'VNlemcy

—— - Francja
Francja ~\
Polska : ’/”4’ Polska
=<

. Austria
Austria=———+ ’ — T
_— /——— 3 Czechy




Przykiad

e Niech A=zbiér modeli samochodow
B=zbior marek samochodoéw
r ={(a,b)e AxB : a jest modelem marki b}

Fiesta

i . o  >Ford
SN Almera 
— =0 Nissan

S ¥ |biza
‘ Seat



Przyktad
c -

e Niech A=B={3,4,6,8}
r = {(a,b)eAxB : a jest dzielnikiem liczby b}




Definicja relacji

e Niech X iY bedq dwoma zbiorami.

Dowolny podzbior r produktu kartezjanskiego
XxY  nazywamy relacjqg dwuargumentowg
(binarng) w XxY.

e Jesli X=Y, to mowimy, ze r jest relacjq binarng
w X.



Definicja relacjl
-

Jesli
(x,y)er
to piszemy
Xry

i mowimy, ze relacja r zachodzi miedzy
elementami x i y.



Sposoby reprezentacii
-

e Niech A=B={Niemcy, Francja, Polska, Austria, Czechy}
r ={(a,b)e AxB : panstwo a graniczy z panstwem b}

Niemcy — //'VNlemcy

—— - Francja
Francja ~\
Polska : ’/”4’ Polska
=<

Austria /"> — Austria
/4» — Czechy




Sposoby reprezentacii:
wypisanie par nalezacych do relacjl

e Niech A=B={Niemcy, Francja, Polska, Austria, Czechy}
r ={(a,b)e AxB : panstwo a graniczy z panstwem b}

r = {(Niemcy, Francja), (Niemcy,Polska),

(Niemcy, Austria), (Niemcy, Czechy), (Francja, Niemcy),
(Polska, Niemcy), (Polska, Czechy), (Austria, Niemcy),
(Austria, Czechy), (Czechy, Niemcy), (Czechy, Polska),
(Czechy, Austria)}



Sposoby reprezentacii:
tabelka (macierz)

e Niech A=B={Niemcy, Francja, Polska, Austria, Czechy}

r = {(a,b)eAxB : panstwo a graniczy z panstwem b}

Niemcy | Francja | Polska | Austria | Czechy
Niemcy - + + + +
Francja + - - - -
Polska + - - - +
Austria + - - - +
Czechy + : + + -




Sposoby reprezentacii:
graf
-

e Niech A=B={Niemcy, Francja, Polska, Austria, Czechy}
r ={(a,b)e AxB : panstwo a graniczy z panstwem b}

Niemcy

_ / \Polska
Francja

Austria
Czechy



Dziedzina

Dziedzing relacji reXxY nazywamy zbior
D(r) tych xeX, dla ktorych istnieje yeY,
taki ze (x,y)er:

D(r)={xeX : istnieje yeY dla ktorego (x,y)er}.



Dziedzina
N

e Niech A=B={3,4,9,16}
r ={(a,b)eAxB : a jest kwadratem liczby b}

DZIEDZINA RELACJI r



Przeciwdziedzina
7

Przeciwdziedzing relacji reXxY nazywamy
zbior D*(r) tych yeY, dla ktorych istnieje
xeX, takie ze (x,y)er:

D*(r)={yeY : istnieje xeX dla ktorego (x,y)er}.



Przeciwdziedzina
o

e Niech A=B={3,4,9,16}
r ={(a,b)e AxB : a kwadratem liczby b}

PRZECIWDZIEDZINA RELACJI r



Przyktady relacji



Relacje okreslone w zbiorze liczb
rzeczywistych i catkowitych

® X Iy Wttw X<y,

® X Iy Wttw X=Y,

e X Iy wttw x+y<10,

® X Iy Wttw X=y.



Przyktady zastosowania relacji w
definiowaniu programow
-

Programl
begin
Z:=X; y:=1;
while z-y>0
do
Z:=2-Y,
y:=y+2
od
end



Przyktady zastosowania relacji w
definiowaniu programow
-

Program?2
begin
z.=0;
while zzy
do
Z2:=7+1;
X:=x+1
od
end



Relacja modulo
-

Niech p bedzie ustalong liczbg catkowita,
wiekszg niz 1. Wezmy liczby catkowite m i n.
Mowimy, ze
liczba m przystaje do liczby n modulo p
| piszemy
m=n (mod p),
gdy roznica (m-n) jest wielokrotnoscig p.



Relacja modulo c.d.
-

e /=2 (mod 5), bo 7-2 jest podzielne przez 5,

e 12=22 (mod 10), bo 12-22 jest podzielne
przez 10.

Arytmetyka modularna jest uzywana miedzy
iInnymi w kryptografii (szyfr RSA - Ronald Rivest,
Adi Shamir, Leonard Adleman).



Relacje okreslone w zbiorze
programow

Program P1 jest w relacji r z programem P2

wttw wartosS¢ zmiennej x po wykonaniu programu
P1 jest taka sama jak wartos¢ zmiennej x po
wykonaniu programu P2 dla tych samych danych

poczatkowych.



Relacje okreslone w zbiorze
programow
-

Czy program P1 jest w relacji r z programem P2?
P1(k) ={ x:=k } dla keZ,

P2(k) = { x:=Vk? } dla keZ.



Relacje okreslone w zbiorze
programow
-

Niech A={0,1,2,3}, B=N.
Czy program P1 jest w relacji r z programem P27

P1 ={y:=random(A); if y jest liczbg parzysta
then x:=y+1 else x:=y-1 },

P2 = {y:=random(B); x:=y mod 4 }.

gdzie random(X) jest akcjg polegajacg na wylosowaniu
dowolnej liczby ze zbioru X.



Relacje okreslone w zbiorze
automatow

Automat Al jest w relacji r z automatem A2 wttw
zbior stanow osiggalnych automatu A1 jest taki
sam jak zbior stanow osiggalnych automatu A2
dla tych samych stanow poczatkowych.



Relacje okreslone w zbiorze
automatow

Czy dla ponizszych automatoéw zachodzi (A1,A2)er?




Rodzaje relacjl



Relacja zwrotha
-

Relacje binarng reXxX nazywamy
zwrotnq
wttw dla kazdego xeX,

(X,X)er.



Relacja zwrotha
-

Inaczej: r jest zwrotna wttw

{(X,X) : xXeX} cr.



Relacja zwrotna
.

e Niech A={3,4,6,8}
r = {(a,b)eA? : a jest dzielnikiem liczby b}




Relacja zwrotna
.

e Niech A={3,4,6,8}
r = {(a,b)eA?: a jest dzielnikiem liczby b}

&
o ®

&



Relacja zwrotha
-

e Niech A={3,4,6,8}
r={(a,b)eA?: ajest dzielnikiem liczby b}

Relacja jest zwrotnha, bo dla kazdego acA, (a,a) e r

(3,3) er,(4,4) €r,(6,6) €r,(8,8) er



Relacja przeciwzwrotna
-

Relacje binarng reXxX nazywamy
przeciwzwrotng
wttw dla kazdego xeX,

(X,X)er.



Relacja przeciwzwrotna
-

Inaczej: r jest przeciwzwrotna wttw

{(X,X) : xXeX}nr = &.



Relacja przeciwzwrotna
-

e Niech A={Niemcy, Francja, Polska, Austria, Czechy}
r = {(a,b)eA? : panstwo a graniczy z panstwem b}

Niemcy

_ / \Polska
Francja

Austria
Czechy



Relacja przeciwzwrotna
-

e Niech A={Niemcy, Francja, Polska, Austria, Czechy}
r = {(a,b)eA? : panstwo a graniczy z panstwem b}

Niemcy | Francja | Polska | Austria | Czechy
Niemcy - + + + +
Francja + - - - -
Polska + - - - +
Austria + - - - +
Czechy + : + + -




Relacja przeciwzwrotna
-

e Niech A={Niemcy, Francja, Polska, Austria, Czechy}
r = {(a,b)eA? : panstwo a graniczy z panstwem b}

Relacja jest przeciwzwrotna, bo dla kazdego acA,
(@a)er

(Niemcy, Niemcy) ¢ r, (Francja, Francja) ¢ r,
(Polska, Polska) ¢ r, (Austria,Austria) ¢ r,
(Czechy, Czechy) ¢ r



Relacja symetryczna
-

Relacje binarng reXxX nazywamy
symetrycznag
wttw dla dowolnych x,yeX,

jesli (x,y)er, to (y,x)er.



Relacja symetryczna
-

e Niech A={Niemcy, Francja, Polska, Austria, Czechy}
r = {(a,b)eA? : panstwo a graniczy z panstwem b}

Niemcy

_ / \Polska
Francja

Austria
Czechy



Relacja symetryczna
-

e Niech A={Niemcy, Francja, Polska, Austria, Czechy}
r = {(a,b)eA? : panstwo a graniczy z panstwem b}

Niemcy | Francja | Polska | Austria | Czechy
: ~~
Niemcy |~ __ L + + + +
Francja + ~ - - -
N~
Polska + - ~ _ n
: ==
Austria + - - ™~ +
~
Czechy + : + + ~




Relacja symetryczna
-

e Niech A={Niemcy, Francja, Polska, Austria, Czechy}
r = {(a,b)eA? : panstwo a graniczy z panstwem b}

Relacja jest symetryczna, bo dla kazdego a, b € A,

jesli a graniczy z b, to b graniczy z a

tzn. jesli (a,b)er, to (b,a)er



Relacja przeciwsymetryczna
-

Relacje r nazwiemy
przeciwsymetryczna
(asymetryczng)

wttw dla dowolnych x,yeX

jesli (x,y)er, to (y,x)er.



Relacja przeciwsymetryczna
-

e Niech A={3,4,9,16}
r = {(a,b)eA?: a jest kwadratem liczby b}



Relacja przeciwsymetryczna
-

e Niech A={3,4,9,16}
r={(a,b)eA?: ajest kwadratem liczby b}

<
~_| 3 | 4| 9 | 16
3 | >
4 <
S
9 + ™
16 = + = \'\
=i




Relacja przeciwsymetryczna
-

e Niech A={3,4,9,16}
r={(a,b)eA?: ajest kwadratem liczby b}

Relacja jest przeciwsymetryczna, bo dla kazdego a,b€A,

jesli a jest kwadratem liczby b, to
b nie jest kwadratem liczby a

tzn. jesli (a,b)er, to (b,a) &r



Relacja antysymetryczna
-

Relacje binarng reXxX nazywamy
antysymetryczng
wttw dla dowolnych x,yeX,

jesli (x,y)eri (y,x)er, to x=y.



Relacja antysymetryczna
-

e Niech A={3,4,6,8}
r = {(a,b)eA? : a jest dzielnikiem liczby b}

® e

&



Relacja antysymetryczna
-

e Niech A={3,4,6,8}
r = {(a,b)eA? : a jest dzielnikiem liczby b}

~.| 3|46 8

3 [T« - +

N
4 S -
\‘\
6 - I
8 \\d;
a




Relacja antysymetryczna
-

e Niech A={3,4,6,8}
r ={(a,b)eA?: ajest dzielnikiem liczby b}

Relacja jest antysymetryczna, bo dla kazdego a,beA,
jesli a jest dzielnikiem liczby b i

b jest dzielnikiem liczby a, to a=b

tzn. jesli (a,b)eri (b,a)er, to a=b



Relacja antysymetryczna
-

e Niech A={-3,3,4,6,8}
r = {(a,b)eA?: a jest dzielnikiem liczby b}

To nie jest -3 R 4 -
relacja 3 + \\I-\ : +
antysymetryczna !!! 4 ] ] \\*\ _
(33)eri@-3)er| 6 | - | - | - Dw_
8

|1 3 #-3




Relacja przechodnia
-

Relacje binarng reXxX nazywamy
przechodniq
wttw dla dowolnych x,y,zeX,

jesli (x,y)eri (y,z)er, to (x,z)er.



Relacja przechodnia
-

e Niech A={-3,3,4,8}
r = {(a,b)eA?: a jest mniejsze od b}

@
\:



Relacja przechodnia
-

e Niech A={-3,3,4,8}
r={(a,b)eA?: ajest mniejsze od b}

Relacja jest przechodnia, bo dla kazdego a,b,c€A,
jesli a jest mniejsze od b |

b jest mniejsze od c, to a jest mniejsze od c

tzn. jesli (a,b)eri (b,c)er, to (a,c)er



Relacja spojna
-

Relacje binarng reXxX nazywamy
spojna
wttw dla dowolnych x,yeX,

(X,¥)er lub (y,x)er lub x=y.



Relacja spojna
-

e Niech A={-3,3,4,8}
r={(a,b)eA?: ajest mniejsze od b}

@
\=



Relacja spojna
-

e Niech A={-3,3,4,8}
r={(a,b)eA?: ajest mniejsze od b}

Relacja jest spojna, bo dla kazdego a,b€A,
albo a jest mniejsze od b albo b jest mniejsze od a

albo a=b

tzn. albo (a,b)er albo (b,a)er albo a=b



Jakie wlasnosci posiada ta relacja?




Dodaj lub usun jedna krawedz tak,
aby otrzymac relacje ........

...... przeciwsymetryczng

‘ v
( ./




Dodaj lub usun jedna krawedz tak,
aby otrzymac relacje ........

...... przeciwsymetryczng

r

( ‘\x/'




Dodaj lub usun jedna krawedz tak,
aby otrzymac relacje ........

...... symetryczng

»

Z
3



Dodaj lub usun jedna krawedz tak,
aby otrzymac relacje ........

...... symetryczng

»

Z
* 3



Wtasnosci relacji -
zadania



Jakie wlasnosci posiada relacja?
-

Niech r bedzie relacjg okreslong w zbiorze liczb
catkowitych taka, ze

m r n wttw min{X,y}=x.



Jakie wlasnosci posiada relacja?
-

Niech r bedzie relacjg okreslong w zbiorze liczb
catkowitych taka, ze

m r n witw m=n (mod 5).



Jakie wlasnosci posiada relacja?
-

Relacja jest:

- zwrotna, bo dla kazdego catkowitego m, m-m jest
podzielne przez 5,



Jakie wlasnosci posiada relacja?
-

Relacja jest:

symetryczna, bo dla kazdego catkowitego m i n, jesli
m-n jest podzielne przez 5, to
n-m=-(m-n) tez jest podzielne przez 5,



Jakie wlasnosci posiada relacja?
-

Relacja jest:

przechodnia, bo dla kazdego catkowitego m, n, s,
jesli m-n=5k1 i n-s=5k2 dla k1,k2eZ, to
m-s=m-n+n-s=5k1+5k2=5(k1+k2) dla k1,k2eZ,

(jesli m-n jest podzielne przez 5 i jesli n-s jest
podzielne przez 5, to jesli m-s jest podzielne przez 5)



Jakie wlasnosci posiada relacja?

Niech r bedzie relacjg okreslong w zbiorze
programow takg, ze program P1 jest w relacjir z
programem P2 wttw wartos¢ zmiennej x po
wykonaniu programu P1 jest taka sama jak
wartos¢ zmiennej X po wykonaniu programu P2
dla tych samych danych poczagtkowych.



Jakie wlasnosci posiada relacja?
—

Niech r bedzie relacjg okreslong w zbiorze
automatow takg, ze automat A1 jest w relacjir z
automatem A2 wttw zbior stanow osiggalnych
automatu A1 jest taki sam jak zbior stanow
osiggalnych automatu A2 dla tych samych
stanow poczatkowych.



Algebra relac|i



Suma, iloczyn i réznica relacji
-

Jesli r; i r, sq dwiema relacjami
binarnymi w XxY, to

(X,y)e ryur, wttw (x,y)ery lub (x,y)er,,
(X,y)e rinr, wttw (X,y)er i (X,y)el,
(X,¥)e r{\r, wttw (x,y)er; i (x,y)er, .



Relacja pusta
-

Relacje binarng reXxY nazywamy

pusta

wttw dla dowolnych xeX, yeY

(X,Y)er.



Relacja pusta
-

e Niech A=zbior liczb rzeczywistych
r={(a,b)eA?: |ab| < 0}

t atwo zauwazyc, ze r = &.



Relacja petna
S

Relacje binarng reXxY nazywamy

peinag

wttw dla dowolnych xeX, yeY

(X,Y)er.



Relacja petna

e Niech A={Asia, Krysia, Piotr}
r = {(a,b)eA?: a lubi b}




Relacja odwrotna

Niech r bedzie relacjg binarng w XxY.

Relacjq

odwrotna
do relacji r nazywamy relacje r -1 okreslong
w YxX takq, ze dla dowolnych xeX i yeY,

(y,X)er -1 wttw (x,y)er.



Relacja odwrotna

A=zbior modeli samochodow,
B=zbior marek samochodow

r < AxB, r ={(a,b): a jest modelem marki b}
4

— Ford

m Fiesta—

—> Nissan

—Seat

2 e 1
ot S




Relacja odwrotna

A=zbior modeli samochodow,
B=zbior marek samochodow

r -1 < BxA, r-1={(b,a): bjest markg modelu a}
4

m Fiesta<_

— Ford

— Nissan

Seat

S Relacja odwrotna do relacji r

~ . e |



Zlozenie relacji
-

Niech rycXxY oraz r,cYxZ.

Ztozeniem
relacji ry z r, nazywamy relacje r;°r,
bedgacq podzbiorem zbioru XxZ okreslong
dla dowolnych xeX i zeZ nastepujgco:

(x,z)e ri°r, witw istnieje takie yeY, ze
(XIY)Erl | (YIZ)ErZ'



Ztozenie relacji
oo

— ~> Ford

Janek SUTSUIURT
: Ztozenie relacjiry z 1,
Kasla - — ——— ———— Nissan
Piotr
 Seat

———'“

m Fiesta

Relacjar,

Relacjar,



Lemat
«

Niech r bedzie relacjg binarng w zbiorze X.
Wtedy

1.r jest relacjg symetryczng wttw rcr -1,

2.r jest relacjq przechodnig wttw r°r c r.



Dowod: r jest relacjgq symetryczng wttw rcr -1

Zatézmy, ze r jest relacjg symetryczng. Wowczas,
jesli (x,y)er, to na mocy symetrii rowniez (y,x)er,
a stad (x,y)er -1. Zatem rcr 1.

Zatozmy, ze rcr-l. Wowczas, jesli (x,y)er, to
(X,y)er ~1iz definicji operacji odwracania (y,x)er.
Z dowolnosci wyboru x i y wynika, ze r jest
relacjg symetryczna.



Dowod: r jest relacjg przechodnig wttw rercr.

Zatézmy, ze r jest relacjg przechodnig. Wowczas,
jesli (x,y)er°r, to na mocy definicji operacji
sktadania, istnieje z takie, ze (X,z)er i (z,y)er.
Zatem, z przechodniosci relacji r, (X,y)er.
Ostatecznie rercr.

Zatozmy, ze rercr. Wowczas, jesli (x,y)eri (y,z)er
dla pewnych elementow X, y, z zbioru X, to
(X,z)er°r i w konsekwencji (x,z)er, co dowodzi
przechodniosci relacji r.



Relacje
wieloargumentowe



Relacje wieloargumentowe
-

Kazdy podzbior zbioru
X x XX xX
nazywamy
n-argumentowa relacja.
Zbior X, nazywa sie i-tg dziedzing relacji

n-argumentowe].



Relacje wieloargumentowe
-

Niech rcRxRxR, relacja trojargumentowa
zdefiniowana nastepujgco:

r={(X,y,2) : x+y=z}

Zauwazmy, ze:
(1,2,3) er
(3,4,7) e
(3,45) ¢r



Relacje
rownowaznoscl



Intuicje

4 Ford

@gﬂ Flesta

;'Jeep

. Nissan ST ([ Ko,
i Cherokee

=y Patrol




Intuicje:
podziat wediug marki

=, - Nissan
= Patrol




Intuicje:
podziat wedtug klasy

A= Ford
e

=2 ¥ Expedition

sportowe

terenowe

LS
osobowe



Definicja
-

Relacje binarng r okreslong w zbiorze X
nazywamy

relacja rownowaznosci
wttw relacja r jest zwrotna, symetryczna i
przechodnia, tzn. dla dowolnych x,y,zeX,
1. (X,X)er,
2. jesli (x,y)er, to (y,xX)er,
3. jesli (x,y)eri (y,z)er, to (X,z)er.



Intuicje:
podziat wediug marki

4 Ford

'@% Flesta

To jest relacja rownowaznosci



Klasy abstrakcji (warstwy)
-

Jesli r jest relacjg rownowaznosci w zbiorze
X, to przyjmujemy oznaczenie

[x], = {yeX : X r y}.

O zbiorze [x], mowimy:
klasa abstrakcji (warstwa)
elementu X, ze wzgledu na relacje r.



Klasy abstrakcji (warstwy)
-

O elemencie x mowimy, ze jest
reprezentantem
klasy [x]..



Intuicje:
podziat wediug marki

Reprezentant

N\

[SC] = {a: a jest samochodem marki Lexus}
[Fiesta] = {a : a Jest samochodem marki Ford}



To tez jest relacja rownowaznosci
—




To tez jest relacja rownowaznosci
—

o o

\) Kazdy kolor okre$la

inng klase¢ abstrakcji




Przyktad
-

Niech X=zbior liczb catkowitych,
r={(X,y)ex*: |[X|=]y|}

To jest relacja rownowaznosci, bo jest ona:

zwrotna: dla kazdego x, |x|=]|X]
symetryczna: dla kazdego x,y,
jesli |x[=1yl, to |y|=[x]
przechodnia: dla kazdego x,Y,z,
jesli [x[=ly| i |yl=|z], to |x|=]z]



Przykiad

Niech X=zbior liczb catkowitych,
r={(X,y)ex* : |X|=]y|}

Wyznaczymy klasy abstrakcji:
[1]={x: x r 1}={x: [x|=|1]}={-1,1}
[2]={x: x r 2}={x: [x]|=]|2]}={-2,2}



Czy ponizsza relacja jest relacja
rownowaznosci?

Niech r bedzie relacjg okreslong w zbiorze liczb
catkowitych taka, ze

m r n witw m=n (mod 5).



Czy ponizsza relacja jest relacja
rownowaznosci?

Niech r bedzie relacjg okreslong w zbiorze
programow takg, ze program P1 jest w relacjir z
programem P2 wttw wartos¢ zmiennej x po
wykonaniu programu P1 jest taka sama jak
wartos¢ zmiennej X po wykonaniu programu P2
dla tych samych danych poczagtkowych.



Czy ponizsza relacja jest relacja
rownowaznosci?

Niech r bedzie relacjg okreslong w zbiorze
automatow takg, ze automat A1 jest w relacjir z
automatem A2 wttw zbior stanow osiggalnych
automatu A1 jest taki sam jak zbior stanow
osiggalnych automatu A2 dla tych samych
stanow poczatkowych.



Lemat

Niech r bedzie relacjg rownowaznosci w X
oraz [x]., [Y]; klasami abstrakcji
elementow x i y. Wowczas:

1. Xe[x],,
2. [X], = [y], wttw x r vy,
3.jezeli [x], # [y];, to [X]; n [y], = @.



Podziaty zbioru



Definicja
-

Podziatem
zbioru X nazywamy indeksowang
rodzine (X.)._; niepustych podzbiorow
zbioru X takg, ze:

XinX;= dla i#j oraz X = U, ; X,.

el



Zasada abstrakc|i



Twierdzenie (zasada abstrakcji)
-

Kazda relacja rownowaznosci r okreslona
W niepustym zbiorze X, wyznacza podziat tego
zbioru na niepuste i roztaczne podzbiory, a
mianowicie na klasy abstrakcji relacji r.

Kazdy podziat zbioru X wyznacza relacje
rownowaznosci, ktorej klasami abstrakcji sg
doktadnie zbiory tego podziatu.



Przyktad
-

Relacja r={(x,y)eZ? : |x|=|y|} okreslona w
zbiorze liczb catkowitych dzieli ten zbior na
podzbiory postaci {-k,k} dla keZ.

Z={0}u{-1,13u{-2,2}{-3,3}U ...



Przyktad
-

Relacja r={(X,y)eZ? : m=n (mod 5)}
okreslona w zbiorze liczb catkowitych dzieli
ten zbior na 5 podzbiorow.

Z={5k:keZ}U{5k+1:keZ}{5k+2:keZ}u
{5k+3:keZ}U{5k+4:keZ}



Rownowaznosc
programow



Przyktady definicji rownowaznosci
programow
-

1. Programy P1 i P2 sg rownowazne wttw dla
dowolne] zmiennegj x, wartoS€¢ zmiennej X po
wykonaniu programu P1 jest taka sama jak
wartosc¢ zmiennej X po wykonaniu programu

P2 dla tych samych danych poczatkowych.



Przyktady definicji rownowaznosci
programow
-

2. Programy P1 i P2 sg rownowazne ze wzgledu
na zbior zmiennych X w strukturze A wttw

dla dowolnych danych poczatkowych v, P1 ma
obliczenie skonczone wttw P2 ma obliczenie
skonczone oraz

jezeli dla dowolnie ustalonych danych
poczatkowych oba programy majg obliczenia
skonczone i udane, to wyniki sg identyczne na
zbiorze zmiennych X.



Przyktady definicji rownowaznosci
programow

3. Programy P1 i P2 sg rownowazne w
strukturze A ze wzgledu na zbior witasnosci Z
wttw dla dowolnego a.eZ | dla dowolnych
danych poczgtkowych wyniki programu P1
spetniajg warunek a wtedy 1 tylko wtedy, gdy
wyniki programu P2 spetniajg warunek o.



Zadanie domowe
oo

Dane sg dwa programy P1 i P2. Czy sg one
rownowazne w sensie powyzszych definicji? Co
obliczajg te programy?



Zadanie domowe
oo

P1(x):
begin
a:=1; b:=x;
while (b-a)> 6
do
y:=(a+b)/2;
If (a-x)(y?-x)<0 then b:=y else a:=y fi
od
end

(x jest liczbg dodatnig wiekszg od 1, a 6 ustalong liczbg dodatnig)



Zadanie domowe
oo

P2(x):
begin
2:=0; y:=X;
while |z-y|= &
do
Z:=Y;
y:=(z+x/z)/2
od

end



