Porzadki
—

Materialy pomocnicze do wykladu

uczelnia: PJWSTK
przedmiot: Matematyka Dyskretna 1
wyktadowca: dr Magdalena Kacprzak




Relacje porzadkujace



Przykiad: marynarka wojenna
S

kapitan marynarki

porucznik marynarki

admirat
chorgzy

komandor marynarz

mat bosman



Przykiad: marynarka wojenna
S

marynarz —— mat — bosman —— chorgzy
|
l
porucznik marynarki —— kapitan marynarki
|
i

komandor > admirat




Przykiad: marynarka wojenna
S

admirat, komandor, kapitan marynarki,
porucznik marynarki, chorgzy sztabowy,
bosman, mat, marynarz



Przykiad: wojska lgdowe
S

putkownik
generat kapral

porucznik

plutonowy

major sierzant



Przykiad: wojska lgdowe
S

kapral plutonowy — sierzant —— porucznik

l

major — putkownik — generat



Przykiad: wojska lgdowe
S

generat, putkownik, major, porucznik,
chorazy, sierzant, plutonowy, kapral



Przyktad: PJWSTK - struktura
-

Prodziekan Wydziatu
Prorektor ds. Informatyki

studenckich

Dziekan Wydziatu
Informatyki

Dziekan Wydziatu

Prorektor ds. Rektor Sztuki N_wach
0golnych Mediow



Przyktad: PJWSTK - struktura
-

l Rektor l
Prorektor ds. Prorektor ds.
ogolnych studenckich
|
l l
Dziekan Wydziatu Dziekan Wydziatu
Sztuki Nowych Mediow Informatyki

Prodziekan Wydziatu
Informatyki



Przykiad
S

Zbior: {11,12,13,10}
Relacja: <

Gratf:



Przykiad
S

Zbior: {10,11,12,13}
Relacja: <

Gratf:




Przykiad
S

Zbior: {2,4,6,8}
Relacja: | (podzielnosci)

Gratf:



Przykiad

Zbior: {2,4,6,8}
Relacja: | (podzielnosci)

Gratf:




Przykiad
S

Zbior: {1,2,5,10}
Relacja: | (podzielnosci)

Gratf:



Przykiad

Zbior: {1,2,5,10}
Relacja: | (podzielnosci)

Gratf:




Przykiad

Zbior: P(X), gdzie X={1,2},
P(X)=?7?77

Relacja: ¢

Gratf:



Przykiad

Zbior: P(X), gdzie X={1,2},
P(X)={<, {1}.{2}.{1,2}}
Relacja: ¢

Gratf:



Przykiad

Zbiér: P(X), gdzie X={1,2},
P(X)={Y, {1},{2}.{1,2}}

Relacja: ¢ h
Graf: {1}

12}

(1.2}



Definicja

Relacje binarng r w zbiorze X nazywamy relacjg
porzadku czesciowego lub krotko relacjg
porzadku wtedy i tylko wtedy, gdy jest ona
zwrotna, antysymetryczna i przechodnia,
tzn. dla wszystkich x, y, z € X,

1. (X,X)er,

2. jesli (x,y)eri(y,X)er,tox =y,

3. jesli (x,y)eri(y,z)er, to (x,2)er.



Relacja: zwrotnha, antysymetryczna,
przechodnia




Diagramy Hassego



Przykiad
S

Zbior: {1,2,5,10}
Relacja: | (podzielnosci)




Przykiad
S

Zbior: {1,2,5,10}
Relacja: | (podzielnosci)




Przykiad
S

Zbior: {1,2,5,10} Diagram Hassego
Relacja: | (podzielnosci)




Definicja
-

Diagramem Hassego relacji porzadku r w
zbiorze X nazywamy graf niezorientowany
G=(X,E), ktorego zbiorem wierzchotkow
jest zbior X , a krawedzie sg okreslone
nastepujgco

(X,¥)e E wttw (X,y)er i nie istnieje zeX, ze
Z#X, zzYy 1 (X,2)er i (z,y)er



Elementy wyroznione



Definicja

Element x, nazywamy
maksymalnym
w zbiorze uporzadkowanym (X,r)
wtedy i tylko wtedy, gdy
nie istnieje yeX taki, ze
Xg#Y 1 (Xg,Y)er.



Definicja

Element x, nazywamy
minimalnym
w zbiorze uporzadkowanym (X,r)
wtedy i tylko wtedy, gdy
nie istnieje yeX taki, ze
Xog#Y 1 (Y,Xg)er.



Definicja
-

Element x, nazywamy
najmniejszym

w zbiorze uporzadkowanym (X,r)

wtedy i tylko wtedy, gdy

dla kazdego yeX, (X,,Y)er.



Definicja

Element x, nazywamy
najwiekszym

w zbiorze uporzadkowanym (X,r)

wtedy i tylko wtedy, gdy

dla wszystkich yeX,

(Y,Xg)er.



Przykiad

Zbior: {2,4,6,8,10,12,16}
Relacja: | (podzielnosci)

Diagram Hassego:



Przyklad Elementy maksymalne

Zbior: {2,4,6,8,10,12,16}
Relacja: | (podzielnosci)

Diagram Hassego:

Element minimalny | najmnigjSzy  e——>b



Przykiad
S

Zbior: {4,6,8,12,16,48} @
Relacja: | (podzielnosci)

15

Diagram Hassego:

12 8
(6) @



P rzy klad Element maksymalny 1 najwickszy

Y A

Zbior: {4,6,8,12,16,48} @
Relacja: | (podzielnosci)

15

Diagram Hassego:

12 8

Elementy minimalne = (6) (4)
—



Przykiad
S

Zbior: {1,2,5,10}
Relacja: | (podzielnosci)

Diagram Hassego:




Przykiad

Element maksymalny 1 najwickszy

Zbior: {1,2,5,10}
Relacja: | (podzielnosci) /

Diagram Hassego:

Element minimalny 1 najmniejszy =——» 0



Przykiad
S

Zbior: {4,8,16}
Relacja: | (podzielnosci)

Diagram Hassego:




Przykiad

Element maksymalny 1 najwickszy

Zbior: {4,8,16}
Relacja: | (podzielnosci) /

9

Diagram Hassego:

(®)

Element minimalny 1 najmniejszy =——» @



Przyktad: PJWSTK - struktura
-

¢ Rektor !
Prorektor ds. Prorektor ds.
ogolnych studenckich
' [
\5)V2|§k.a? Dziekan
ydzlail Wydziatu
Sztuki Nowych Informatvki )
Mediow y Prodziekan
Wydziatu

Informatyki



Przykiad: PJWS Element najwiekszy i maksymalny

.

|

Prorektor ds. Prorektor ds.
0ogolnych studenckich

=

\l/DVZic(;k'aT Dziekan
- kY N2|au ) Wydziatu
Ztuki Nowyc Informatyki

Prodziekan
Wydziatu

Medidw

~\ Elementy minimalne == | Informatyki



Przyktad: PJWSTK - struktura
-

¢ Rektor !
Prorektor ds. Prorektor ds.
studenckich ogolnych
! [
\I;)Vzgk.a:l Dziekan
ydzlaiu Wydziatu l
Sztuki Nowych Informatyki
Medidéw Prodziekan

~— Wydziatu

Elementy nieporownywalne = [ Informatyki



Ograniczenia | kresy
zbiorow



Definicja
-

Niech r bedzie relacjg porzadku w X
oraz niech A bedzie podzbiorem X.

Ograniczeniem gornym
zbioru A w X nazywamy element x,eX,

taki, ze
(a,Xp)er dla wszystkich aeA.



Definicja
-

Ograniczeniem dolnym

zbioru A w X nazywamy element x,eX
taki, ze
(Xq,a)er dla wszystkich acA.



Przykiad

Zbior: {2,4,6,8,10,12,16}
Relacja: | (podzielnosci)

Diagram Hassego:

Rozwazmy zbior {2,6}



Ograniczenia gorne zbioru {2.,6
Przyktad ° ° 0

Zbior: {2,4,6,8,10,12,1/6} @
Relacja: | (podzielno$

Diagram Hassego: @

Ograniczenie dolne zbioru {2,6



Przykiad

Zbior: {2,4,6,8,10,12,16}
Relacja: | (podzielnosci)

Diagram Hassego:

Rozwazmy zbior {2.,4}



Przykia d Ograniczenia gorne zbioru {2.,4}

Zbior: {2,4,6,8,10,12,16}
Relacja: | (podzielnosci)

15

Diagram Hassego:

Ograniczenie dolne zbioru {2,4} "’




Uwaga
o]

Podzbior zbioru uporzadkowanego
moze miecC wiele roznych ograniczen
gornych i wiele roznych ograniczen
dolnych.

Ograniczenia dolne i ograniczenia
gorne danego zbioru A mogg,
ale nie muszg, nalezec do zbioru A.



Definicja
-

Kresem gornym (supremum)
zbioru A, podzbioru zbioru
uporzadkowanego (X,r) nazywamy
najmniejsze ograniczenie gorne zbioru A,
oznaczone przez sup A, tzn. X, = sup A
witw
1. (a,Xy)er dla kazdego a<A,

2. jesli b jest ograniczeniem gornym zbioru A, to
(Xq,/D)er.



Definicja

Kresem dolnym (infimum)

podzbioru A zbioru uporzadkowanego (X,r)
nazywamy najwieksze ograniczenie dolne zbioru A

oznaczone przez inf A,

tzn. x,; = inf A wttw

1. (Xy,a@)er dla kazdego ac A,

2. jesli b jest ograniczeniem dolnym zbioru A, to
(b,xq)er.



Przykiad

Zbior: {2,4,6,8,10,12,16}
Relacja: | (podzielnosci)

Diagram Hassego:



Przykiad

Zbior: {2,4,6,8,10,12,16}
Relacja: | (podzielnosci)

Diagram Hassego:




Przykiad

Zbior: {1,2,5,10}
Relacja: | (podzielnosci)

Diagram Hassego:




Przykiad

Zbior: {1,2,5,10}
Relacja: | (podzielnosci) sup{2,5}=10

Diagram Hassego:



Krata



Definicja
-

Zbior uporzadkowany, w ktorym dla

dowolnych dwoch elementow istnieje

kres gorny i kres dolny nazywamy
krata



Przykiad
-

Zbior: {2,4,6,8}
Relacja: | (podzielnosci) To nie jest krata!

Diagram Hassego (8)

@




Przykiad
-

Zbiér: {2,4,6,18,24,72)

Relacja: | (podzielnosci) To Jest krata!

Diagram Hassego



Porzadek liniowy |
dobry porzadek



Definicja
-

Relacje binarng r w zbiorze X nazywamy

porzadkiem liniowym
wtedy i tylko wtedy, gdy
1.r jest relacjg porzadku czesciowego,

2.1 jest relacjg spojng, tzn. dla dowolnych
X,yeX

(X,¥)er lub (y,xX)er lub x = v.



Lemat
«

Niech (X,r) bedzie zbiorem liniowo
uporzgdkowanym, wtedy

1.jesli w X istnieje element maksymalny,
to jest on elementem najwiekszym,

2.jesli w X istnieje element minimalny, to
jest on elementem najmniejszym.



Przykiad
S

Zbior: {14,11,12,13,10}
Relacja: <




Przykiad:
S

kapral plutonowy sierzant porucznik

major putkownik generat



Definicja

Relacjg binarng w X nazywamy
dobrym porzadkiem
wtedy i tylko wtedy, gdy jest
to porzadek liniowy i dobrze ufundowany,
tzn.
kazdy niepusty podzbior zbioru X
ma element pierwszy.



Przykiad
S

Zbior {4,5,6,7} z relacjg <
jest dobrym porzgdkiem.

Zbior (4,7) z relacjg <
NIE jest dobrym porzadkiem.



Szczegolne porzadki



Porzadek produktowy
o

Niech (U,,ry), (U,,r,) , ..., (Uy,r,) beda zbiorami
czesciowo uporzgdkowanymi.

Porzadkiem produktowym
zdefiniowanym w zbiorze U,xU, x... x U,
nazywamy relacje r takg ze

(X1, X5yeeey X ) T (X ,X 55000y X))
witw, gdy

(X;,X')er; , (X,,X5)eTr,, ... , (X, X'\ ) € 1.



Porzadek produktowy
o

Rozwazmy zbiory (Uy, 1y), (Uy, I,),
gdzie U,=U,={1,2,3,5,7}orazr,=r,= <.

(3.2)

(1,1) 5.7)

(1.5)
(2.3)



Porzadek produktowy

N

(1,5) (2,3) (3,2)

N




Porzadek stownikowy
o

Niech (U,,ry), (U,,r,) , ..., (U,,r,) bedg zbiorami
czesciowo uporzgdkowanymi.

Porzadkiem stownikowym
zdefiniowanym w zbiorze U, xU, x... x U,
nazywamy relacje r takg ze

(X1, X250 Xi) T (Y1:Y20--3Y)
witw, gdy
xi=y; dla kazdego i=1,...,Kk
lub
Istnieje m (1 <m <k) takie, ze X, # Y, | (X;,Ym) € 'm
| dla kazdego i=1,....m-1, x,= V..



Porzadek stownikowy
o

101

000
010

110
001



Porzadek stownikowy
o

000 001 010 101 — 110



Porzadek leksykograficzny
-

Niech X bedzie ustalonym alfabetem
uporzadkowanym liniowo przez relacje r.
W zbiorze * definiujemy relacje r;, porzadku
leksykograficznego, nastepujgco
(X11X21"'Xn) L (Y1IYZI"'Ym)

wttw albo

n <m idla wszystkich 0<i<n , x;=Yy,
albo istnieje takie O<k <min(n,m), ze dla kazdego
i, O<i<k,

X; = y;0raz (X, Y, )er, X # Y,



Porzadek leksykograficzny
S

babb
ab

aac
abc



Porzadek leksykograficzny
S

aac ab abc b babb



Porzadek leksykograficzny
S

marynarz bosman

mat

kapitan

komandor e



Porzadek leksykograficzny
S

admirat —— bosman —— kapitan

komandor marynarz mat




Porzadek standardowy

Niech X bedzie ustalonym alfabetem
uporzadkowanym liniowo przez relacje r.
W zbiorze >* definiujemy relacje r*, porzadku
standardowego, nastepujaco
(X1 X5pee:eX) T* (Y1,Yoree:Ym)
wttw albo
n<m

albo n=m i (X{,X5,...X,) 'y (Y1,Y5/++-Yn)s
gdzie r, jest porzadkiem stownikowym w X",



Porzadek standardowy
o

babb
ab

aac
abc



Porzadek standardowy
o

b ab aac abc babb



Porzadek standardowy
o

marynarz bosman

mat

kapitan

komandor sl ol T



Porzadek standardowy
o

mat bosman —— admirat
|
|

kapitan komandor marynarz




