Algebra zbiorow
-

Materialy pomocnicze do wykladu

uczelnia: PJWSTK
przedmiot: Matematyka Dyskretna 1
wyktadowca: dr Magdalena Kacprzak




Teoria mnhogosci
—

e T[eoria mnogosci
jest dziatem matematyki
Zajmujacym sie badaniem
wtasnosci zbiorow.

e Podstawy teorii
mnogosci stworzyt
niemiecki matematyk

Georg Cantor
w latach 1871-1883




Teoria mnhogosci
—

e \Wprowadzit m.in. Pojecia: rownolicznosci i _

: L e : . Georg Ferdinand
przeliczalnosci zbioréw, mocy zbioru i liczby Ludwig Philipp Cantor
kardynalnej, uporzadkowania zbioru i zbioru
dobrze uporzgdkowanego, punktu skupienia
zbioru itd.

e Jego badania wywarty olbrzymi wptyw na na
rozwoj matematyki, szczegolnie topologii, teorii
funkcji rzeczywistych, teorii struktur itp.

e, \W teorii liczb umiejetnosc stawiania zagadnien
jest wazniejsza niz umiejetnosc ich rozwigzywania”.

3.03.1845 (Sankt Petersburg)-
6.01.1918 (Halle)



Teoria mnhogosci
—

Georg Ferdinand
Ludwig Philipp Cantor

Definicja zbioru wg Cantora:

Zbiorem jest spojenie w catos¢ okreslonych
rozréznialnych podmiotow naszej
poglgdowosci czy mysli, ktore nazywamy
elementami danego zbioru.

3.03.1845 (Sankt Petersburg)-
6.01.1918 (Halle)



Zbior | jego elementy



Pojecie zbioru
-

e /bior studentow, nauczycieli, programow,
komputerow itp.



Pojecie zbioru
c--

e /bior panstw nalezacych do Unii Europejskie;
(rok 2009 — 2bior

Austria, Belgia, Butgaria, Cypr, Czechy,
Dania,Estonia, Finlandia, Francja, Niemcy, Grecja, Wegry,
Irlandia, Wtochy, Litwa, totwa, Luksemburg, Malta, Holandia, Polska,
Portugalia, Rumunia, Stowacja, Stowenia, Hiszpania,
Szwecja, Wielka Brytania

27 elementy

Ile ten zb10r ma elé Ow? zbioru




Pojecie zbioru
-

e Zbior jest pojeciem pierwotnym, tzn. nie podajemy
jego formalnej definicji. Intuicyjnie powiemy, ze

zbior jest kolekcjg pewnych obiektow.

e Obiekty, ktore nalezg do pewnego zbioru nazywamy
elementami tego zbioru. Pojecie elementu zbioru
rowniez jest pojeciem pierwotnym.

e /biory bedziemy oznaczac¢ duzymi literami A, B, X
a ich elementy matymi a,b,x itp..



Elementy zbioru
-

e /Zdanie ,element a nalezy do zbioru A”
(lub ,a jest elementem zbioru A) zapisujemy

acA.

e Zdanie ,element a nie nalezy do zbioru A’
(lub ,a nie jest elementem zbioru A)
zapisujemy

agA.



Sposoby okreslania zbiorow
—

e przez wyliczenie elementow,

e przez podanie cech (wtasnosci) wyrdzniajgcych
W pewien sposob elementy zbioru,

e przez podanie metody obliczania kolejnych elementow.



Sposoby okreslania zbiorow

e przez wyliczenie elementow:

A={Polska, Czechy, Niemcy}
B={Warszawa, Praga, Berlin}
A={3,4,5}




Sposoby okreslania zbiorow
—

® przez podanie cech (wtasnosci) wyrozniajgcych
W pewien sposob elementy zbioru,

A={X : X jest stolicg panstwa potoznego w Europie}
Z(2)={x : x Jest liczbg catkowitg podzielng przez 2}
Z,={x : X jest resztg z dzielenia przez 2}

>*={x : X jest stowem nad alfabetem X}



Sposoby okreslania zbiorow
—

e przez podanie metody obliczania kolejnych elementow.

1. Przyjmij i =1.

2. Wylicz 2i-1 i dotgcz do tworzonego zbioru.

3. Zwieksz 10 1.

4. Zakoncz, jesli 1=6, lub powtdrz od punktu 2, jesli i<6.

X={2i-1: i=1,2,3,4,5}={1,3,5,7,9}



Zbiory wyroznione



Zbior pusty
-

e /Zbior pusty — zbior, do ktorego nie nalezy
zaden element. Istnieje tylko jeden taki zbior,
oznaczamy go J.

{x: x jest liczbg naturalng, ktorej kwadrat jest
liczbg ujemng} = G



Zbior potegowy

Zb10r
potegowy
' ) .l
Warszawa,
Praga

Warszawa

Praga



Zbior potegowy
-

e Zbiorem potegowym nazywamy zbior
P(A) ztozony z wszystkich podzbioréw zbioru A.

Zbior potegowy oznaczmy tez czasem 2A.



Zbiory liczbowe
-

— Zbior liczb naturalnych N = {0,1,2,3,...}

— Zbior liczb catkowitych Z2 ={...,-2,-1,0,1,2,3,....}
(naturalne i przeciwne do nich)
— Zbior liczb wymiernych Q = {m/n : m,neZ i n=0} , np. %; 0.1; 5 i
— Zbidr liczb niewymiernych NQ — wszystkie liczby nie dajgce
sie przedstawi¢ w postaci utamka m/n, gdzie m,neZ i n0
— Zbidr liczb rzeczywistych R = Q U NQ
- N,, Z,, R, itp.



Zbiory liczbowe




Przedzialy liczbowe
S

e Przedziat otwarty:
(a,b)={xeR: a<x<b}
e Przedziat domkniety
[a,b]={xeR: a<x < b}
e Przedziat lewostronnie domkniety
[a,b)={XeR: a<x < b}
e Przedziat prawostronnie domkniety
(a,b]={xeR: a<x < b}
e Przedziaty nieograniczone: (a,x); [a,»); («,a); (w,a]
e Zbior dwuelementowy {a,b}.



Porownywanie zbiorow



Rownosc¢ zbiorow



Rownosc¢ zbiorow

e Powiemy, ze dwa zbiory X 1Y sg rowne, X =,
wtedy | tylko wtedy, gdy dla dowolnego X, jesli
xeX, to xeY 1| jesli xeY , to xeX. Bedziemy
stosowali rowniez nieco krotszy zapis

symboliczny :

X=Y witw (xeX = xeY) oraz (xeY = xeX).



Zawieranie zbiorow



Zawieranie zbiorow

Warszawa
Praga

podzbior

nadzbi6r



Zawieranie zbiorow

e Powiemy, ze zbior X jest zawarty w Y (zbior X jest
podzbiorem zbioru Y) albo, ze zbior Y zawiera zbior X
(zbior Y jest nadzbiorem zbioru X) | piszemy

X c Y wttw kazdy element zbioru X jest rownoczesnie
elementem zbioru Y.

UWAGA. Warszawa  {Warszawa, Praga}, ale
{Warszawa} c {Warszawa, Praga}



Zawieranie zbiorow
oo

Jezeli nie jest prawdg, ze zbior A zawiera sie w zbiorze B,

to mozliwe sg nastepujgce 3 przypadki:

e A I B nie majg wspolnych elementow | w takim
wypadku mowimy, ze sg to zbiory rozigczne,




Zawieranie zbiorow
oo

e A jest nadzbiorem zbioru B, czyli wszystkie elementy
zbioru B sg elementami A,




Zawieranie zbiorow
oo

e A ma takie elementy, ktére nie nalezg do B i B ma takie
elementy, ktore nie nalezg do A




Diagramy Venna

e S3g to wykresy w postaci prostych figur geometrycznych
ilustrujgce zaleznosci miedzy zbiorami




Zawieranie zbiorow
oo

Dla dowolnych zbioréw A, B, C zachodzg nastepujace
zaleznosci:

o JCA,
o ACA,
e JeSiIAcBiIBcC,to AcC.



Operacje na zbiorach



Suma zbiorow

Alicja

Anastacia, Christina Aquilera,
Christina Aquilera, Kylie Minogue
Maria Carey, Maria Carey,
Sarah Connor, Shakira,

Shakira Gwen Stefani

Anastacia,
Christina Aquilera,
Kylie Minogue
Maria Carey,
Sarah Connor,
Shakira, Gwen Stefani

Suma zbiorow



Suma zbiorow
oo

Suma zbiorow A i B nazywamy zbior, ktorego
elementami sg wszystkie elementy zbioru A |
wszystkie elementy zbioru B. Sume zbiorow A |
B oznaczamy A U B. Krotko zapiszemy

X € Au B wttw x € A lub X € B.



Suma zbiorow

Dla dowolnych zbioréw A, B, C zachodzg rownosci:

s OUA=A

- AU A = A (prawo idempotentnosci)

- AuUB =B uU A (prawo przemiennosci)
(AuB)uC=Au(BuC) (prawo facznosci)



lloczyn zbiorow

Anastacia, Christina Aquilera,

Christina Aquilera, Kylie Minogue
Maria Carey, Maria Carey,
Sarah Connor, Shakira,

Shakira Gwen Stefani

Anastacia,

Sarah Connor, Christina Kyllg
: Minogue,
Aquilera,
Maria Carey,

Shakira Gwen Stefan

czes¢ wspolna



lloczyn zbiorow

Anastacia, Christina Aquilera,

Christina Aquilera, Kylie Minogue
Maria Carey, Maria Carey,
Sarah Connor, Shakira,

Shakira Gwen Stefani

Christina Aquilera,
Maria Carey,
Shakira

czes¢ wspolna



lloczyn zbiorow

lloczynem lub przecieciem zbiorow A | B
nazywamy zbior AnB skladajgcy sie z
elementow, ktore nalezg rownoczesnie do
A 1do B,

X e An B wttw xe A1l x € B.



lloczyn zbiorow
-

Dla dowolnych zbioréw A, B, C zachodzg rownosci:

s ONA=J

- An A = A (idempotentnosc¢)

« AnB=BnNnA (przemiennosc)

« An(BNnC)=(AnB) nC (lgcznosg)

« AN (BuUC)=(AnB) U (ANC) (rozdzielnos¢)
« Au(BNC)=(AuB) N (AUC) (rozdzielnosc)



Roznica zbiorow

Anastacia, Christina Aquilera,

Christina Aquilera, Kylie Minogue
Maria Carey, Maria Carey,
Sarah Connor, Shakira,

Shakira Gwen Stefani

Anastacia, Christina K)ICIIi?]o Ue
Sarah Connor Aquilera, gue,
- Maria Carey, Gwen Stefanj

Roznica zbiorow Shakira
A\B=A\(AnB)



Roznica zbiorow
oo

Roéznica zbiorow A | B nazywamy zbior A\B, ktorego
elementami sg te elementy zbioru A, ktore nie sg
elementami zbioru B:

X e A Bwttw x e Aix ¢ B



Roznica zbiorow
oo

Dla dowolnych zbioréw A, B, C zachodzg rownosci
(prawa de Morgana):

AN(BuUC)=(A\B)n(A\C)
AN(BNC)=(A\B)uU (A\C)



Roznica zbiorow
oo

Pokazemy, ze (A\B)~(A\C) < A\(BUC)

Jesli x € (A\B) n (A\C), to

X € (A\B) i x € (A\C),
XeAiXxXgBorazx e AiXx ¢ C,
X e Aorazx ¢ Bix ¢ C.
Stadx e Aix ¢ (Bu C),

czyli x € A\(BUC).



Roznica zbiorow
oo

Pokazemy, ze dla dowolnych zbioréw A,B,C,D,

jesliAcBiCcD, to A\D c B\C.

Zatozmy, ze Ac Bi Cc D irozwazmy dowolny

e
S
S

ement x € A\D. Wtedy x € Ai xg D.
koro xe A, to x € B, bo A < B.

koro x¢ D, to x ¢ C, bo C < D.

Mamy wiec ostatecznie, x e Bix ¢ C, co
oznacza, ze X € B\C.



Dopetnienie zbiorow

Plosenkarki

Anastacia,

Kylie Minogue Christina Aquilera, Alici
Gwen Stefani, Maria Carey, IC]a
Sarah Connor,

Shakira

Anastacia,
Christina Aquilera,
Maria Carey,
Sarah Connor,
Shakira



Dopetnienie zbiorow

Plosenkarki

i . Anastacia,
g\)//v:een l\gtne?grl:ie Christina Aquilera,
: Maria Carey,
a Sarah Connor,

Shakira A| icja

dopelnienie zbioru ‘Alicja’



Dopetnienie zbiorow

e Niech U bedzie pewnym ustalonym zbiorem, ktory
bedziemy nazywac zbiorem uniwersalnym (rowniez
uniwersum, przestrzen). Dla zbioru AcU réznice
zbiorow U\A nazywamy dopetnieniem |ub
uzupetnieniem zbioru A i oznaczamy A’.

e \Wowczas roznica zbiorow moze by¢ zapisana za
pomocg dopetnienia:
A\B = AnB’



Dopetnienie zbiorow
c_—

Dla dowolnych zbioréw A, B — U prawdziwe sg rownosci:

(A')'=A — prawo podwojnego dopetnienia
AUA'=U

ANA'=

U=2

@'=U

(Au B) = A" n B’ — prawa de Morgana
(AnNB) =A"uUB



Dopetnienie zbiorow
c_—

e (ANB) =A"UB’

Xxe(ANB)'< x¢(ANB)<xeA lub x¢gBs
xeA' lub xeB’ @ xeA'UB’



lloczyn kartezjanski



lloczyn kartezjanski

Anastacia,
Maria Carey,

Shakira

(Anastacia,l); (Anastacia,2); (Anastacia,3); iloczyn kartezjaﬁski

<

(Maria Carey,1); (Maria Carey, 2); (Maria Carey,3);

(Shakira,1); (Shakira, 2); (Shakira,3)



lloczyn kartezjanski

lloczynem (produktem) kartezjanskim zbiorow X 1Y,
oznaczanym przez XxY, nazywamy zbior ztozony

z wszystkich par uporzgdkowanych (x,y) takich, ze
XeX1vyeY,

(X,¥y)e XxY wttw xe X iyeY.

UWAGA: (a,b) = (b,a)



lloczyn kartezjanski
-

Dla dowolnych zbioréw X, A, B zachodzg rownosci:

« Xx(AuB)=(XxA)u (X xB),
« Xx(ANB)=(XxA)n (XxB),
« Xx (A\B) =(XxA)\ (X x B).



Dziatania uogolnione



Suma uogolniona

Niech

A,={xeN: x>1}={2,3,4,5,6...}
A,={xeN: x>2}={3,4,5,6...}
A;={xeN: x>3}={4,5,6...}

A={XeN: x>i}={i+1,i+2,...}

U W A=AU AU AU L=

={2,3,4,5,6..} U {3,4,56..} U {4,56..} U.... =
{2,34,56..}= A,



Suma uogolniona
—

Niech A bedzie rodzing zbiorow indeksowang elementami
pewnego zbioru T, A = {A,: teT}.

Suma uogolniong rodziny zbioréw A nazywamy zbior
U teT At

taki, ze x nalezy do tego zbioru wtedy i tylko wtedy, gdy X
jest elementem co najmniej jednego zbioru rodziny A,

xe . 1 A, witw istnieje takie ke T, ze xeA, .



lloczyn uogolniony

Niech

A,={xeN: x<1}={0}
A,={xeN: x<2}={0,1}
A;={xeN: x<3}={0,1,2}

A={xeN: x<i}={0,1,2,...,i-1}

f N Ai:AlmAz M A3 M .=
={0} N {0,1} N {0,1,2} N\.... = {0}= A,



lloczyn uogolniony

lloczynem (przecieciem) uogolnionym rodziny zbiorow
A nazywamy zbior

eer A
taki, ze x nalezy do tego zbioru wtedy I tylko wtedy, gdy x
jest elementem kazdego ze zbiorow rodziny A,

xe (], A, witw dla wszystkich keT, xeA,.



