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Programowanie nieliniowe



Spis tresci

¢ Programowanie nieliniowe



Zadanle programowania
nieliniowego

¢ Zadanie programowania nieliniowego jest
Identyczne jak dla programowania liniowego, ale w
przeciwienstwie do programowania liniowego, nie
istnieje jeden uniwersalny algorytm rozwigzywania
zadan programowania nieliniowego.

* Wynika to z faktu 1z funkcje nieliniowe stanowig

(w pewnym sensie) duzo bardziej obszerng rodzine
funkcji n1z funkcje lintowe.



Zadanle programowania
nieliniowego

¢ Funkcje nieliniowe charakteryzujg sie

nastepujacymi cechami, ktore moga utrudniac
obliczenia:

= wystepowanie tzw. ekstremOw lokalnych (lokalne
minima lub maksima),

= wystepowanie tzw. punktow siodtowych, czyli takich,
dla ktorych funkcja osigga maksimum dla jedne;j
zmiennej, a minimum dla innej (na wykresie funkcji 2

zmiennych wygladaja one jak przetecz lub siodto - stad
nazwa),



Zadanle programowania
nieliniowego

¢ nieciggtosci (Cprzerwy’ w wykresach),

¢ osobliwosci (funkcja dazy do plus lub minus
nieskonczonosci dla skonczonej wartosci
argumentu).

* Wszystko to powoduje, ze poszukiwanie
rozwigzania konkretnych zadan programowania
nielintowego zalezy od szczegolnej postaci tego
zadanlia.



Zadanle programowania
nieliniowego

¢ Niektore zadania programowania nieliniowego
mozna rozwigzac:

= przy pomocy specjalnego algorytmu, jesli zadanie zalicza
si¢ do jednego z podtypow, dla ktorych takie algorytmy
sg znane;

s metodg simpleks, jezeli istnieje mozliwos¢
przeksztalcenia w zadanie programowania lintowego np.
tzw. Programowanie ilorazowe



Zadanle programowania
nieliniowego

¢ Przeksztalcajge do postaci zadania programowania
liniowego catkowitoliczbowego — przyktadem
moze by¢ zadanie transportowo-produkcyjne ze
statym kosztem uruchomienia produkcji czy
zadanie optymalnej diety ze statymi kosztami
zakupu.

¢ W ogolnym przypadku nie ma niestety zadne;j
gwarancji, ze zadanie da si¢ rozwigzac.



Programowanie ilorazowe

¢ Zadanie programowania ilorazowego jest to
maksymalizacja lub minimalizacja ilorazu dwoch
funkcji lintowych przy ograniczeniach liniowych.

¢ Standardowa posta¢ zadania programowania
ilorazowego wyglada nastepujaco:

Co +C1x1 + -+ CpXp

s Min max
do + dix1 + -+ + dnxn




Programowanie ilorazowe

* Przy ograniczeniach:

a11x1 + - + 31nxa < by

x120,...x, 20
Jesli do + dix1 + -+ + dnxn #0dla (x,..., xn € D to zadanie programowania

ilorazowego mozna sprowadzi¢ do zadania programowania liniowego.



Programowanie ilorazowe

¢ Wprowadzmy nowe zmienne:
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"= o+ dixa £ -+ doxs
"= do+ dix1 + - + dox
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N do + dix1 + -+ dpx,



Programowanie ilorazowe

* Witedy
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¢ 1 poszukiwanie rozwigzania zadania
programowania 1lorazowego sprowadza si¢ do
rozwigzania zadania programowania liniowego.



Programowanie ilorazowe

¢+ Rozwigzywanie graficzne zadania programowania
1lorazowego z dwiema zmiennymi wyglada
analogicznie jak rozwigzywanie graficzne zadania
programowania liniowego tzn. nalezy wykresli¢c w
uktadzie wspotrzednych zbior rozwigzan
dopuszczalnych, a nastepnie sprawdzac¢ wartosci
funkcji celu dla wspotrzednych wierzchotkow.



Programowanie ilorazowe

¢ Niemniej jednak przeksztatcenie w zadanie
programowania liniowego w podany wyzej sposob
nie jest akurat w tym przypadku utatwieniem,
poniewaz przeksztalcenie to wprowadza dodatkowa
zmienng t, co prowadzitoby do koniecznosci
sporzadzenia wykresu 3-wymiarowego.



Programowanie ilorazowe

+ Programowanie ilorazowe jest stosowane przy
problemach decyzyjnych wymagajacych
pogodzenia ze sobg dwoch sprzecznych kryteriow
optymalnosci np.

zysk
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pracochfonnos¢
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Programowanie nieliniowe

¢ Szukanie ekstremum bezwarunkowego

¢ Funkcja celu f osigga bezwarunkowe ekstremum w
punkcie stacjonarnym w przypadku nieujemnej
wartoscl wyznacznika macierzy drugich
pochodnych funkcji celu f po poszczegolnych
zmiennych I ich kombinacjach.

¢ Ponadto wszystkie minory gtowne takiej macierzy
muszg by¢ dodatnie.




Programowanie nieliniowe

¢ Wspotrzedne punktu stacjonarnego mozna
otrzymac przyroéwnujac do zera wartosci
pierwszych pochodnych czastkowych funkcji celu f
po poszczegdlnych zmiennych.



Szukanie ekstremum

bezwarunkowego
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Szukanie ekstremum
bezwarunkowego

¢ Przyktad:
* \Wyznacz ekstrema lokalne

f(x,y)=2x3+y®—6x-12y

¢ Obliczamy pierwsze pochodne czgstkowe:

f =6x°—-6
2
f,=3y" 12



Szukanie ekstremum
bezwarunkowego

6x°—6=0
3y°—-12=0

* Czylr:
¢ x=1lubx=-1
e y=2luby=-2



Szukanie ekstremum
bezwarunkowego

+ Otrzymujemy cztery punkty stacjonarne:

P @.2)

P, (A,—2)
P (—1.2)
P, (—1.—2)

¢ W punktach tych mogg znajdowac si¢ ekstrema
lokalne.



Szukanie ekstremum
bezwarunkowego

¢ Nastepnie liczymy drugie pochodne czgstkowe:

f.,. =12X
fy,=0
f,=0

f, =6y



Szukanie ekstremum

bezwarunkowego
¢ Budujemy macierz drugich pochodnych:
1:xx fxy
fyx fyy
* Czylr:
12x 0




Szukanie ekstremum
bezwarunkowego

+ Sprawdzamy wyznaczniki macierzy dla kolejnych
punktow stacjonarnych:

0P1 0

12
det = =144
0 12

¢ Dodatni wyznacznik oznacza istnienie ekstremum
lokalnego w punkcie P,

¢ Nastepnie liczymy minory (znak dodatni oznacza
Istnienie minimum, ujemny maksimum)



Szukanie ekstremum
bezwarunkowego

¢ W naszym przyktadzie minory sg dodatnie, co
oznacza, ze w punkcie P, mamy minimum lokalne

f(1,2)=2+8-6-24=-20



Szukanie ekstremum
bezwarunkowego

¢ Dla punktu P,(1,-2)

+ Ujemny wyznacznik oznacza brak ekstremum
lokalnego w tym punkcie.



Szukanie ekstremum
bezwarunkowego

¢ Dla punktu P,4(-1,2)

~-12 O
det =

| =-144

+ Ujemny wyznacznik oznacza brak ekstremum
lokalnego w tym punkcie.



Szukanie ekstremum
bezwarunkowego

¢ Dla punktu P,(-1,-2)

det =

0
|:144

+ Minory ujemne czyli jest maksimum



Funkcja Lagrange’a

¢ Funkcja Lagrange’a L wigze funkcje celuf z
funkcjami ograniczen g; , dzigki uzyciu wektora tak
zwanych nieoznaczonych mnoznikow
Lagrange’a (\)

Lx;\) =f(x)+Ag



Funkcja Lagrange’a

¢ Dzicki wprowadzeniu funkcji L mozna zastgpic
poszukiwania optymalnej warunkowej] wartosci
funkcji celu ', poszukiwaniami odpowiadajacej jej
bezwarunkowej wartosci optymalnej funkcji L .



Rozwigzanie optymalne

¢ Rozwigzanie optymalne otrzymuje sie rozwiazujac
nastepujacy uklad rownan, zawierajacy n +r
rownan (n — liczba zmiennych decyzyjnych,
I - liczba funkcji ograniczen g; ):

oL oL

x0T



Metoda mnoznikow Lagrange’a

¢ W celu przeksztatcenia rOwnan w nierownosci,
wprowadza si¢ zmienne bilansujgce, tzw. zmienne
nieistotne u?

Xl—l—XQ{_:lUHXl—l—XQ—I—UE:lO

X1—|—XQE].UHX1—|—X2—U2:].O

¢ Rozwigzanie optymalne
oL oL oL

35



Metoda mnoznikow Lagrange’a

¢ Twierdzenie Kuhna-Tuckera

f(x1.Xo....X,) — min
gi((x1.x,...x5)) <0, i=12,....r, (x1.X2,...%X,) >0
Lx.\)=Ff(x)+)\g
Warunki Kuhna-Tuckera
oL oL

— > U, —X — U, — . = U. = . =
E)x_o' R 0, g(x)=0, gA=0, x>0, A=>0



Metoda mnoznikow Lagrange’a

¢ Twierdzenie Kuhna-Tuckera

Oznaczenia:

oL (x)
— =, X)=w
ox 8
Zmodyfikowane warunki Kuhna-Tuckera
oL

a——y:{]? rx =0, g(XJ—I—W:O wA=0. x>0, A>=0
JX



Metoda mnoznikow Lagrange’a

¢+ Rozwigzanie optymalne mozna uzyskac
rozpatrujac wszystkie mozliwe (spetniajace
ograniczenia) kombinacje wartosci sktadowych
wektorow: v, A oraz w.

+ W tym celu nalezy rozwigzac poszczegolne uktady
rownan, wynikajace z warunkow Kuhna-Tuckera.



Modelowanie
calkowitoliczbowe

+ \W modelach programowania matematycznego
zmiennych calkowitoliczbowych uzywa si¢ m.in.:

= Do reprezentowania wielkosci, ktore w swej naturze sg
calkowitoliczbowe, np. liczba produkowanych
samochoddw, samolotoéw, liczba budowanych domow,
liczba zatrudnionych pracownikow itp.



Modelowanie
calkowitoliczbowe

@ Do modelowania zmiennych decyzyjnych stuzacych do wyboru
decyzji ze zbioru mozliwych decyzji. S3 to najczesciej zmienne
binarne. Np.

1 nalezy zbudowa¢ magazyn
0 nie budujemy

lub tez

(0 >0 nic nie budujemy

-
|
e

1 nalezy zbudowa¢ magazyn A

2 nalezy zbudowa¢ magazyn A



Modelowanie
calkowitoliczbowe

¢ Do wyrazenia pewnych stanow zmiennych
ciagtych w modelach liniowych. Sg to
binarne zmienne wskaznikowe.

¢ Do modelowania warunkow logicznych w
rzeczywistych zagadnieniach.

¢ Do modelowania niektorych nieliniowych
zaleznoscl.



/Zmienne wskaznikowe

0 — zmienna wskaznikowa zwigzang ze zmienna ciagta x to zmienna
binarna, ktérej celem jest rozréznienie pomiedzy stanem zmienne]
X =, a stanem x > 0.



/Zmienne wskaznikowe

Przyktad. (Problem statych kosztéw).

Niech x bedzie iloscia wytwarzanego produktu po kosztach
jednostkowych (7, a state koszty produkcji niech wynosza (5.
Catkowity koszt K. wynosi zatem:

K 0 jesli x =0
< CGix+ G jeslix >0

Koszt catkowity K. nie jest funkcja liniowa. Wprowadzajac zmienna
wskaznikowa o taka, ze x > 0 = 0 = 1 otrzymujemy liniowa
funkcje celu

KC(X) =CGx+Go



Koniec



