KLASYCZNA DEFINICJA PRAWDOPODOBIENSTWA

j
P(A) ==
Q
PRAWDOPODOBIENSTWO WARUNKOWE
_ P(ANB)

PRAWDOPODOBIENSTWO ZAJSCIA ZDARZENIA A POD WARUNKIEM, ZE ZASZtO ZDARZENIE B

NIEZALEZNOSC ZDARZEN
P(AnB)= P(A)-P(B)
WIEC
P(AnB) P(A)-P(B)
P(B)  P(B)

CO OZNACZA, ZE ZDARZENIE B NIE MA WPtYWU NA PRAWDOPODOBIENSTWO ZDARZENIA A

P(A|B) = = P(4)

PERMUTACIJE

KORZYSTAMY Z PERMUTACIJI, JEZELI DOKONUJEMY OPERACJI NA WSZYSTKICH ELEMENTACH ZBIORU NP.: NA
ILE SPOSOBOW MOZNA USTAWIC 3 KSIAZKI NA POtCE. ODPOWIEDZ: 3! = 1*2%3 = 6.

P(A) = n!
GDZIE N OKRESLA LICZEBNOSC ZBIORU

KOMBINACIJE

KORZYSTAMY Z KOMBINACJI, JEZELI ZE ZBIORU MAMY WYBRAC KILKA ELEMENTOW | ICH KOLEJNOSC NIE JEST
ISTOTNA NP.: NA ILE ROZNYCH SPOSOBOW MOZEMY WYBRAC 3 OSOBY SPOSROD 7. ODPOWIEDZ:

c3—(7)— 7! 7 _4!-5-6-7_5-6-7_5 735
77\3/ 7 31-(7-3) 31-4~ 314 6 -

!
o= (o) = =i

GDZIE N OKRESLA LICZEBNOSC ZBIORU, A k OKRESLA LICZBE LOSOWANYCH ELEMENTOW



WARIACJE BEZ POWTORZEN

KORZYSTAMY Z WARIACJI BEZ POWTORZEN, JEZELI ZE ZBIORU MAMY WYBRAC KILKA NIEPOWTARZALNYCH
ELEMENTOW I ICH KOLEJNOSC JEST ISTOTNA NP.: ILE ROZNYCH LICZB CZTEROCYFROWYCH MOZNA UtOZYC Z
DZIEWIECIU PONUMEROWANYCH OD 1 DO 9 DREWNIANYCH KLOCKOW? ODPOWIEDZ:

.. 9 9 5-6:7-8-9 3
Vg_m_a_T_6-7-8-9_3024
n!
V= —7=
(n—k)!

GDZIE n OKRESLA LICZEBNOSC ZBIORU, A k OKRESLA LICZBE LOSOWANYCH ELEMENTOW

WARIACJE Z POWTORZENIAMI

KORZYSTAMY Z WARIACJI Z POWTORZENIAMI, JEZELI ZE ZBIORU MAMY WYBRAC KILKA ELEMENTOW, KTORE

MOGA SIE POWTARZAC | ICH KOLEJNOSC JEST ISTOTNA NP.: ILE ROZNYCH LICZB CZTEROCYFROWYCH MOZNA
utozy¢ z LIcze ob 1 po 9? ODPOWIEDZ:

Wé =9* = 6561

k _ ,k
Wi=n
GDZIE N OKRESLA LICZEBNOSC ZBIORU, A k OKRESLA LICZBE LOSOWANYCH ELEMENTOW

SCHEMAT BERNOULLIEGO

KORZYSTAMY ZE SCHEMATU BERNOULLIEGO W PRZYPADKU, GDY PRZEPROWADZAMY WIELE PROB DANEGO
DOSWIADCZENIA (NP.: RZUT MONETA) | CHCEMY OBLICZYC PRAWDOPODOBIENSTWO OSIAGNIECIA k
SUKCESOW W 1 PROBACH NP.: RZUCAMY 3 RAZY MONETA — JAKIE JEST PRAWDOPODOBIENSTWO, ZE RESZKA

WYPADNIE DOKLADNIE 2 RAZY: P3(2) = (;) (%)2 : (%)(3_2) =3 -%-%:%

P,k = () -p*- g

n - LICZBA PROB
k — OCZEKIWANA LICZBA SUKCESOW
P - PRAWDOPODOBIENSTWO SUKCESU
q - PRAWDOPODOBIENSTWO PORAZKI (1-p)



ZADANIA

1. Z OKAZJI ZJAZDU KOLEZENSKIEGO SPOTYKA SIE 10 0SOB. ILE NASTAPI POWITAN (USCISKOW DLONI)?
ODP.: SZUKAMY WSZYSTKICH MOZLIWYCH PAR, A WIEC KOMBINACJA 2 Z 10

2. PRZY POMOCY INDUKCJI MATEMATYCZNEJ UDOWODNI P(n) = n!
ODP.: DLA n = 1LICZBA PERMUTACJI WYNOSI 1, A 1! = 1. ZAKtADAMY, ZE P(n) = n!, wiEc P(n+ 1) =
Pm)-n+1)=n!-(n+1)=mn+1)!

3. DO WINDY W 8-PIETROWYM BUDYNKU WSIADtO 5 0SOB. NA ILE ROZNYCH SPOSOBOW MOGA ONI OPUSCIC
WINDE NA ROZNYCH PIETRACH?
oDP.:8:7:6:5-4=6720

4. W PRZEDZIALE WAGONU KOLEJOWEGO USTAWIONE SA NAPRZECIW SIEBIE DWIE tAWKI. KAZDA Z tAWEK
POSIADA 5 PONUMEROWANYCH MIEJSC. DO WAGONU WSIADA 5 0SOB, Z KTORYCH 3 ZAJMUJA MIEJSCA NA
JEDNEJ Z tAWEK, A 2 POZOSTALE OSOBY USIADLY NA DRUGIEJ tAWCE, NAPRZECIW 2 OSOB Z PIERWSZE)
tAWKI. ILE JEST MOZLIWYCH UKEADOW LUDZI NA tAWKACH?

ODP.: 1 0OSOBA MA 5 MOzZLIWOSCI, 2 OSOBA MA 4 MOZLIWOSCI, 3 OSOBA MA 3 MOZLIWOSCI, 4 OSOBA
MA 3 MOZLIWOSCI, 5 0SOBA MA 2 MOzLIwWOSCI, czyLl 5-4-3-3-2 = 360. DODATKOWO PIERWSZA
OSOBA MOZE WYBRAC JEDNA Z DWOCH tAWEK WIEC OSTATECZNIE 2+ (5-4-3)-(3-2) =720

5. KAZDEJZ 4 0SOB PRZYPORZADKOWUJEMY DZIEN TYGODNIA, W KTORYM SIE URODZItA. ILE JEST MOZLIWYCH
WYNIKOW TAKIEGO PRZYPORZADKOWANIA, JEZELI:
a. KAZDA Z 0SOB MOGA SIE URODZIC W DOWOLNYM DNIU
0DP.: WARIACJA Z POWTORZENIAMI Wit = 74
b. KAZDA Z 0SOB URODZILA SIE W INNYM DNIU TYGODNIA

P . 7!
0DP.: WARIACJA BEZ POWTORZEN V! = oo

6. ZCYFR:2,3,4,5,7 UKKADAMY LICZBY 5-CIO CYFROWE O ROZNYCH CYFRACH. ILE MOZNA Ut0ZYC TAKICH
LICZB, KTORE:

a. SA PODZIELNE PRZEZ 3
ODP.: LICZBA JEST PODZIELNA PRZEZ 3 GDY SUMA JEJ CYFR JEST PODZIELNA PRZEZ 3, WIEC 5!

b. SA PODZIELNE PRZEZ 9
ODP.: LICZBA JEST PODZIELNA PRZEZ 9 GDY SUMA JEJ CYFR JEST PODZIELNA PRZEZ 9, WIEC O

C. SA PODZIELNE PRZEZ 4
ODP.: LICZBA JEST PODZIELNA PRZEZ 4 GDY JEJ OSTATNIE DWIE CYFRY SA PODZIELNE PRZEZ 4,
WIEC XXX32, XXX24, XXX72, XXX52 wiec 4 - 3!

7. Liczey 0,1, 2,3, 4,5, 6 USTAWIAMY LOSOWO W CIAG, KTORY POTRAKTUJMY JAKO LICZBE 7-CYFROWA
(KTOREJ PIERWSZA CYFRA NIE MOZE BYC 0). ILE JEST MOZLIWYCH TAKICH USTAWIEN, W KTORYCH
OTRZYMAMY LICZBE 7-CYFROWA:

a. DOWOLNA
ODP.: WSZYSTKIE MOZLIWE OPROCZ ZACZYNAJACYCH SIE OD ZERA, CzYLI 7! — 6!

b. PODZIELNA PRZEZ 4
ODP.: LICZBA JEST PODZIELNA PRZEZ 4 GDY JEJ OSTATNIE DWIE CYFRY SA PODZIELNE PRZEZ 4,
WIEC 04, 12, 16, 20, 24, 32, 36, 40, 52 LuB 56. DLA 04, 20, 40 MOZEMY USTAWIC 5
PIERWSZY CYFR NA 5! sposoBOW. DLA RESZTY KONCOWEK POCZATKOWE CYFRY MOZEMY
USTAWIC NA 4 -4! sPosOBOW, PONIEWAZ O NIE MOZE BYC PIERWSZA CYFRA. OSTATECZNIE:
3:5!1+7-4-4!



8.

9.

10.

11.

12.

WYZNACZ : (721) - (711) =9

n n n! n!
opp.: (2)_(1) zm_(n—l)z
SKORO
nl=n-n-—D!=n-(n—-1) - (n—2)!
TO
n! o n! _ n-(n—1)-(n-2)! - n!-(n—1)! _ n(n—-1) _n _ w: 9
21:(n—2)! (n—1)! 2:(n—2)! (n—-1)! 2 1 2

CO DAIJE

n?-3n—-18=0
A WIEC
n==6

ILE JEST SPOSOBOW USTAWIENIA W SZEREG PIECIU CHLOPCOW | CZTERECH DZIEWCZYNEK TAK, ABY:
a. CHtOPCY | DZIEWCZYNKI STALI NA ZMIANE
oDP.: 5!-4!
b. PIERWSZY | DRUGI STAt CHLOPIEC

5 . .
ODP.: (2) - 217" PONIEWAZ WYBIERAMY 2 CHtOPCOW Z 5-CIU, DAJ WYBRANI MOGA SIE

USTAWIC NA DWA SPOSOBY, A POZOSTALE 7 MIEJSC TO WSZYSTKIE MOZLIWE USTAWIENIA W
OBREBIE POZOSTALYCH 7 0SOB

C. NAJPIERW STALY DZIEWCZYNKI, A NASTEPNIE CHLOPCY
opp.: 4!- 5!

d. PIERWSZA STALA DZIEWCZYNKA

ODP.:(Z;)'8!

ILE JEST LICZB TRZYCYFROWYCH:

a. PARZYSTYCH
ODP.: LICZBA PARZYSTA WTEDY, GDY JEJ OSTATNIA CYFRA JEST PARZYSTA LUB JEST ZEREM (2, 4,
6,8,0), AWIEC: 9-10-5 = 450 PONIEWAZ NA PIERWSZYM MIEJSCU NIE WYSTEPUJE O

b. PODZIELNYCH PRZEZ 5
ODP.: OSTATNIA CYFRA MUSI BYC ELEMENTEM zBIORU {0, 5}, AWIEC9-10-2 =180

C. O TEJSAMEJ CYFRZE SETEK | JEDNOSCI
obP.:9-10-1=90

d. WIEKSZYCH OD 546
ODP.: NAJPIERW OD 600 W GORE - 4-10-10, pomIEDZY 5501 600-1-5-10, POMIEDZY 546
1550 -3, wsumie: (4-10-10) + (1-5-10) + 3 =453

e. MNIEJSZYCH 0D 345
opP.: (2-10-10) + (1-4-10) + 5= 245

OBLICZ LICZBE ELEMENTOW PEWNEGO ZBIORU SKONCZONEGO WIEDZAC, ZE MA ON 79 PODZBIOROW CO
NAJWYZE) DWUELEMENTOWYCH.

n .
2) - LICZBA PODZBIOROW DWUELEMENTOWYCH,

) 4+ 1 =79, PO ROZWIAZANIU WYCHODZIN =12 Vn = —13

ODP.: m — LICZBA PODZBIOROW JEDNOELEMENTOWYCH, (

P n
1 PODZBIOR PUSTY. nn + (2

Z TALII 52 KART LOSUJEMY CZTERY KARTY. ILE JEST MOZLIWYCH WYNIKOW LOSOWANIA, JESLI WSROD NICH
MAJA BYC CO NAJWYZEJ TRZY KIERY?
ODP.: WSZYSTKIE MOZLIWOSCI, OPROCZ TYCH, W KTORYCH WYLOSUJEMY 4 KIERY. ROZNICA POMIEDZY

WSZYSTKIMI KOMBINACJAMI, A TYMI Z 4 KIERAMI: (542) — (143) = 270010



13. W PUDEtKU ZNAJDUJE SIE 5 KUL BIALYCH | 4 CZARNE. NA ILE SPOSOBOW MOZNA WYJAC Z PUDELKA 3 KULE
TAK, ABY OTRZYMAC:

a. 3 KULE CZARNE
oDP.: 4

b. 3 KULE BIALE
oppr.: 10

C. DWIE KULE BIALE | JEDNA CZARNA
oDP.: 40

d. CO NAJMNIEJ JEDNA KULE BIALA

. . 9 9! 9:8:7
ODP.: ZERO KUL BIALYCH — 4, WSZYSTKIE MOZLIWOSCI - (3) = = — = 84, WIEC 84-4 =

36l 6
80

14. UZYWAMY 32-KARTOWEJ TALIl, ZAWIERAJACEJ OSIEM KART W CZTERECH KOLORACH. STARSZENSTWO KART:
AS(A), KROL(K), DAMA(D), WALET(W), DZIESIATKA(10), DZIEWIATKA(9), OSEMKA(8), SIODEMKA(7).
GRAJACY W JEDNYM ROZDANIU POKERA OTRZYMUJA PO PIEC KART.
ILE UKLADOW KART W POKERZE TO:

a. FULL - TRZY KARTY TEJ SAMEJ WYSOKOSCI | DWIE KARTY INNEJ

ODP.: (21;) : (g) : (Z) : (g) = 1344, PONIEWAZ WYBIERAMY Z 8 WARIANTOW 1 RODZAJ KARTY,

KTORA BEDZIE STANOWItA TROJKE, A NASTEPNIE WYBIERAMY 3 KONKRETNE KARTY, PODOBNIE W
DRUGIM PRZYPADKU, GDZIE JEST TO RODZAJ KARTY STANOWIACEJ PARE — ISTOTNA JEST
KOLEJNOSC, BO DD888 TO CO INNEGO NIZ 88DDD.

b. DWIE PARY - DWIE KARTY TEJ SAMEJ WYSOKOSCI, DWIE INNEJ | OSTATNIA KARTA JESZCZE INNEJ

C. KARETA - CZTERY KARTY TEJ SAMEJ WYSOKOSCI | JEDNA DOWOLNA Z POZOSTALYCH

d. KOLOR - PIEC KART W JEDNYM KOLORZE, ALE NIE WSZYSTKIE KOLEJNO (BEZ POKEROW)

15. RZUCONO 3 RAZY MONETA | WYPADtA NIEPARZYSTA LICZBA ORtOW (ZDARZENIE B). JAKIE JEST
PRAWDOPODOBIENSTWO, ZE WYPADLY 3 ORtY (ZDARZENIE A)?

16. RZUCONO 2 RAZY KOSTKA DO GRY | W PIERWSZYM RZUCIE WYPADtO 6 OCZEK (ZDARZENIE B). JAKIE JEST
PRAWDOPODOBIENSTWO, ZE W OBU RZUTACH WYPADNIE CO NAJMNIEJ 10 OCZEK (ZDARZENIE A)?



17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

OBLICZ PRAWDOPODOBIENSTWO UZYSKANIA 3 SZOSTEK W 3 RZUTACH KOSTKA.

OBLICZ PRAWDOPODOBIENSTWO WYLOSOWANIA DOKtADNIE 1 KROLA Z TALI 52 KART W 5 LOSOWANIACH.

CO JEST BARDZIEJ PRAWDOPODOBNE: UZYSKANIE 500 ORtOW W 1000 RZUTOW MONETA, CZY UZYSKANIE
5000 ortOW W 10000 RZUTOW MONETA?

GRACZ RZUCA 2 LOTKAMI DO TARCZY. PIERWSZY RzZUT BYt LEPSZY OD DRUGIEGO. JAKIE JEST
PRAWDOPODOBIENSTWO, ZE 3 RZUT BEDZIE GORSZY OD PIERWSZEGO?

DWIE OSOBY GRAJA W ROSYJSKA RULETKE 6-STRZALOWYM REWOLWEREM, W KTORYM ZNAJDUJA SIE 3
NABOJE, ZALtADOWANE W TRZECH SASIEDNICH KOMORACH. KRECIMY BEBNEM, A NASTEPNIE GRACZ A
PRZYSTAWIA SOBIE REWOLWER DO GLOWY | STRZELA, A JEZELI PRZEZYJE TO SAMO ROBI GRACZ B (BEZ
KRECENIA BEBNEM). KTORY GRACZ MA WIEKSZE SZANSE NA PRZEZYCIE? GRACZ PIERWSZY (A) CzY GRACZ
DRUGI (B)?

W URNIE X MAMY: 5 KUL BIALYCH, 4 CZARNE, A W URNIE Y: 3 KULE BIALE, 1 CZARNA. RZUCAMY SYMETRYCZNA KOSTKA.
JEZELI WYPADNIE PARZYSTA LICZBA OCZEK LOSUJEMY 1 KULE Z URNY X, JEZELI NIEPARZYSTA LOSUJEMY 1 KULE Z URNY Y.
JAKIE JEST PRAWDOPODOBIENSTWO WYLOSOWANIA KULI BIALE)?

RzZUCAMY TRZEMA KOSTKAMI. JAKIE JEST PRAWDOPODOBIENSTWO, ZE NA ZADNEJ KOSTCE NIE WYPADtA
SZOSTKA, JESLI NA KAZDEJ KOSTCE WYPADtA INNA LICZBA OCZEK?



Czy wazna jest kolejnos¢ wystepowania elementow?

NIE/ \"I'.-“-‘«K

Kombinacie bez powtdrzen Czy elementy mogg sie powtarzac?

i _ nl
o = e/ N

Wariacje z powtdrzeniami  Czy wszystkie elementy
Wnk _ sa wykorzystane?

mV \NIE

Permutacie bez powtdrzeti  Warlac)e bez powtdrzerl

—_ ik nl
Pp=nl V¥ = ot



