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TWIERDZENIE O TRZECH CIAGACH
Ciagi {an}, {b,}, {c,} takie, ze: a, < b, < ¢, ijeslilim,_ o a, =lim,,c, = g,tolim, b, = g

lim Va =1 (przy a > 0)
n—-oo

Przyktad:

A)
lim V7 %5% = lim V7 (» 1) * V57 (- 5) =5
n—->oo n—->oo

B)

lim V3 10" + 7 * 8" = 10

n-oo

V10" (- 10) < V3% 10"+ 7 % 8" (> 10) < V3% 10" + 7 » 107 = V10 » 10" (- 10)

C) zadanie analogiczne do tych z kolokwiow

y 11/2*5n+3*2n+157  N2%5"+3%2"+157 5
m = =

=1
4 %3042 %20 nl—I}olo A x 37 F 2 %20 3

n—-oo

V5m (- 5) < V2#57 +3%2"+157 (- 5) < V257 + 3 %57 + 57 = V6 * 57
V3n < V4 %30+ 22" (- 3) < V6+37(> 3)

D)
~ 2n’+sin(n!) 1
lim ==
n-o4n? — 3 cos(n?) 2
{—1 <sin(n!) <1
—1<cos(n?) <1
2n? -1 2n®+sin(n!) 2n%+1 ( 1)
< < - =
4n% + 3 = 4n? — 3 cos(n?) ~ 4n? -3 2

1
—_)_
445 (50) 2

1 n 1 an
e=lim(1+—> ; e= lim <1+—)
n a,

n—-oo Ap—

e~271 ; a™™m = ((a™™

E)

om+2\" m+5-3""
llm( ) = lim (—) = lim (1 +
noo\n+5 noo\ n+5

—-6n
n+5 n+5

o w45, =3
-3 ) -3 " n+5

n+5

-3\ -3 im (=87
= lim (1 + —) (»e) = e#lgo(n+5) =g 6
n—oo n+5
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F)
. (Zn - 1)3" i (Zn +5— 6)3" i (1 N >3” B
nbw\Zn+5)  nbw\ 2n+5 ~ b 2n+5/)

2n+5 . -6 2n+5 _21118—+ns

l. 1 _6 _—6*m* 3n l . —6 —6 9
_nl—rjalo( +2n+5) _n1—r>rolo( +2n+5> (=e) —¢
GRANICA FUNKCJI
xli_{}clof(x) .............. R T i -

Xo = Xg Xo = X§

Granica funkcji wg Cauchy'ego:

lim f(x) =g

X—Xq

Veso doso X — X0l < g = |f(x) —gl <€

Granica funkcji wg Heinego:
Vxn(xn %) = f(xp) =g
Granica funkcji istnieje, jesli: lim f(x) = lim f(x)
X—UCO x—)x0+
Przyktad:
A)
1

lim —
X—Xq X

111
lim 2= [g7] =+
S

Jip =[] ===

Odp.: Granica nie istnieje

B)
limi |x|:{x dlax >0
X-Xg |x| —xdlax <0
X X
im-—=1lim—-=1
x—0t |x| x-0t X
X
lim —= lim —= -1

x>0~ |x|  x-0" —x

Odp.: Granica nie istnieje

Zadanie:

Oblicz granice funkcji
A)
x2+2x+1

lim———— . Najpierw podstawiamy wartos$¢
lim 57~ Naplerwp yw

x2+2x+1_4

lim———
xl—I}} x3+1 2
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B)
. x2—2x+1_l (x —1)* [0]_0
w1 x5 -1 e DE+tx+ D 1317
C)

x—5 x—5 1
}c1—>5x2—3x—1O}c—>5(x—5)(x+2) 7
x> —3x—-10=0
A=3%2—4%1x(—10) =49

3++49
X1,2 =T=5;(—2)
D)
x2 —4x +7

M - ¥ 150 Dzielimy przez najwyzsza potege mianownika

-1 0+5 (0 1
lim

"‘)°°4+2( 0)+15—0( - 0) K

E)
2x° + 3x3 — 6x
m
x—>07t x5 + xz
2x% (= 0) 4 3% (= 0) = 2 (= —)

xlg(?+ x3(->0)+1 -

. Dzielimy przez najnizsza potege mianownika

F) przyktad z zesztorocznego kolokwium
lim (\/x2 +2x4+1—+/x2 + 3)
X—00

_ Vx2+2x+1+vVx2+3 x?+2x+1-x%2-3
llm(\/x2+2x+1—\/x2+3)* = lim =
X500 Va2 +2x +1+Vx2+3  =ox2 +2x + 1+ Vx?2 +3
2
_ 2x — 2 _ 2--(0) 2
= lim = lim ===1

x=0/x2 4+ 2x + 1+ Vx% + 3 2

xm\/1+% (> 0)+ = (= 0)+\/1+x3—2(—>0)

G)
1 1
lim 2x 3=[2‘°°]—[— =0
x—3"
1
= a =—
xll»3HYc -3 [ ] a*

. (VxZ+1-Vx+1)
20 (1-vxt1)

mnozymy
I I
. (Va2 +1- Vi) 14+Vx+1 (Va2 +1+Vx+1)
m *

0 (1-+x+1) (1+\/x+_1) VaZ+1+Vx+1
I |

mnozymy
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- x?+1-x-D(1+Vx+1) lim x(x—1)(1+Vx+1) _lim(x—l)(1+\/x+1)
01 —x— D2+ 1+Vx+1) 0—x(VaZ+1+Vx+1) 0 (VaZ+1+vx+1)

)
3x2+5 -6
y 3x2 — 1 3x3+4_ ’ 3x2+5—6 3x3+4_ ) (1+ _6 )x—e *3x2+5*3x3+4_
xow\3x% + 5 e\ 3x2+5 et 3x2+5 -
—18x3-24
3X2+5 3x2+5
“lim|(1+-—2) - = =] = | 5] = 0
=\ egs) 9 =l =] =
24
~18x3 —24 ~18x(-») -5 (> 0)
lim 32 75 = = = —00
X ST 3+ (> 0)
J)
1
lim “V1+10x = lim(1 + 10x)2x
X X—
1 1 1
——> 0 ,;, —=t=x=
X X t
t 5 t 1
10\275 10\275
lim<1+—) <1+—> —e|=¢e®
t-0* t t
1 1
t=——=>x=—— ; t-o>+4»
X t
t 5 t 1
10\ 275 10\ 275
lim <1——) ( ——) —e|=é€%
t-0~ t t

Jezeli x dazy do 0, to liczymy x = 0T ix - 0~.

CIAGLOSC FUNKCJI
Funkcja jest ciggta w x wtedy, gdy:
1) istnieje warto$¢ w tym punkcie,
2) istnieje granica lim,_,, f(x) ; [limx_,xa flx) = lim, .+ f(x)]

3) f(xo) = limx—>x0 f(x)

Zadanie:
Zbadaé, czy funkcja jest ciggta:
X flax # 0
f) =1« ax
2dlax=0
0) = 2 I sinx 1
= * =

f xl—r>r(1) X

Odp.: Funkcja nie jest ciggta
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Zadanie:
Zbadac¢ dla jakich wartosci a i b funkcja jest ciggta:
A)
x+2dlax<0
f(x)z{ adlax=0
3x2—4ax+b dla x>0
{ f(0)=a

limx4+2=2>a=2
x—0"

a=2
{lim 3x2 —4ax+bh=2=>b=2
x—0t
B)
x3—1dlax<0
ﬂ@={a+bmax=o
3x+b dlax>0
limx3—1=-1=f0)=a+b

x—0~

1ir51+3x+b=b=f(0)=a+b
X—

{a+b=b

a+b=-1

{a=0
b=-1

<)
ax+ b dla x < 3
f(x)=4 7 dla3<x<5
ax?+b dla x > 5

f3)=7

7=limax+b=3a+b
x—3"

f(5)=7

7= lim ax?+b =25a+b
x—5%

{3a+b=7 ok (—1)
25a+b=7
{—3a—b=—7

25a+b =7

{ 22a=0 = a=0
-3x0—-b=-7 = b=7

D)
s

—2sinx dla x < -

7T T
fx)={assinx+bdla —o<x<7

3

>
L cosx dla x_2

/(-3)=2sn(-5) -

2= lim +a=|<sinx+b=—a+b
T
x~(~3)

@) =cos(G)=o
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0= lim ax*sinx+b=a+b
x~(3)

2

{—a+b=2
a+b=0
2b=2 = b=1
{

a=-1

Granice ciggéw podwojnych:

lim f(x:y):g'{:)vxn,yn(xn_xo Ayn_)YO)%f(xn:yn):g
(x,¥)-(x0,50)

Przyktady ciggdw zbieznych do O: Przyktady ciggdw zbieznych do 1:
1 1 2 1 1 1 1 1 2
0 n
— =, =, = == ,m =, n,vn,1+—-,1——,1——, ...
n’'2"’'n’ n’'yn'nd Vn n n n
Przyktad:
Wykazag, ze nie istnieje ponizsza granica.
X
lim -
(x0,50)—(0,0) y
1
1 1 I n 1
Xn =— ; = — - m—=
n=4 Yn n nl_)oo l
n
2
2 1 I n 5
X, =— ; = — - m—-—=
n n yn n n—oo 1
n
Odp.: Granica nie istnieje
Zadanie:
Wykazac, czy istnieje granica funkcji
A)
. X
lim
(xy)-(0,0)x +y
1 1 1 l 1
meg =g o Imtr=teg
n n n
3
3 4 I n 3
= — = — > e
n n'’ Y n nl—r>r(1) § n é 7
n n
Odp.: Granica nie istnieje
B)
. Xy
lim
(xy)-0,0x +y
1
1 | n’ 0
X, =— ; = — - m—=—=
n
. . 1 1
_ = _ : nd _ n? _
Xn =25 Im= 5 72 }llg(])l_{_i 1+1_0
n  n2 n
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1
1 1 ——
xnzg,yn_—r—la rlll—r>r010 0 = —00
Odp.: Granica nie istnieje
C)
. xy?
lim ———
(xy)-(0,0) x? + y*
1 1 L =1 1
_ L _t : n3  _ n3 . n
=g =g 2 lIm g =7 N 1
atw (it 1+
1 1 1*1 =1 1
_ 1 - nn _n*_Z
I =L P lim = 122

Odp.: Granica nie istnieje

Granice sterowane

A= lim (lim f(x,y)) ;

X=Xo \Y=Yo

B = lim (lim f(x,y))

Y—=Yo \X—=Xgo

Jesli A # B to granica nie istnieje.

Zadanie:

Uzasadnij, ze nie istnieje granica ponizszych funkciji:

A)
) 5x — 3y +xy
lim ——
(xy)-(0,0) 3x — 5y + x?
5x — 3y + xy
(1m 2=y _
y-03x — 5y + x?

( 5x—3y+xy)

lim
x—0

lim

li
n x—>0 3x — 5y+x2

y—-0

Odp.: Granica nie istnieje

B)

) S5xy —3y+x

lim ———
(x¥)-(0,0)3xy +y — 2x
) . S5xy—3y+x
lim (hm —) =
x-0 \y-03xy +y — 2x
(1_ S5xy — 3y + x)

lim
2o \220 3xy +y— 2x

y-0

Odp.: Granica nie istnieje

5x 5
Pty 3x + x2 3
=3y 3
yl—r;r(l) -5y 5

X 1
xl—r>r(1) —2x N 2

3
im ——y -3
y—0 y
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C)
_ (x—13+y+2
lim
i 1 (x—=1)°+y+2 0
xl—rg yLrPZ (x— 1)2 —y—2 _xl—r}}@&—ﬂ—z
< (x—1)3+y+2>__ y+2

_1\3
(x 1):0

lim | lim lim = ]lim ————=-1
y-o—-2\x—1 (x - 1)2 -y - 2 y-o>—=2—y — 2 y-o-=2 —1{y—+—2—)

Odp.: Granica nie istnieje
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