Rekursja 1
-

Materialy pomocnicze do wykladu

wyktadowca: dr Magdalena Kacprzak




Definicje rekurencyjne



Sposoby definiowania ciggow
—

- Za pomocg wzoru jawnego: a,=3"-2

- opisowo: niech t, bedzie wagq n-tej
krawedzi w drodze

- rekurencyjnie



Rekurencyjna definicja ciggu
-

Mowimy, ze cigg jest zdefiniowany rekurencyjnie
jesli:
(P) Okreslony jest pewien skonczony zbior

wyrazow ciqgu, zazwyczaj kilka pierwszych lub
pierwszy wyraz

(R) Pozostate wyrazy cigqgu sq zdefiniowane za
pomocg poprzednich wyrazow ciggu.

Wzor definiujacy cigag w taki sposob nazywamy
wzorem, rownaniem lub zaleznoscia
rekurencyjna



Rekurencyjna definicja ciggu
-

Warunek (P) zawiera poczatek lub krok
poczatkowy definicji.

Pozostate wyrazy ciggu sg okreslane
kolejno za pomocg reguty (R).



Przyktady



Silnia
]

Ciag silnia:

(P) SILNIA(0)=1
(R) SILNIA(n+1)=(n+1)-SILNIA(n) dla n>0

s(0)=1, s(1)=1,
s(2)=s(1)-2=1-2,
s(3)=s(2)-3=1-2-3,
s(4)=s(3)4=1-2-3-4, itd.



Suma
]

Cigg suma Zl'
(P) SUMA(0)=1
(R) SUMA(n+1)=SUMA(n)+1/(n+1)!

s(0)=1,

s(1)=s(0)+1/1'=1+1/11,
s(2)=s(1)+1/2'=1+1/11+1/21,
s(3)=s(2)+1/3'=1+1/1'+ 1/2'+1/3!, itd.



Wyznacznik macierzy
—

(P) det(A)=a,4, gdy A jest macierzq stopnia 1.
(R) Wyznacznik macierzy stopnia n>2 mozna
oblicza¢, korzystajac ze wzoru rekurencyjnego:

det(A)= Y (-1)" -2, det[A},

gdzie det[A],; jest wyznacznikiem macierzy
powstatej przez wykreslenie pierwszego wiersza i
j-tej kolumny, ktéry mozna wyliczyc z tego
samego wzoru.



Wieza Hanoil



Starohinduska legenda
-

W wielkiej swigtyni Benares w Hanoi, pod koputa,
ktora zaznacza srodek swiata, znajduje sie ptytka
z brgzu, na ktorej umocowane sg trzy diamentowe
igty, wysokie na tokiec i cienkie jak talia osy.

Na jednej z tych igiet, w momencie stworzenia
Swiata, Bog umiescit 64 krazki ze szczerego ztota.
Najwiekszy z nich lezy na ptytce z brazu,

a pozostate jeden na drugim, idgc malejgco od
najwiekszego do najmniejszego.



Starohinduska legenda
-

Bez przerwy we dnie i w nocy kaptani przektadajq
krgzki z jednej diamentowej igty na drugg,
przestrzegajgc niewzruszonych praw Brahma.
Prawa te chcg, aby kaptan na stuzbie brat tylko
jeden krgzek na raz i aby umieszczat go na jednej
z igiet w ten sposob, by nigdy nie znalazt sie pod
nim krgzek mniejszy.



Starohinduska legenda
-

Wowczas, gdy 64 krazki zostang przetozone z igty,
na ktorej umiescit je BOg w momencie stworzenia
swiata, na jedng z dwdch pozostatych igiet, wieza,
swigtynia, bramini rozsypig sie w proch i w
jednym oka mgnieniu nastgpi koniec swiata.



Rozwigzanie dla 4 krazkow
-
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Rozwigzanie dla 4 krazkow
-




Problem
]

Ile czasu zajmie kaptanom
przeniesienie wiezy zaktadajac,
ze jeden ruch trwa jedng sekunde?



Rozwiagzanie
— -

Zatdzmy, ze mamy n krazkow.

Niech a(n) bedzie szukang minimalng
liczbg ruchow.

Zauwazmy, ze aby przeniesc najwiekszy
krgzek, nalezy najpierw przeniesc
wszystkie pozostate n-1 krgzkow i
umiescic je na jednym paliku.



Rozwiagzanie
— -

Oznacza to, ze musimy najpierw rozwigzac
podproblem z parametrem o 1 mniejszym.
Minimalna liczba ruchdéw na tym etapie wynosi
wiec a(n-1). Uwolniwszy najwiekszy krazek
przenosimy go na wolne miejsce (1 ruch) i wiecej
go nie ruszamy, a pozostate krgzki ustawiamy
ponownie na nim (kolejne a(n-1) ruchy).



Rozwiagzanie
— -

Otrzymujemy zatem nastepujace rownanie
rekurencyjne:

a(n)=2a(n-1)+1

Z warunkiem poczgtkowym a(1)=1.



Rozwiagzanie
— -

Obliczmy kilka poczatkowych wyrazow tego
ciqgu:

a(l)=1
a(2)=2-1+1=3 Zauwazmy, ze
a(3)=2°3+1=7 a(n)=2n_1

a(4)=2.7+1=15



Rozwiagzanie
— -

Zaleznosc te dowodzimy indukcyjnie:
Krok bazowy: a(1)=21-1=1
Zatozenie indukcyjne: a(k)=2k-1

Teza indukcyjna: a(k+1)=2k+1-1



Rozwiagzanie
— -

Dowod indukcyjny:
a(k+1)=
2a(k)+1=
(korzystamy z zatozenia indukcyjnego)
2(2%-1)+1=
2k+1-24+1=
2k+1_1



Rozwiagzanie

Oznacza to, ze dla n=64 koniec swiata
nastgpitby po

264-1
ruchach (okoto 18 trylionodw). Zatem
zaktadajqc, ze jeden ruch trwa tylko
jedng sekunde, przetozenie wiezy
Brahmy zajetoby kaptanom ponad
5.109 (5 miliardow) wiekow.



Cigg i liczby
Fibonacciego



Leonardo Fibonacci z Pizy

Wtoski matematyk
urodzony ok. 1180 r.,
zmart ok. 1250 r.




Leonardo Fibonacci

Ojciec Leonardo Fibonacciego, pizanski
kupiec, byt gubernatorem
wioskiej kolonii w potnocno-
afrykanskim porcie Bouzia.
Tam Leonardo pobierat
pierwsze lekcje matematyki
u arabskiego nauczyciela.




Leonardo Fibonacci
N

Po powrocie do Pizy,

w 1202 roku, napisat swoje
gtosne dzieto Liber Abaci
(Ksiega Rachunkow),

w ktorej pojawiajg sie
arabskie a raczej

hinduskie cyfry.




Leonardo Fibonacci
N

Ten dla nas tak dzisiaj naturalny
system, wedrowat do Europy

za posrednictwem Arabow

dobre pare setek lat.

Stynny wynalazek hinduski - zero,
pojawito sie okoto IV-V wieku

po Chrystusie, poczatkowo w
formie kropki. Wraz z jego
pojawieniem rozpoczat sie
dziesietny system pozycyjny.
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Kroliczki Fibonacciego
.

L. Fibonacci, w swojej ksigzce Liber Abaci

zajat sie problemem dotyczacym szybkosci
rozmnazania sie stada krolikow. Przebiega ono
wedtug nastepujacych zasad. Na poczatku
mamy F nowo narodzonych krolikow i o kazdej
parze krolikow zaktadamy, ze:

-nowa para staje sie ptodna po miesigcu zycia;

-kazda ptodna para rodzi jedng pare nowych
krolikow w miesigcu;

-kroliki nigdy nie umierajq



Kroliczki Fibonacciego
.

Pytanie Fibonacciego brzmiato:

ile bedzie par krolikow po uptywie roku?
Czesciej pyta sie, ile bedzie par krolikow
po uptywie k miesiecy - oznaczamy te
liczbe przez F(k) i nazywamy

liczba Fibonacciego.



Liczby Fibonacciego
—

Miesigc Pary

doroste
1

2

3

5

8
13
21
34
55
89
144
233

Pary
miode

Catkowita
liczba par
2

3

5

8

13

21

34

55

89

144

233

377




Liczby Fibonacciego
—

Zauwazmy, ze

F(0)=0, F(1)=1

F(n)=F(n-1)+F(n-2) dla n>1



Postac¢ jawna ciggu
Fibonacciego

1 (1+45) 1 (1-+5)

vslo2 ) B 2,




Drzewo Fibonacciego
-

Zatozmy, ze rozrastanie sie drzewa odbywa
sie zgodnie z zasadq:

kazdy ped, wypusciwszy ped boczny,
przez rok odpoczywa i dopiero w
nastepnym roku puszcza nowy ped.

Jaka bedzie liczba peddéw w n-tym roku
zycia rosliny?



Drzewo Fibonacciego

h i — F(7)=13
T\ Y [, F(6)=8
/[ /S F(5)=5

F(4)=3
F(3)=2
F(2)=1
F(1)=1

R NNWRAOTHHO

Biolodzy potrafiq wskazac
drzewa, ktore tak witasnie sie rozrastaja.



Liczby Fibonacciego
W naturze

Platki kwiatow

iczba ptatkéw wielu kwiatow, w tym
popularnej stokrotki, jest na ogot liczbg
-ibonacciego i wynosi

3, lub 5, lub 8, lub 13 ...




Liczby F

W naturze

ibonacciego =

Z /
[ -
[

Liscie na gatazkach i gatazki na todygach.

Zadziwiajacy wynik dajg obserwacje rozktadu lisci

na gatgzkac

N i gatgzek na todydze debu. Od razu

zauwazamy, ze nie wszystkie liscie lezg jeden nad

drugim, pod

obnie gatgzki. Przeciwnie, zamiast

wzdtuz linii

prostej, uktadajq sie one wzdtuz

spirali, ktora okrgza todyge. Krzywa ta nazywa sie
helisq. Cyklem tej krzywej nazywa sie odlegtosc
lisci osadzonych doktadnie jeden nad drugim,
wzdtuz gatezi lub todygi.



Liczby Fibonacciego
W naturze

P4 /
[ -
[

Helise danej rosliny mozna scharakteryzowac
dwiema liczbami: liczbg obrotow cyklu helisy
wokot gatazki lub todygi oraz liczbg odstepow
miedzy kolejnymi lis¢mi lezgcymi nad soba.
Okazuje sie, ze dla bardzo wielu roslin te dwie
liczby sq liczbami Fibonacciego. Na przyktad,
drzewo bukowe ma cykl ztozony z trzech lisci |
wykonuje on jeden obroét, a wierzba amerykanska
pussy willow ma cykl ztozony z 13 lisci i wykonuje
on 5 obrotow.




Liczby Fibonacciego
W naturze

SzyszKi i stoneczniki

Najbardziej znanymi przyktadami wystepowania
liczb Fibonacciego w naturze sq uktady tusek na
szyszkach i uktady pestek w tarczach
stonecznikow. Na powyzszym rysunku jest
pokazana szyszka, na ktorej widac spirale
tworzone przez jej tuski. Spirale te sg
prawoskretne i lewoskretne (w przypadku tej
szyszki jest 8 - lewoskretnych i 13 -
prawoskretnych).



Liczby Fibonacciego
W naturze

Z wyjatkiem kilku procent "odszczepiencow", tuski
na wiekszosci szyszek uktadajg sie wzdtuz spiral,
ktorych liczby sg Scisle zwigzane z kolejnymi
liczbami Fibonacciego. Podobnie, jak tuski

na szyszkach, uktadajq sie pestki w tarczy
stonecznika - rowniez wzdtuz spiral, ktorych liczba
jest zwigzana z liczbami Fibonacciego.



Fraktale



Pojecie fraktala

Fraktal (tac. fractus - ztamany, czgstkowy)

W znaczeniu potocznym oznacza zwykle obiekt
samo-podobny (tzn. taki, ktorego czesci sq
podobne do catosci) albo "nieskonczenie subtelny"
(ukazujacy subtelne detale nawet w wielokrotnym
powiekszeniu).


http://pl.wikipedia.org/wiki/%C5%81acina

Zbior Mandelbrota




Paprotka Barnsleya
Przyktad procedury matematycznej generujgce;

fraktale. Bierzemy punkt na ptaszczyznie o
wspotrzednych x=0 i y=0 i poddajemy go dziataniu jedne]
Z czterech ponizszych operacji

Xpe1=0 Xq+1 = - 0,15x, + 0,28y,
Yosr = 0,16y, Y. = 0,26x, + 0,24y + 0,44
Xn+1 - 012Xn - 0126yn Xn+1 - 0,85Xn + 0,04yn

yn+1 - 0123Xn + 0122yn + 116 yn+1 = - 0,04Xn + 0,85yn + 0’16



Paprotka Barnsleya

Liczby x=0 i y=0 wstawiamy do prawej strony ktorejs z wypisanych
par rownan w miejsce X, Y,,- Uzyskany wynik X;, y; znowu
wstawiamy do prawej strony, uzyskujgc wspotrzedne kolejnego
punktu X,, ¥, i czynnosc¢ te powtarzamy w nieskonczonosc. Z tych
czterech par rownan do kolejnego kroku iteracji wybieramy dang pare
przypadkowo, ale zachowujgc zasade, ze pierwszg pare nalezy uzyc¢
raz na 100 iteracji, drugg i trzecig 7 razy na 100, czwartg 85 razy na
100. Uzyskane punkty nanosimy na ptaszczyzne uzyskujgc fraktal,
ktory nosi nazwe paprotki Barnsleya.



Trojkat Sierpinskiego
—

Najpierw rysujemy trojkat rownoboczny o dtugosci boku np.
1. Srodki bokdéw trojkata taczymy odcinkami. Otrzymalismy
cztery trojkaty rownoboczne, kazdy o dtugosci boku 1/2.
Usuwamy srodkowy trojkat.




Trojkat Sierpinskiego
—

Kazdy z pozostatych trzech mniejszych tréjkatow dzielimy
znowu na cztery rowne trojkaty. Ich wierzchotkami sg srodki
bokdw trojkatow otrzymanych w pierwszym kroku.
Usuwamy srodkowe trojkaty.




Trojkat Sierpinskiego
—

W kolejnych krokach postepujemy podobnie jak poprzednio.
Po k krokach tréjkat bedzie miat az

z(k)=z(k-1) +3k1
dziur, ktorymi sg usuniete tréjkaty roznej wielkosci. Rysunek
ponizej pokazuje tréjkat po 5 krokach konstrukcji.

--------

vvvvvvvv

------------------------

------------

Zbior, ktory otrzymamy po nieskonczenie wielu krokach nazywa sie
dywanem Sierpinskiego



Kostka Mengera
-

Kostka Mengera powstaje w nastepujgcy sposob:

1. Dany jest szescian

2. Tniemy go na 27 szescianow rownej wielkosci
ptaszczyznami rownolegtymi do scian

3. Usuwamy wszystkie szeSciany przylegte do
srodkow Scian pierwotnego szescianu oraz
szescian znajdujacy sie w jego srodku

4. Do kazdego z 20 pozostatych szescianow
stosujemy poprzednig procedure

Po nieskonczonej liczbie powtorzen opisanych

operacji otrzymujemy kostke Mengera.



Kostka Mengera



Kostka Mengera
-

Definicja rekurencyjna:

M: =mneNM(n)

M(n+1):={(X,y,z)eR3: (3x-i,3y-j,3z-k)eM(n) i co
najwyzej jedna z liczb i, j, k jest rowna 1}



Definicja rekurencyjna fraktall
—

Zbiory takie jak zbior Mandelbrota, zbior Julii czy
»ptonacy statek” s podzbiorami ptaszczyzny
zespolonej. Dla kazdego punktu p okresla sie
pewien cigg z.,(p). Od zbieznosci tego ciggu zalezy
czy punkt nalezy do zbioru (fraktala). Ciaqg okresla
sie wzorem rekurencyjnym:

z(0)(p) = f(p)
z(n+1)(p) = g(z(n))

Od postaci funkcji f i g zalezy rodzaj fraktala.



Zbior Julii (Gaston Maurice Julia)
-

f(p)=p, z(n+1)=z%(n)+C




Plonacy statek
c -

Ptongcy statek to fraktal po raz pierwszy opisany
przez Michaela Michelitscha i Otto E. Rosslera w
1992. Tworzg go punkty c ptaszczyzny zespolonej,
dla ktorych ciag opisany jest wzorem
rekurencyjnym:

z(n)=0
z(n+1)=
(IRe{z(n)}|+ilIm{z(n)}|)*+C




Algorytmy rekurencyjne



Pojecie algorytmu rekurencyjnego
S

Algorytmy, ktore wywotujg same siebie
nazywamy algorytmami rekurencyjnymi



Wyszukiwanie binarne w ciggu
uporzadkowanym

Dany jest cigg liczb naturalnych

a(1), a(2), ..., a(n)
taki, ze dla kazdego 1<i<n zachodzi a(i)<a(i+1).

Problem: Dana jest liczba x.
Wiedzac, ze istnieje i takie, ze a(i)=X, wyznacz i.

Rozwigzanie standardowe:

przeglgdamy elementy ciggu sekwencyjnie, koszt
pesymistyczny (mierzony np. liczbg porownan)
jest rzedu n.



Wyszukiwanie binarne w ciggu
uporzadkowanym

Algorytm rekurencyjny: WB(l,p,x)
Niech |=1, p=n, wtedy

a) wyznaczamy k=(l+p) div 2,

b) jes
c) jes

do
d) jes

i a(
i a(
pun

I a(

k)=Xx, to algorytm konczy dziatanie,
K)<X, to przechodzimy rekurencyjnie
Ktu a) dla I=k+1, p=n, WB(k+1,n,x)

K)>X, przechodzimy rekurencyjnie do

punktu a) dla I=1, p=k-1. WB(1,k-1,x)
Koszt pesymistyczny algorytmu jest rzedu Ig(n).



Wyszukiwanie binarne w ciggu

uporzadkowanym

c ]
Przyktad:
ciqg a(n): 2,3,10,12|15,20\23l25 X=23

krok| || p | k=(l+p) div 2| a(k)

0 | | 8 4 12

1 o| 8 6 20

2 7] 8 7 23



Zliczanie liczby lisci
w drzewie binarnym
-

Zaleznosc¢ rekurencyjna:

liczba lisci w drzewie binarnym o korzeniu w
wierzchotku t jest rowna sumie liczby lisci

w kolejno lewym i prawym poddrzewie
wierzchotka t.

Jezeli t jest lisciem to liczba lisci jest rowna jeden.



Zliczanie liczby lisci
w drzewie binarnym

Algorytm rekurencyjny: zaktadamy, ze drzewo jest niepuste

SUMA_LISCI(wierzchotek t)
{zmienne: suma_lewe_poddrzewo=0, suma_prawe_poddrzewo=0;

jesli (wierzchotek t nie ma ani lewego ani prawego syna)
zZWroc 1;

jesli (wierzchotek t ma lewego syna)
suma_lewe_poddrzewo =SUMA_LISCI(lewy syn wierzchotka t);

jesli (wierzchotek t ma prawego syna)
suma_prawe_poddrzewo =SUMA_LISCI(prawy syn wierzchotka t);

zwro¢ suma_lewe_poddrzewo + suma_prawe_poddrzewo;}



Zliczanie liczby lisci
w drzewie binarnym
-




Metody otrzymywania
Wzorow jawnych
na wyrazy ciqggow

rekurencyjnych



Rownania jednorodne
-

Najprostszym przyktadem rownania rekurencyjnego
jednorodnego jest rownanie postaci

s(n)=a-s(n-1)+b-s(n-2)
gdzie dane sg a i b. Zatozmy, ze ma ono rozwigzanie
postaci
s(n)=r",

Podstawiajgc otrzymujemy:

Mm=a-r"-1+b-.rn-2,



Rownania jednorodne
-

M=a-r-1+b.rn-2
Dzielgc przez r"—2 otrzymujemy
r’=a-r+b
czyli
r’-a-r-b=0
rownanie to nazywamy
rownaniem charakterystycznym

rOwnania rekurencyjnego.



Rownania jednorodne
-

(a) Jesli rownanie charakterystyczne ma 2
rézne rozwigzania r, i r,, to

s(n)=c,-(ry)"+c,(r,)"

dla pewnych statych ¢, i c,. Jesli s(0) i s(1) sq
dane, to wartosci statych mogq by¢ wyznaczone
przez podstawienie n=0 i n=1 i rozwigzanie uktadu
dwdch rownan z niewiadomymi c; i c,.



Rownania jednorodne
-

(b) Jesli rownanie charakterystyczne ma tylko jedno
rozwigzanie r, to

s(n)=c, r"+c,nr"

dla pewnych statych c, i ¢,. Tak jak w punkcie (a),
mozna wyznaczyC ¢, i C,, jesli dane sq s(0) i s(1).



Przyktad 1
-

Rozwazmy zaleznosc¢ rekurencyjng
s(0)=s(1)=3; s(n)=s(n-1)+2s(n-2) dla n>1

Rownanie charakterystyczne
X2=x+2
X2-x-2=0

ma rozwigzanie r;=2, r,=-1.



Przyktad 1
S

Wowczas
s(n)=c,2"+c,(-1)".

Podstawiajgc n=0 i n=1 otrzymujemy

s(0)=c,;2%+4c,(-1)°
oraz
s(1)=c,21+c,(-1)1
czyli
3=cCc,+C, oraz 3=2C4-C,.



Przyktad 1
S

Rozwigzujac ten uktad rownan otrzymujemy

c,=21c,=1,
Ostatecznie mamy
s(n)=
2:2"+1-(-1)"=

2n+14(-1)n.



Przyktad 2
-

Rozwazmy zaleznosc¢ rekurencyjng
s(0)=1, s(1)=-3; s(n)=6s(n-1)-9s(n-2) dla n>1

Rownanie charakterystyczne
X2=6x-9
X2-6Xx+9=0

ma jedno rozwigzanie r=3.



Przykiad 2
S

Wowczas
s(n)=c;-3"+C,-n-3".

Podstawiajgc n=0 i n=1 otrzymujemy

s(0)=c,3%+0
oraz
s(1)=c,31+c,3!
czyli
1=c4 oraz -3=3c¢;+3¢C,.



Przykiad 2
S

Rozwigzujac ten uktad rownan otrzymujemy
C1=1 | C2='2.
Ostatecznie mamy

s(n)=3"-2-n-3".



Wyznaczanie zaleznosci
rekurencyjnych

- zadania



Zadanie 1

Ile jest roznyc

N sposobow wejscia po

schodach zbudowanych z n stopni, jesli

w kazdym kro

Ku mozna pokonac jeden

lub dwa stopnie? Odpowiedz podaj w formie

rownania reku

rencyjnego.



Zadanie 1
N

Niech

a(n) - liczba roznych sposobdow wejscia po
schodach zbudowanych z n stopni



Zadanie 1
G

Zauwazmy, ze
a(l) =1,a(2) =2

a(n) =



Zadanie 1
N

Zauwazmy, ze

a(l) =1,a(2) =2

a(n) = a(n-1)-1 + a(n-2)-1

(wchodzimy na n-1 stopien i pokonujemy 1 stopien

lub wchodzimy na n-2 stopien i pokonujemy 2
stopnie naraz)



Zadanie 2

Na ile sposobow mozemy utozyC wieze
wysokosci n cm z klockow, jezeli mamy do
dyspozycji klocki biate o wysokosci 1 cm oraz
klocki czarne, czerwone, niebieskie, zotte,
zielone i rozowe o wysokosci 2 cm?



Zadanie 2
G

Niech

a(n) - liczba sposobdw, na ktore mozemy
utozyC wieze wysokosci n



Zadanie 2
G

Zauwazmy, ze
a(l) =1,a(2) =1+1.6=7

a(n) =



Zadanie 2
N

Zauwazmy, ze
a(l) =1, a(2) = 1+1.6=7
a(n) = a(n-1)-1 + a(n-2)-6

(uktadamy wieze wysokosci n-1 i doktadamy
biaty klocek lub uktadamy wieze wysokosci n-2
i doktadamy jeden z szesciu klockoéw: czarny,
czerwony, niebieski, zotty, zielony lub rozowy)



