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Charakteryzacja zbioru 

liczb naturalnych  



Arytmetyka liczb naturalnych 

JednŃ z najwaŨniejszych teorii matematycznych  

jest arytmetyka liczb naturalnych. Elementarna  

arytmetyka liczb naturalnych uŨywa jňzyka,  

w kt·rym opr·cz stağej 0 wystňpuje  

jednoargumentowa funkcja  

suc  

nazywana nastňpnikiem, i relacja r·wnoŜci.  



Aksjomaty Peano 

 

Aksjomaty tej teorii, a wiňc podstawowe prawa  

rzŃdzŃce liczbami naturalnymi, sformuğowağ  

Peano.  

 



Aksjomaty Peano 

Aksjomaty Peano liczb naturalnych  

Ax1. Zero  jest liczbŃ naturalnŃ. 

Ax2. Dla kaŨdej liczby naturalnej n istnieje 
dokğadnie jedna liczba naturalna suc(n) , kt·ra 
jest nastňpnikiem n. 

Ax3. Zero nie  jest nastňpnikiem Ũadnej liczby 
naturalnej.  

Ax4. JeŨeli k jest nastňpnikiem liczby n,  

 k=suc(n), i k jest nastňpnikiem liczby m,  

 k=suc(m), to n = m.  



Aksjomaty Peano c.d. 

Ax5. Zasada indukcji matematycznej:  

 

JeŨeli A jest podzbiorem zbioru liczb naturalnych  

N takim, Ũe speğnione sŃ warunki (1), (2):  

 

(1) 0ÍA,  
 

(2) dla kaŨdej liczby naturalnej n,  

 jeŨeli nÍA i m jest nastňpnikiem n, to mÍA,  

 

to A=N.  



Intuicje 

Aksjomat piŃty m·wi jak moŨna zbudowaĺ zbi·r  

liczb naturalnych z zera przez sukcesywne  

zastosowanie funkcji nastňpnika: kaŨda liczba  

naturalna n jest otrzymana z zera przez n -krotne  

wykonanie operacji nastňpnika,  

 

1= df  suc(0)  

2 =  df  suc(suc(0))  

3 =  df  suc(suc(suc(0)))  

...........  



Intuicje 

Fakt ten wielokrotnie, i czňsto nieŜwiadomie,  

wykorzystuje siň w programowaniu z uŨyciem  

pňtli "while" stwierdzajŃc, Ũe program  

 

{x:= 0; while x < y do x := x+1 od }  

 

nie zapňtla siň dla wszystkich wartoŜci  

naturalnych zmiennej y.  



Przykğad 

Twierdzenie :   

KaŨda liczba  postaci  n5-n dla  nÍ N jest  podzielna   

przez  5. 

 

Dow·d. Niech   

A={n ÍN: (n 5 -  n) mod 5 = 0}.  

Udowodnimy,  Ũe N=A . 

 

1. 0ÍA, poniewaŨ 05 -  0 =  0.  



Przykğad 

2. WeŦmy jakŃŜ ustalonŃ liczbň n naleŨŃcŃ do A. Wynika  

stŃd oczywiŜcie, Ũe dla  pewnego  naturalnego  k,  mamy   

n5 -  n = 5k.  

 

Wtedy  jednak  (n+ 1) 5 -  (n+ 1)  jest  teŨ podzielne  przez  5, bo 

(n+1) 5- (n+1) =  

n5+5n 4+10n 3 +10n 2+5n +1 -  n -1 =  

n5 -  n + 5(n 4 +2n 3 +2n 2 +n) =  

5(k+n 4 +2n 3 +2n 2 +n) .  

 

StŃd n+1 Í A.  



Przykğad 

 

PoniewaŨ oba zağoŨenia zasady indukcji  

matematycznej zostağy speğnione, zatem moŨemy  

wywnioskowaĺ, Ũe A=N. Oznacza to, Ũe dla  

dowolnej liczby naturalnej n, liczba n 5-n jest  

podzielna przez 5.  



 
Zasada minimum  



Zasada minimum 

Z zasady  indukcji  matematycznej  wynika   

natychmiast  nastňpujŃce twierdzenie  zwane   

"zasadŃ minimum" . 

 

Twierdzenie  

W kaŨdym niepustym  zbiorze  liczb  naturalnych   

istnieje  liczba  najmniejsza . 

 



Dow·d zasady minimum 

Niech A  ̧Å, A Ì N i przypuŜĺmy, Ũe w A nie ma  

liczby najmniejszej (tzn. A nie ma elementu  

pierwszego). Oznacza to w szczeg·lnoŜci, Ũe 0ÎA.  

RozwaŨmy zbi·r B takich liczb naturalnych n, Ũe  

ani n ani Ũadna liczba mniejsza od n nie naleŨy do  

A,  

B = {n : ( " m¢ n) m ÎA}.  

Udowodnimy, Ũe wobec przyjňtych zağoŨeŒ, musi  

byĺ B=N. Dow·d tego faktu przeprowadzimy  

wykorzystujŃc zasadň indukcji matematycznej.  



Dow·d zasady minimum 

 

(1) PoniewaŨ 0 nie naleŨy do A, to z definicji 
zbioru B wynika, Ũe 0ÍB. 

 

(2) Zağ·Ũmy, Ũe dla pewnego n, nÍB. 
Udowodnimy, Ũe liczba n+1 naleŨy do B. 



Dow·d  zasady minimum 

Z zağoŨenia indukcyjnego  wynika,  Ũe wszystkie  liczby   

mniejsze  od n oraz  samo  n nie  naleŨŃ do zbioru  A. Gdyby   

wiňc (n+ 1)Í A,  to  byğby to  element  najmniejszy  w A,  co nie   

jest  moŨliwe wobec  przyjňtego w A zağoŨenia. Zatem   

(n+ 1)ÎA, a stŃd (n+ 1)ÍB. 

  
 

PoniewaŨ wykazaliŜmy, Ũe oba  zağoŨenia zasady  indukcji  sŃ  

speğnione, to  na  mocy  tejŨe zasady  indukcji  wszystkie  liczby   

naturalne  naleŨŃ do B.  



Dow·d zasady minimum 

 

Skoro  jednak  udowodniliŜmy, Ũe N=B,  to  zbi·r A  

musi  byĺ pusty,  wbrew  zağoŨeniu. SprzecznoŜĺ ta   

dowodzi,  Ũe nie  moŨna znaleŦĺ takiego  niepustego   

podzbioru  A zbioru  liczb  naturalnych,  kt·ry nie   

miağby elementu  pierwszego,  a to  oznacza,  Ũe  

kaŨdy niepusty  podzbi·r N ma  element  pierwszy .  



Przykğad 

Udowodnimy,  Ũe  

{n ÍN : 3|(n 3-n)} = N.  

 

W przedstawionym dowodzie "nie wprost" wykorzystamy  

zasadň minimum. Niech  

A= {n ÍN : 3|(n 3-n)}.  

PrzypuŜĺmy, Ũe A  ̧N. Wtedy na mocy zasady minimum,  

w zbiorze N \A istnieje element najmniejszy. PoniewaŨ 3|0,  

wiňc 0ÍA, a tym samym 0 nie jest elementem najmniejszym  

w N \A. Niech wiňc elementem najmniejszym w N\A bňdzie  

jakaŜ liczba k>0. Jako element zbioru N\ A, k nie jest  

dzielnikiem (k 3-k).  



Przykğad 

RozwaŨmy liczbň k-1. Mamy (k -1)ÍN oraz  

(k -1)  3 - (k -1) =  

k3-3k 2 + 3k -1 -k +1 =  

(k 3-k) -3k(k -1).  

PoniewaŨ (k 3-k)  nie  dzieli  siň cağkowicie przez  3,  

a 3k(k -1)  jest  wielokrotnoŜciŃ 3, zatem  liczba   

(k -1)  3 - (k -1)  nie  dzieli  siň przez  3.  

Wynika  stŃd, Ũe (k -1)ÍN\ A, co przeczy   

zağoŨeniu, Ũe k byğo liczbŃ najmniejszŃ w zbiorze   

N\ A. W konsekwencji  musi  byĺ A=N .  



 

 

Zasada indukcji ï  

r·Ũne sformuğowania 



Zasada indukcji matematycznej 1 

JeŨeli 

(1) W(0), tzn. 0 ma wğasnoŜĺ W, oraz 

 

(2) dla dowolnej liczby naturalnej k,  

 jeŜli W(k), to W(k+1),  

  

to dla kaŨdej liczby naturalnej n, W(n)  

(tzn. kaŨda liczba naturalna ma wğasnoŜĺ W). 



Przykğad 

Lemat:  

 

Liczba wszystkich podzbior·w zbioru n  

elementowego wynosi 2 n, czyli dla  

dowolnego zbioru X, jeŜli |X| = n,  

to |P(X)| = 2 n.  

 



Dow·d lematu 

Oznaczmy  przez  W zdanie  wyraŨajŃce  

wğasnoŜĺ liczb  naturalnych  takŃ, Ũe  

 

W(n) wttw liczba podzbior·w zbioru n 
elementowego wynosi 2 n.  



Dow·d lematu 

Baza  indukcji .   

 

PoniewaŨ zbi·r pusty  ma  dokğadnie jeden   

podzbi·r, zatem  jeŜli |X|  =  0,  

to  |P(X)|=  1= 20.   

 

Wynika  stŃd, Ũe liczba  0 ma  wğasnoŜĺ W. 



Dow·d lematu 

ZağoŨenie indukcyjne .  

 

Zağ·Ũmy, Ũe wszystkie zbiory  

k elementowe majŃ wğasnoŜĺ W(k), tzn.  

liczba wszystkich podzbior·w zbioru  

k-elementowego wynosi 2 k.  



Dow·d lematu 

Teza indukcyjna .  

 

Bňdziemy dowodzili,  Ũe zbi·r  

(k+ 1) -elementowy  ma  teŨ wğasnoŜĺ W.  



Dow·d lematu 

Dow·d tezy  indukcyjnej .  

 

RozwaŨmy zbi·r (k+ 1) -elementowy  X,   

X={x 1,x 2,..., x k,x k+1 }.  

Podzielmy  wszystkie  podzbiory  zbioru  X na  dwie   

kategorie :  

-  Podzbiory  zbioru  X,  w kt·rych nie  wystňpuje 
element  xk+ 1,  

-  Podzbiory  zbioru  X,  w kt·rych wystňpuje 
element  xk+ 1. 

 



Dow·d lematu 

 

Podzbiory  pierwszej  kategorii  sŃ to   

wszystkie podzbiory zbioru  

k-elementowego, wiňc na mocy  

zağoŨenia indukcyjnego  jest  ich  2k.   



Dow·d lematu 

Podzbiory  drugiej  kategorii  otrzymujemy   

biorŃc jakikolwiek  podzbi·r A zbioru   

k-elementowego  X\ {x  k+ 1},  a nastňpnie  

doğŃczajŃc element  xk+ 1.   

Takich  podzbior·w, zn·w na mocy   

zağoŨenia indukcyjnego  jest  2k.   

 

Razem  2k +  2k =  2k+ 1 podzbior·w. Czyli   

wğasnoŜĺ W jest  prawdziwa  dla  k+ 1. 



Dow·d lematu 

 

Na mocy  zasady  indukcji  moŨemy teraz   

wyciŃgnŃĺ wniosek,  Ũe zdanie  W(n)  jest   

prawdziwe  dla  wszystkich  liczb   

naturalnych . 



Zasada indukcji matematycznej 2 

  

JeŨeli A jest podzbiorem zbioru N takim, Ũe  

1. 0ÍA, oraz  
 

2. dla kaŨdej liczby n, jeŜli kÍA dla wszystkich 
k<n+1, to n+1 ÍA,  

 

to A=N.  



Przykğad 

Lemat :  

 
Udowodniĺ, wykorzystujŃc jednŃ z postaci  zasady   

indukcji  matematycznej,  Ũe dla  dowolnego   

a> -1 i dla  dowolnej  liczby  naturalnej  n,   

(1+a) n ² 1 + na.  



Dow·d lematu 

Niech  W(n)  oznacza  zdanie   

(1+a) n ² 1+ na.  

 

Baza  indukcji :   

 

PoniewaŨ (1+a) 0 ² 1, zatem  zachodzi   

W( 0) . 



Dow·d lematu 

ZağoŨenie indukcyjne :   

Zağ·Ũmy, W(k)  dla  pewnego  k,   

tzn . mamy  (1+a) k ² 1+ka . 

 

Teza:  W(k+ 1)  jest  zdaniem   

prawdziwym,  tzn .  

(1+a) k+1  ² 1+(k+1)a.  



Dow·d lematu 

Dow·d tezy :   

(1+a) k+ 1=( 1+a) k(1+a) .  

 

Wykorzystamy  teraz  zağoŨenie indukcyjne  i  

otrzymamy   

(1+a) k+1  ²(1+ ka)(1+a)  

²1+ka+a+kaa  

² 1+ (k+1)a + ka 2.  



Dow·d lematu 

PoniewaŨ ka2²0, zatem ostatecznie  

(1+a) k+1  ² 1+(k+1)a.  

Czyli  prawdziwe  jest  zdanie  W(k+ 1) .  

 

PoniewaŨ oba  zağoŨenia zasady  indukcji   

matematycznej  sŃ speğnione, zatem   

wnioskujemy,  Ũe W(n)  jest  prawdziwe  dla   

wszystkich  liczb  naturalnych  n. 



Zasada indukcji dla liczb 
cağkowitych 

 Niech m bňdzie liczbŃ cağkowitŃ oraz niech a(n)  

bňdzie zdaniem okreŜlonym na zbiorze  

{n ÍZ : n ² m}.  

JeŜli  

1. zdanie  a (m)  jest  prawdziwe,  oraz   

2. jeŜli wszystkie  zdania  a(m),  a(m+ 1), ... ,  a(k -1)  
dla  pewnego  k>m  sŃ prawdziwe,  to  a(k)  teŨ 
jest  zdaniem  prawdziwym,   

to  a(n)  jest  zdaniem  prawdziwym  dla  dowolnych   

liczb  cağkowitych n ² m . 



Zasada skoŒczonej indukcji 

Niech m i k bňdŃ liczbami naturalnymi oraz niech  

a(n) bňdzie zdaniem wyraŨajŃcym pewne  

wğasnoŜci liczb naturalnych m¢ n¢ k. JeŜli  

1. zdanie a(m) jest prawdziwe, oraz  

2. jeŜli z prawdziwoŜci zdania a(i) dla pewnego 
m¢ i< k wynika, Ũe zdanie a(i+1) teŨ jest 
prawdzie,  

to a(n) jest zdaniem prawdziwym dla dowolnych  

n ² m i n ¢ k.  



 

 

Definicje indukcyjne  



CiŃg nieskoŒczony 

CiŃg nieskoŒczony jest to, jak wiadomo  

funkcja cağkowita okreŜlona na zbiorze liczb  

naturalnych N.  

Jednym z wygodnych sposob·w okreŜlania  

wyraz·w ciŃgu jest definicja indukcyjna.  

Ten spos·b definiowania polega na okreŜleniu  

pierwszego wyrazu  ciŃgu (lub kilku pierwszych  

wyraz·w) np. a0, i podaniu metody konstrukcji  

wyrazu (n+1) -go w zaleŨnoŜci od wyrazu n-tego  

lub innych wyraz·w juŨ zdefiniowanych. 



CiŃg nieskoŒczony 

Przyjmijmy nastňpujŃcŃ definicjň ciŃgu (ai) iÍN:  

a0 = 1, a n+1  = a n + 2  

dla wszystkich n ² 0.  

Ğatwo wyliczyĺ, Ũe  

a1 = a 0 + 2 = 1+2 = 3, a 2 = a 1 +2 = 5 itd.  

PrzyglŃdajŃc siň bliŨej tym definicjom zauwaŨymy,  

Ũe  

a1 = a 0 + 2 = 1+ 1 Ö2 ,  

a2 = 1 +2 Ö2 = 5,  

a3 = 1 +2 Ö2 +2 = 1 +3 Ö2.  



CiŃg nieskoŒczony 

DomyŜlamy siň, Ũe  

ak = 1+ k Ö2  

dla wszystkich k>0.  

StosujŃc zasadň indukcji matematycznej  

moŨemy pokazaĺ, Ũe ak = 1+ 2k dla wszystkich k.  

RzeczywiŜcie, dla k=0 otrzymujemy a0 = 1.  

Natomiast krok indukcyjny wynika z indukcyjnej  

definicji ciŃgu, zağoŨenia indukcyjnego dla k i  

prostego przeksztağcenia wzoru:  

ak+1 = a k + 2 = (1+ 2k) + 2 = 1+ 2(k+1).  

 



 

 

Niezmienniki  



Definicja 

Powiemy, Ũe zdanie a jest niezmiennikiem  

pňtli postaci while  g do  I od , gdzie g jest  

warunkiem, a I treŜciŃ pňtli, jeŜli dla  

kaŨdej iteracji tej pňtli z tego, Ũe warunki g  

i a sŃ speğnione przed wykonaniem treŜci  

pňtli I, wynika Ũe a jest prawdziwe po jej  

wykonaniu.  



Przykğad ï algorytm Euklidesa 

NWD(n,m)  (n,m ¸0)  
  

{x:=n; y := m;  
while x  ̧y  

 do  
 if x>y then  
  x := x -y  
 else  
  y:=y -x  
 fi  
od;  
return y;}  

 



Przykğad ï algorytm Euklidesa 

Niezmiennikiem pňtli w tym algorytmie jest  

formuğa  

nwd(x,y)=nwd(n,m).  

 

RzeczywiŜcie, zağ·Ũmy Ũe x  ̧y i formuğa  

nwd(x,y)= nwd(n,m) jest prawdziwa  

w chwili wejŜcia do pňtli while.  



Przykğad ï algorytm Euklidesa 

Lemat: JeŜli x>y, to nwd(x-y,y)=nwd(x,y).  

 

WykonujŃc jedynŃ przewidzianŃ w tym przypadku  

instrukcjň  

x := x -y,  

spowodujemy (nowŃ wartoŜciŃ x jest stara  

wartoŜĺ x-y), Ũe na nowo speğniona jest r·wnoŜĺ  

nwd(x,y)=nwd(n,m).  



Przykğad ï algorytm Euklidesa 

Analogicznie w drugim przypadku. Zatem,  

po wykonaniu instrukcji "if" nadal jest  

speğniona formuğa  

 

nwd(x,y)=nwd(n,m).  



Przykğad ï algorytm Euklidesa 

ZakoŒczenie cağego procesu nastŃpi w·wczas, gdy  

x=y. StosujŃc skoŒczonŃ zasadň indukcji  

matematycznej, skoro  

nwd(x,y)=nwd(n,m)  

jest prawdziwa tuŨ przed wykonaniem pňtli  

"while" i dla kaŨdej iteracji z prawdziwoŜci tej  

formuğy przed wykonaniem instrukcji "if" wynika  

jej prawdziwoŜĺ po wykonaniu instrukcji "if", to  

nwd(x,y)=nwd(n,m)  

jest teŨ prawdziwa po wyjŜciu z pňtli "while".  

Ale wtedy nwd(n,m)=nwd(x,y)= nwd(y,y)=y.  



Przykğad ï algorytm Euklidesa 

 

Wynika  stŃd, Ũe wyliczona  przez  procedurň  

wartoŜĺ jest  rzeczywiŜcie najwiňkszym  

wsp·lnym dzielnikiem  liczb  n i m .  

 



Przykğad ï algorytm Euklidesa 

Pozostağ jeszcze  jeden  problem,  czy   

ten  algorytm  kiedykolwiek  doprowadzi  do  

sytuacji,  w kt·rej  

x=y.  

 

Czy pňtla "while"  zatrzyma  siň  

kiedykolwiek?   



Przykğad ï algorytm Euklidesa 

Tutaj  zn·w przychodzi  nam  z pomocŃ indukcja   

matematyczna . ZauwaŨmy, Ũe jeŜli wartoŜci x i y  

kolejno  uzyskiwane  w czasie  dziağania algorytmu   

zapiszemy  jako  kolejne  pozycje  ciŃgu  

(x 1,y 1),  (x 2,y 2), ... ,  to  iloczyn   

(x iy i)  

tworzy  ciŃg malejŃcy.  



Przykğad ï algorytm Euklidesa 

PoniewaŨ jest  to  ciŃg liczb  naturalnych,   

zatem  na mocy  zasady  minimum  nie  moŨe  

byĺ ciŃgiem nieskoŒczonym.  

Istnieje  wiňc taka  iteracja,  w kt·rej  

x i=y i,  

czyli  algorytm  zatrzyma  siň. 



Lemat 

 

JeŜli zdanie a jest prawdziwe przed  

wykonaniem instrukcji "while" i jest  

niezmiennikiem tej pňtli, to po wykonaniu  

instrukcji "while" jest prawdziwe zdanie  

(a Ø × g).  

 


