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Charakteryzacja zbioru
liczb naturalnych



Arytmetyka liczb naturalnych
-

JednN z najwaUniejszych teo
jest arytmetyka liczb naturalnych. Elementarna
arytmetyka |l i czb natwural nnyc
w kt-rym opr-cz stagej 0 wy
jednoargumentowa funkcja

suc
nazywana nastnpni ki em, I r e



Aksjomaty Peano
-

Aksjomaty tej teorii, a win
rzNdzNce | iczbami naturalny
Peano.



Aksjomaty Peano
—

Aksjomaty Peano liczb naturalnych
Axl. Zero j est |l iczbN natural nN.

Ax2. Dla kaUdej liczby natu
dokgadni e jedna |sudgnz pbakiha
jest nastnpni ki em n.

Ax3.Zero niej est nastfinpni ki em Ua

naturalne.
Ax4. JeUeli k jest nastipni
k=suc(n), I K jest nastnp

k=suc(m), to n = m.



Aksjomaty Peano c.d.
-

AX5. Zasada indukcji matematyczney:

JeUeli A jest podzbiorem zb
N takim, Ue spegnione sN wa
1) Ol A,

@2 dl a kaUdej liczby natur al

j eUellAi inm jest nastnpMmi ki

to A=N.



Intuicje
-

Aksjomat pi Nty m-wi jak moUna zb

liczb naturalnych z zera przez sukcesywne

zastosowanie funkcj i nastnpni ka:

naturalna n jest otrzymana z zera przez n -krotne

wykonani e operacji nastnpni ka,
1= 9" suc(0)

2 = 9" suc(suc(0))
3 = df suc(suc(suc(0)))



Intuicje
-

Fakt ten wielokrotnie, 1 <ccz2z
wykorzystuje sin wW programo
pntli "while" stwierdzaj Nc,

{Xx:;=0; while x<ydox:=x+1od}

ni e zapntla sin dla wszystKk
naturalnych zmienne) y.



Przykgad
—

Twierdzenie

K a Udiezba postaci n5-n dla ni N jest podzielna
przez 5.

Do w - dNiech
A={n | N:(n ° - n) mod 5 = 0}.
Udowodnimy, U eN=A .

1. OlA, poni e®a = 0.



Przykgad
—

2. WeTmyakdNSt alloincNnim@ | e Udé AANWynika
st Nodc zy wi B8 edia @ewnego naturalnego Kk, mamy
n°> - n=>5k.

Wtedy jednak (n+ 1)° - (n+ 1) jest t e fibdzielne przez 5, bo
(n+1) °>-(n+1) =
n>+5n 4+10n 3+10n 2+5n+1 - n-1=
n°- n+5N *+2n3+2n 2 +n) =
5(k+n 4 +2n 3 +2n 2 +n).

St Nd h Al



Przykgad
—

Poni ewaU oba zagoUenia zasa
mat ematycznej zostagy spegn
wywni oskowal, Ue A=N. Oznac
dowolnej liczby naturalnej n, liczba n °-n jest
podzielna przez 5.



Zasada minimum



Zasada minimum

Z zasady indukcji matematyczne] wynika
natychmiast n a st i p uyiddeemie zwane

" 7z a s anthifium" .

Twierdzenie
W k a U d yniepustym zbiorze liczb naturalnych

Istnieje liczba najmniejsza .



Dow-d zasady minim
-

NiechA , A,LAIT N i przypuSimy, Ue
liczby najmniejszej (tzn. A nie ma elementu

pi erwszego). Oznacza to Iw s
RozwaUmy zbi-r B takich 1lic
ani n ani Uadna |iczba mnie
A,

B={n:( " m¢n)mTl A}
Udowodni my, Ue wobec przyj
byl B=N. Dow-d tego faktu
wykorzystuj Nc zasadi induk

O T ¢



Dow-d zasady mini m
-

@) Poni ewalU O nie nal
zbioru B wyinB.ka, U

2 Zag- - Umy, Ue dl alB.ewnego n
Udowodni my, Ue liczba n+1



Dow:- d zasady mi ni
-

Z z a § o U mdukcgnego wynika, U ewszystkie liczby
mniejsze od n oraz samo n nie n a | edd kbioru A. Gdyby
wi f(e+ 1)1 A, to by § bbyelement najmniejszy w A, co nie
jest mo Ul iwebec pr zy | nwaAagaJo Ueatém

(n+ )T A, ast Nu+ 1)i B.

Poni ewgkKazal USobmeyz a § o U easaidya indukcji s N
spedgnitomenocy t e 2hsady indukcji wszystkie liczby
naturalne n al edd .



Dow-d zasady minim
-

Skoro jednak udowodni I0ieNE=Biyto zbi Ar
musi b y bpusty, wbrew z a § o U.eSpirwz e ¢ zta 0 ¢
dowodzi, Uenie mo Unzan a | &HKidgo niepustego
podzbioru A zbioru liczb naturalnych, Kkt - nig

mi a Jdleynentu pierwszego, a to oznacza, Ue

k a U digpusty p o d z bN ma element pierwszy .



Przykgad
—

Udowodnimy, Ue
{nIN:3|(n 3-n)}=N.

W przedstawionym dowodzie "nie wprost" wykorzystamy
zasadn mini mum. Ni ech

A={n I N:3|(n 3-n)}
PrzypuSIi my N. Wiedy nAa mocy zasady minimum,
w zbiorzeN \A i stnieje el ement naj mni e
wi i ¢ A @tym samym O nie jest elementem najmniejszym
WNVA. Niech winc el ementemmAn@naaani
jakaS liczba k>0. JakAknelestment z
dzielnikiem (k  3-Kk).



Przykgad

S
RozwaUmy |-i.Mamytk -H)I N oraz
(k-1) 2 -(k-1) =

k3-3k2 +3k -1 -k+1=

(k3-K) -3k(k -1).
Poni e (kak) nie dzieli si dia § k o wrzezi 3¢
a 3k(k-1) jest wi el ok r o 8,nzat&r lichba
(k-1) 3 -(k-1) nie dzieli s i przez 3.
Wynika st Ndek-1)i N\A, co przeczy
zagoUeUek by o c nlaN mni enzbiarad
N\A. W konsekwencji musi by IA=N .



Zasada indukcjli 1
r - Une sfor mudg



Zasada indukcji matematycznej 1
-

JeUel i
(1) W(O0), tzn. O ma wgasnoS

(2) dla dowolnej liczby naturalnej k,
jeSIi W(k), to W(k+1),

to dla kaUdej liczby natur a
(tzn. kaUda liczba natural n



Przykgad
—

Lemat:

Li czba wszystkich podzb

elementowego wynosi 2 ", czyli dla
dowol nego zbioru X, jesS

to |[P(X)|=2 ™.



Dow-d | emat u
N

Oznaczmy przez W zdanie wy r aUaj Nc €
wg as nlcHhlinaturalnych t a k Me

W(n) wttw |1 czba podzkck
elementowego wynosi 2 ",



Dow-d | emat u

Baza indukcji .

Poni ewhUpusty ma d o k § a geden e
podzbiatem,j e $A| i= O,
to [P(X)|= 1= 2°.

Wynika st Ndeliczba O mawgasnwSI



Dow-d | emat u
N

Z a § o U éndukcgjne .

Zag -Umy, Ue wszystkie z
k el ement owe maj N wgasn
|l czba wszystkich podzhb
K-elementowego wynosi 2 X,




Dow:-d | emat u
o

Teza indukcyjna .

Bridzi @owpdzili, Uezbi - r
(k+ 1)-elementowy mat ewWgas nWwWS|



Dow-d | emat u
N

Do w- tdzy indukcyjnej

Roz wa Uamlyi (k# 1)-elementowy X,

X=X 1 Xopees X 111X 41 }-
Podzielmy wszystkie podzbiory zbioru X na dwie
kategorie

- Podzbiory zbioru X, w kt - r ynehwy st n

element x,, ,,

- Podzbiory zbioru X, w kt - -rywwnst n

element x,, ,



Dow-d | emat u
N

Podzbiory pierwszej kategorii s No
wszystkie podzbiory zbioru

k-el ement owego, WwWiINnc na
z a § o U mdukcginego jest ich 2k,



Dow-d | emat u
N

Podzbiory drugiej] kategorii otrzymujemy

b i o rjakikolwiek p o d z bA zbioru
K-elementowego X\{x ,,,;}, anastnpni
d o § Nc zelemewt x,, ,.

Takich podz b i ozrn--vwa mocy

z a § o Umdukcgnego jest 2k,

Razem 2k + 2k = 2k*1podz bi.oQzyliw
wg as nW bt prawdziwa dla k+ 1.



Dow-d | emat u
N

Na mocy zasady indukcji mo U e ntgraz
wy c i Ngwnibisek, U ezdanie W(n) jest
prawdziwe dla wszystkich liczb
naturalnych



Zasada indukcji matematycznej 2
-

JeUeli A jest podzbiorem zb
1. 0l A, oraz

2. dl a kaUdej | i tAdaywszystkichj e S|
k<n+1,ton+1 | A,

to A=N.



Przykgad
—

Lemat

Udowodmiylkor zy sjteud aNbbstaci zasady
indukcji matematycznej, U edla dowolnego
a> -1 i dla dowolnej liczby naturalnej n,

(1+a) "2 1+ na.



Dow-d | emat u
N

Niech W(n) oznacza zdanie
(1+a) "2 1+ na.

Baza indukcji :

Poni ewad)2 1, zatem zachodzi
W(0).



Dow-d | emat u
N

Z a § o U éndukcgjne :
Zag - UwWg), dla pewnego Kk,
tzn. mamy (1+a) k2 1+ka .

Teza: W(k+ 1) jest zdaniem

prawdziwym, tzn.
(1+a) %1 2 1+(k+1)a.




Dow-d | emat u

Do w- tdzy:
(1+a) k1=( 1+a) k(1+a) .

Wykorzystamy teraz z a § o U mdukcgne i
otrzymamy
(1+a) %1 2(1+ ka)(1+a)
2 1+ka+a+kaa
2 1+ (k+1l)a+ ka =



Dow-d | emat u

Poni e wa&?20, zkesn ostatecznie
(1+a) k1 2 1+(k+1)a.
Czyli prawdziwe |est zdanie W(k+ 1).

Poni ewobald a § o Ueasadya indukcji
matematycznej s Ns p e § n i zatene |,
wnioskujemy, U eW(n) jest prawdziwe dla
wszystkich liczb naturalnych n.



Zasada indukcji dla liczb
cagkowi tych
-

Ni ech m bndzie | iczbN a&@gkoc
bindzie zdaniem okreSl onym n
nlZ:n2m}

JeS| |
1. zdanie a (m) jest prawdziwe, oraz

2. | e Swsziystkie zdania a(m), a(m+ 1),.., a(k-1) _
dla pewnego k>m s Nprawdziwe, to a(k) t e L
jest zdaniem prawdziwym,

to a(n) jest zdaniem prawdziwym dla dowolnych
liczb c a gk owint ync h



Zasada sko@E&czonej
-

Niech m i k biAadN |iczbami n

a(n) bndzie zdaniem wyraUa|j

wgasnoSci | i czb¢meakt.urlaelSnyich

1. zdanie a(m) jest prawdziwe, oraz

2. jeSli z prawdza(jaPenega d a n
me¢i < k wyni ka,a(Uer12d a reile |
prawdzie,

to a(n) jest zdaniem prawdziwym dla dowolnych
N2 min ¢ k.



Definicje indukcyjne



Vd

Ci Ng niesko@Ezony
-

Ci Ng niesko@®zony jest to,

funkcja cagkowita okreSl| ona
naturalnych N.

Jednym z wygodnych sposob- w
wyr az-w ci 8efnicjaindlsyjna.

Ten spos-b definiowhnedl pol

pierwszegowyrazu c¢i Ngu (|l ub ki | ku
Wy r az- - w),, inppdaniuametody konstrukcji
wyrazu (n+1) -gow zal eUnoSci -edo wy

l ub innych wyraz-w juU zdef



Vd

Ci Ng niesko@Eczony
-

Przyjmijmy nastnipuj Nc N, defi
a,=1,a ,, =a_ +2

dla wszystkich n 2 0.

Gatwo wyliczyl, UOe

a,=a,+2=1+2=3,a ,=a, +2=5Itd.

Przygl Ndaj Nc sifn bliUej tym

Ue

a,=a,+2=1+1 Q,

a,=1+2 Q=5

a,=1+2 Q+2=1+3 Q.



Vd

Ci Ng niesko@Ezony

Domy Sl amy sin, Ue

dla wszystkich k>0.
Stosuj Nc zasadn indukcji ma
mo Ue my p ok a z & I+ 2k dlhevszgstkich k.
Rzeczywi Scie, dla kz®fl. otrzy
Natomiast krok indukcyjny wynika z indukcyjne;
definicji ciNgu, zagoUeni a
prostego przeksztagcenia wz
., —a, +2=(1+2k) +2 =1+ 2(k+1).



Niezmienniki



Definicja
-

Powi emy, Uea jestdiezmienaikiem
pntl i pwbie t Qoo Il od, gdzie ¢jest
warunkiem, a | treSciN
kaUdej iteracji tej pigt
iasN spegnione przed wyl
pitl i 1, ajestprdwvdziwve o jej

wykonaniu.



Pr zy kK @lgaytm Euklidesa
-

NWD(n,m) (nm . 0

{X:=n;y :=m;
while x | vy
do
if x>y then
X=X -y
else
y=y -X
fi
od:;
return y;}



Pr zy kK @lgaytm Euklidesa
-

Ni ezmienni kit em pntl i1 w
f or muga
nwd(x,y)=nwd(n,m).

Rzeczywi Scie, zwgit Umgr t
nwd(X,y)= nwd(n,m) jest prawdziwa
w chwili wejScia do pint



Pr zy kK @lgaytm Euklidesa
-

Lemat: JeSIl i x-yysnwdxy). nwd ( x

Wykonuj Nc jedynN przewidzi a
l nstrukcj n

X=X -Y,
spowodujemy (nowN wartoSci N
warto§l) ,x Ue na nowo spegnic
nwd(X,y)=nwd(n,m).



Pr zy kK @lgaytm Euklidesa
-

Analogicznie w drugim przypadku. Zatem,
po wykonaniu instrukcji "if* nadal jest
spegniona for muga

nwd(Xx,y)=nwd(n,m).



Pr zy kK @lgaytm Euklidesa
-

Zako@Eczenie caego procesu
X=y. StosujNc skoEzonN zas
matematycznej, skoro

nwd(X,y)=nwd(n,m)
jest prawdziwa tuU przed wy

"while" i dla kaUdej iterac
formugy przed wykonaniem in
jej prawdziwoSIi po wykonani

nwd(X,y)=nwd(n,m)
jest teU prawdziwa po wyj Sc
Ale wtedy nwd(n,m)=nwd(x,y)= nwd(y,y)=Y.



Pr zy kK @lgaytm Euklidesa
-

Wynika s t Nd ewyliczona przez pr oc e d t
wart geStir zeczywiaSjcwienkszy
ws p - | ndgiaimikiem liczb n 1 m.



Pr zy kK @lgaytm Euklidesa
-

P o z o sjgszcze jeden problem, czy
ten algorytm kiedykolwiek doprowadzi do
sytuacji, wkt - r e

X=y.

Czy p nt 'lwhile" zatrzyma s i1 n
kiedykolwiek?



Pr zy kK @lgaytm Euklidesa
-

Tutaj z n - przychodzi nam z p o mo dnbukcja
matematyczna . Zauwa Utdg, e SMair t ox9 ¢ i
kolejno uzyskiwane w czasie d z i a g agorytau
zapiszemy jako kolejne pozycie ci Ngu
(X,¥q), (X,¥,),..., to iloczyn

(XY
tworzy ci Nmal ejJ.Ncy



Pr zy kK @lgaytm Euklidesa
-

Poni ejest ib ci Niggb naturalnych,

zatem na mocy zasady minimum nie mo Ue

byki Nginéemsko@®.zonym

Istnieje wi ntaka iteracja, wkt - r e]
Xi=Y i

czyli algorytm zatrzyma s 1.n




Lemat
«

JeSI| i a¢stprawdziwe przed
wykonaniem instrukcji "while" I jest
niezmienni ki em t e] pnt |
Instrukcji "while" jest prawdziwe zdanie

(a O .x g)



