Matematyka dyskretna dla informatykéw. Wyklad 7, wersja

2.0
INDUKCJA

1 Indukcja

1.1 Podstawowe pojecia

Indukcja matematyczna pelni wazna role w programowaniu. Nie tylko jako metoda do-
wodzenia — z tym zastosowaniem zapoznaje uczniéw program liceum — ale przede wszy-
stkim jako metoda definiowania i rozwiazywania probleméw algorytmicznych.

Podstawowa zasada jest zazwyczaj zrozumiala: dla zadanego ciagu zdan P(0), P(1),. ..
ustalamy prawdziwos$¢ kazdego z nich pokazujac prawdziwosé dla jednego (lub w razie po-
trzeby kilku) zdan bazowych (najczesciej dla jednego zdania P(0)), a nastepnie zadamy,
aby udowodnione zdania zaswiadczaly o prawdziwosci kolejnych. Najczesciej jest to wy-
nikanie P(n) — P(n + 1) dla kazdego n. Taka zasada wnioskowania o prawdziwosci
wszystkich zdan z podanego ciagu nazywa sie zasadq indukcji prostej. W odréznieniu od
niej stosuje sie zasade indukcji zupelnej, ktéra do udowodnienia zdania P(n + 1) wymaga
zalozenia o prawdziwosci wszystkich zdan poczynajac od bazowych az do P(n) wlacznie.
Nie ma istotnej réznicy miedzy tymi metodami. Indukcja zupelma jest wygodniejsza w
stosowaniu i w informatyce czesciej spotykana. Dlatego moéowiac o indukcji bedziemy
zawsze rozumieli nastepujaca zasade indukcji zupelne;j:

Zasada indukcji zupelnej
Dany jest ciag zdan P(0), P(1),.... Jezeli prawdziwe sa zdania P(b), P(b+1),..., P(b+k)
dla pewnych b, k > 0 oraz jezeli dla kazdego n > b+k z prawdziwosci zdan P(b), ..., P(n)
wynika prawdziwos¢ zdania P(n + 1), to zdanie P(n) jest prawdziwe dla kazdego n > b.

Zdania P(b),...,P(b+ k) nazywamy bazq indukcji, wynikanie (P(b),...,P(n)) —
P(n + 1) krokiem indukcyjnym. Liczba k > 0 okresla liczbe zdan bazowych: jest ich
kE+1.

Przyktadowo pokazemy, ze Y ,_, 2F = 2ntl _ 1. Tutaj dowéd bedzie najbardziej
klasyczny z mozliwych. Baza indukcji bedzie jedno zdanie P(0), czyli w naszej notacji
k bedzie réwne 0. Zdanie to wystarcza do zalozenia bazy indukcji. Udowodnienie bazy
indukcji polega tu na pokazaniu, ze 22:0 2F = 20+1 _ 1, co oczywidcie jest prawda: obie
strony sa réwne jeden.

Do pokazania kroku indukcyjnego wystarczy tak przeksztalci¢ lewa strona réwnosci,
zeby skorzysta¢ z zalozenia. Jest to proste, jak zreszta w przypadku wszystkich sum.
Mamy bowiem ogélnie dla kazdego ciagu ay: S pte ar = S p_o @k +an1. W szczegdlnodei
dla ap = 2" mamy Y7770 2F = S0 2k ontl — gntl 4o+l — 9721 Skorzystalismy
tu z zalozenia indukcyjnego, ze > _,_,2F =21 — 1.

Kolejny przyktad bedzie dotyczyl sytuacji, gdy baza musi zawiera¢ wiecej niz jedno
zdanie. Zdefiniujmy ciag liczb Fibonacciego w nastepujacy sposob: Fy =0, F; =1, F,, =
F,_o+,_1 dlan > 1. Kolejne liczby Fibonacciego, pelniace bardzo wazna role w in-
formatyce, to 0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,.... Zostaly wprowadzone przez Leonardo z Pizy
zwanego Fibonaccim w jego dziele Liber abaci, pochodzacym z roku 1202 pierwszym
sredniowiecznym europejskim podreczniku matematyki.



Pokazemy teraz przez indukcje nastepujacy wzor przypisywany dziewietnastowiecz-
nemu matematykowi Jacquesowi Binetowil:
Twierdzenie 4.1.
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W naszej notacji dla kazdego n zdanie mdwiace o réwnosci liczb po lewej i prawej stronie
znaku réwnosci nazwiemy P(n). Dowdd zaczniemy od pokazania prawdziwosci dwéch
zdani: P(0) i P(1).

Wiemy, ze z definicji Fy = 0. Po prawej stronie mamy %((%)0 — (%)0) =
(1-1)=0.

Zbadajmy teraz prawdziwos¢ zdania P(1). Prawa strona réwnosci wynosi % ((L/5)1—

5T
(152)) = %(W) \/E(M) = 1. Zdanie P(1) jest wiec réwniez prawdziwe.

Teraz pora na krok indukcyjny. Wprowadzmy pewne oznaczenia Niech ¢ = 1+—2*/5, a

F, = )").
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Q= 1_—2‘/5 W sprawnym wykonaniu tego kroku pomoze nam nastepujacy lemat:

Lemat 4.2 Liczby ¢ oraz ¢ sa pierwiastkami réwnania 22 = z + 1.

Sprawdzenie, ze tak rzeczywiscie jest pozostawiamy Czytelnikowi. zalézmy, ze teza
twierdzenia 4.1 zachodzi dla wszystkich £ = 0,...,n — 1, gdzie n > 1. Pokazemy, ze
zachodzi ona réwniez dla n. Mamy wiec udowodznié¢, ze F,, = %((p — o). Ze wzgledu
na to, ze F,, = F,,_; + F,,_, mozemy zastosowa¢ krok indukcyjny: F,, = %( —"T 1)+
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Co bylo do pokazania.

Stosowanie indukcji czesto wiaze sie z bledami. Oto przyklady blednych rozumowan
indukcyjnych:

1. Pokazemy, ze wszyscy ludzie maja niebieskie oczy. Zrobimy to przez udowodnienie,
ze w dowolnym n—elementowym zbiorze kazdy czlowiek ma niebieskie oczy. Baza
indukcji: w pustym zbiorze ludzi daje dobry wynik. Faktycznie kazdy czlowiek
nalezacy do zbioru pustego ludzi ma niebieskie oczy (podobnie, jak trabe, $winskie
uszy i ogon). Zalézmy teraz, ze w kazdym zbiorze ludzi o liczbie elementéw
mniejszej od n wszyscy maja niebieskie oczy. ,,Pokazemy”, ze rowniez w kazdym
n—elementowym zbiorze wszyscy maja niebieskie oczy. Wezmy dowolny n—ele-
mentowy zbiér ludzi [y,ls,...,[, dla n > 1. Na mocy zalozenia indukcyjnego
w podzbiorze [y,...,l,_1 wszyscy maja niebieskie oczy, bo jest to zbior n — 1-
elementowy. Podobnie w podzbiorze ls,...,[,, z tego samego powodu. W zwiazku
z tym wszyscy [y, ..., [, maja niebieskie oczy, czego nalezalo dowies¢.

2. Pokazemy, ze 2" > n?. Baza: sprawdzamy, ze faktycznie 2° > 02. Pokazemy zatem,
ze 7 tego ze nierodwnosé ta jest prawdziwa dla n > 1 wynika, ze jest prawdziwa
dla n + 1. Czyli, ze z zalozenia iz 2" > n?, albo réwnowaznie 2" — n? > 0 wynika,
ze 2"t — (n 4+ 1)? > 0. Przeksztalémy lewa strone tej nieréwnosci: 2" — (n +
)2 =2"+2"—-np?>—2n—1 > 2" — 2p — 1. Ostatnia nieréwno$é¢ pochodzi z

lw rzeczywistosci byt on znany juz Eulerowi mniej wiecej 100 lat wczedniej



zastosowania kroku indukcyjnego. Wystarczy wiec pokazac¢, ze dla kazdego n >
0 zachodzi 2" — 2n — 1 > 0. Zrobimy to znowu indukcyjnie. Baza dla n = 0
wychodzi: 2° —2%0—1 = 0 > 0. Krok drugiej indukcji: zakladamy, ze druga
nierownos¢ zachodzi dla n > 0. Pokazemy, ze zachodzi réwniez dla n + 1, czyli
ze 2"t —2(n 4+ 1) — 1 > 0. Podobnie jak poprzedno przeksztalcamy lewa strone:
2t —2(n+1)—1=2"42"—2n —1—2 > 2" — 2. Ta ostatnia nieréwnos¢
zachodzi dla wszystkich n > 1, wiec zadowoleni uznajemy, ze poniewaz przypadek
n = 0 pokazaliSmy jako baze, to nieréwnosé¢ ta nas satysfakcjonuje i twierdzenie
jest prawdziwe dla kazdego n.

Guzik prawda! Co tatwo na palcach sprawdzi¢: druga nieréwnos¢ jest falszywa dla
n = 1 oraz dlan = 2. Prawdziwa jest dla n = 3 (i wszystkich wartosci wiekszych od
trzech, co mozna juz pokazac¢ bez bledu przez analogiczne rozumowanie z baza n =
3!) Ale i to nie wystarcza do tego, aby odtrabi¢ prawdziwos$¢ pierwszej nier6wnosci
dla n > 3. Faktycznie jest zupelie na odwrét: 23 < 32 Nieréwno$é ta zachodzi
dopiero poczawszy od wartosci n = 4. Blad nasz polegal na tym, ze w trakcie
dowodu kroku indukcyjnego robilismy dodatkowe zalozenia na n.

W informatyce mamy czesto do czynienia z jeszcze jedna postacia indukcji, tzw.
indukcja noetherowska, od nazwiska wybitbej matematyczki niemieckiej, Emmy Noe-
ther, uczennicy Davida Hilberta. Emma Noether zauwazyla, ze tak naprawde indukcje
mozna przeprowadzac¢ nie tylko w zbiorze liczb naturalnych, a nawet nie tylko w zbiorach
uporzadkowanych (dziwne: w koncu wydaje sie, ze trudnbo jest méwi¢ o indukeji, gdy
nie wiemy, co jest mniejsze od czego), a wystarczy zalozenie, ze nasz zbiér ma okreslona
relacje dobrze ufundowana.

Zasada indukcji noetherowskiej
Niech X bedzie dowolnym zbiorem, a r relacja dobrze ufundowana okreslona na X.
Rozwazmy formule zdaniowa P(x) okreslona na elementach zbioru X. Jezeli dla kazdego
z € X jestesSmy w stanie pokazaé, ze z prawdziwosci formuly Yy : ((x,y) € R — P(y))
wynika prawdziwos$¢ formuly P(z), to formuta P(z) jest prawdziwa dla kazdego x € X.

Zauwazmy, ze zasada indukcji zupelnej jest szczegdélnym przypadkiem indukcji noe-
therowskiej: relacja > jest dobrze ufundowana. I rzeczywiscie, jesli pokazemy, ze dla
kazdego x z prawdziwosci formuly dla wszystkich y takich, ze x > y wynika prawdziwosé¢
formuly dla z, to formula nasza jest prawdziwa dla kazdego .

Zauwazmy tez, ze w sformutowaniu indukcji noetherowskiej nie potrzebujemy w ogoéle
mowic o bazie indukcji. Wynika to stad, ze zalozenia indukcji noetherowskiej implikuja,
ze formuta P(z) musi by¢ speliona dla wszystkich elementéw nie majacych nastenika
y takiego, ze (z,y) € R. Formula Vy : ((y,z) € R — P(y)) est bowiem prawdziwa
w trywialny sposéb: poprzednik implikacji pod kwantyfikatorem jest falszywy. Zatem
z prawdziwej formuly musi wynika¢ P(x), czyli P(x) musi by¢ prawdziwe. Zalozenie
o bazie jest ukryte wiec w ogélniejszym sformutowaniu zalozenia twierdzenia o indukcji
noetherowskie;j.

Dowdd twierdzenia o indukcji noetherowskiej. Zalézmy, ze z prawdziwosci
formuty Yy : ((z,y) € R — P(y)) wynika prawdziwos¢ formuty P(x) dla kazdego z, czyli
ze z prawdziwosci formuly dla nastepnikéw x w relacji r wynika prawdziwos$¢ formuty
dla z, a jednoczesnie formuta P jest falszywa dla pewnego x,. Z zalozenia wynika, ze
musialby istnie¢ taki element z, ze (z9,x1) € r oraz P(x;) byloby zdaniem falszywym.



Skoro tak, to musialby istnie¢ element z, bedacy nastepnikiem zy (czyli (z1,x9) € 1),
dla ktérego P(xs) bytoby zdaniem falszywym. I tak dalej. Utworzylibysmy nieskoniczony
ciag xorxirxsr . .. elementow, dla ktérych formuta P przyjetaby wartos¢ falsz. Pal licho
ten falsz! Ciekawsze jest to, ze stworzyliSmy nieskoniczony tancuch elementéow bedacych
ze soba w relacji! Sprzecznosé, bo zakladaliSmy dobre ufundowanie relacji.

Zasade indukcji noetherowskiej stosuje sie przy dowodzeniu wlasnosci stopu petli
programéw. Chodzi o to, aby wykazac¢, ze interesujaca nas petla w programie zakonczy
swoje dzialanie dla wszystkich danych. Aby taka wlasnosé¢ udowodnié¢ wystarczy okresli¢
pewna funkcje na wektorze wartosci zmiennych wystepujacych w petli o wartosciach w
zbiorze dobrze ufundowanym tak, aby w kolejnych obrotach petli dostawaé wartosci tej
funkcji bedace ze soba w rozwazanej relacji.

Przyklad Rozwazmy algorytm Euklidesa w wersji z dzieleniem modulo. Niech n >
m > 0 beda liczbami naturalnymi takimi, ze n +m > 0.

// Algorytm wyznaczania NWD(n,m)
int r;
while (m>0)
{
r=m;
m=n mod m;
n=r;
}
wypisz(n);

Poniewaz zawsze n mod m < m, a zaczynaliSmy od n>m, wiec szukana funkcja moze
by¢ funkcja f(n,m,r) = [n,m] o wartosciach w zbiorze N? z dobrze ufundowana relacja
r okreslona nastepujaco: [n, m|r[n’, m'] wttw gdy n > n’ oraz m > m' i [n,m] # [0/, m'].
Zauwazmy teraz, ze jezeli w dwéch kolejnych obrotach petli wartosci zmiennych n i m sa
odpowiednio réwne ny, ng i my, ms, to ny > ny i my > msy, Zatem na mocy definicji relacji
r zachodzi [ny, mq]r[ny, me]. Teraz wystarczy przyja¢ za P(z,y) formule taka: program
zatrzyma sie dlan =xim = y.

2 Indukcyjne dowodzenie poprawnosci petli

Bardzo czesto projektujac algorytm chcemy upewnié sie, czy jest on poprawny. Po-
prawny, czyli czy robi rzeczywiscie to, czego sie od niego spodziewamy. Musimy zacza¢ od
okreslenia, czego sie po algorytmie spodziewamy. Dokladniej: bedziemy chcieli ustali¢ ta-
kie dwie formuly logiczne In i Out, zeby dla wszystkich danych spelniajacych poczatkowy
warunek In wykonanie napisanego przez nas algorytmu doprowadzilo do zagwarantowania
prawdziwosci formuty Out. Pare (In, Out) okreslajaca to, czego oczekujemy nazywamy
specyfikacja problemu algorytmicznego.
Oto przyktady specyfikacji probleméw w tym stylu:

e NWD In = (ny > mgy > 0Ang+mg > 0), Out = (n = NWD(ng, my))

esort In=(n>0AV0<i<n:T[li=a),Out =N <i<n—1:T[i]<
Tli+1AIre{l,....,n} — {1,...,n} : mjest 1-1 i na taka, ze T|[r[i]] = a;).



Warunek Out méwi, ze w tablicy T sa wszystkie elementy ciagu aq,...,a, i upo-
rzadkowane tak, ze ich wartosci nie maleja wraz ze wzrostem indekséw tablicy.

e mnozenie In = (n =mny A m =my), Out = (z = mgny).

e potegowanie In = (n =ny Am =my), Out = (2 = mg°).

2.1 Algorytm mnozenia chtopéw rosyjskich

Zajmiemy sie teraz trzecim problemem. Opracujemy szybki algorytm mnozenia uzy-
wajacy jedynie dodawania i dzialania dzielenia calkowitego przez 2. Algorytm ten jest
nazywany algorytmem mnozenia chlopéw rosyjskich. Pono¢ na terenach Rosji byty wioski,
w ktérych uzywano tego algorytmu do mnozenia liczb naturalnych (oczywiscie sami chlopi
mnozyli sie w zupelnie inny sposéb).

/* n0>=0 */
z=0; m=m0; n=n0;
while (n!=0) {

if (n%2)
z+=m;

m+=m;

n/=2;

}

/* z=m0*n0 */

To wcale nie jest oczywiste, ze algorytm ten jest poprawny wzgledem podanych
warunkéw, czyli ze po wyjsciu z petli zmienna z bedzie rzeczywiscie miala wartosé¢ réwna
iloczynowi m0 i nO.

Aby to pokaza¢ uzyjemy metody zwanej metoda Floyda-Hoare’a, albo inaczej metoda
niezmiennikéw petli. Polega ona na znalezieniu logicznego warunku N, ktéry bedzie
spelniony ilekro¢ bedziemy na poczatku petli. Warunek ten powinien mozliwie dokladnie
opisywac zaleznosci miedzy zmiennymi w petli. Jezeli okreslimy go wystarczajaco precy-
zyjnie (mocno), to za jego pomoca bedziemy w stanie pokaza¢ poprawnosé programu.

Wprowadzmy notacje

In{P}Out

ktéra dla dwéch formul logicznych In i Out oraz petli P = (while (B) do I; bedzie
oznaczala nastepujace stwierdzenie:

Jezeli dane poczatkowe spelniaja warunek In, a petla P dla tych danych zakoticzy swoje
dziatanie, to dane koncowe bedaq spetniaty warunek Out

Moéwimy wtedy, ze petla P jest czesciowo poprawna wzgledem warunkéw In i Qut.
Niezmiennik, N ktéry tworzymy (zazwyczaj konstruujemy petle myslac od razu o
niezmienniku), powinien spetiaé nastepujace warunki:

1. In= N,
2. BAN{I}N



3. " BAN = Out

Zachodzi bowiem nastepujace twierdzenie. Jezeli istnieje niezmiennik N, ktory spetnia
powyzsze warunki, to petla P jest czesciowo poprawna wzgledem warunkow In i Out.

Pokazemy najpierw, ze warunek N jest spelniony na poczatku petli przez caly czas jej
wykonywania. Dowdd tego faktu jest indukcyjny wzgledem liczby n obrotow petli. Baza
zachodzi dla n = 0, gdyz na mocy (1) warunek N wynika bezposrednio z warunku In.

Zal6zmy teraz indukcyjnie, ze po n — 1 obrotach petli warunek N jest spelniony na jej
poczatku. Jezeli teraz warunek B nie jest speliony (,,nie puszcza”), to petla zakoriczy
swéj zywot 1 N bedzie spetlniony. Jesli natomiast B jest spelniony, to na mocy (2), po
wykonaniu jednego obrotu petli dla danych spetniajacych N (zalozenie indukcyjne) i B,
warunek N odtworzy sie.

To dowodzi faktu, ze N jest prawda réwniez po n obrotach petli— o ile do nich dojdzie
— dla kazdego n, ilekro¢ znajdujemy sie w naszych obliczeniach na poczatku petli. I to
niezaleznie od tego, czy wiasnie z niej wychodzimy, czy tez zamierzamy wykonaé¢ kolejny
obrot.

Zatem w momencie wyjscia z petli (o ile to wyjscie w ogdle nastapi!) bedziemy mieli
sytuacje, w ktorej dane spetniaja N i =B. A to na mocy (3) gwarantuje prawdziwosé
warunku Qut. Co byto do pokazania.

Wréémy do naszego przykladu. Pokazemy czesciowa poprawnos¢ naszej petli uzywajac
jako niezmiennika warunku

N(m,n,z) = (mony = z + mn)

Sprawdzmy, ze sa spelnione zalozenia naszego twierdzenia. Zauwazmy, ze po poczatko-
wych przypisaniach mamy In = (z =0Am = myg An = ng). Zatem w oczywisty sposéb
z formuly In wynika mong = z + mn. Baze indukcji mamy gotowa.

Teraz krok indukcyjny, czyli (2). Musimy pokazaé, ze N(m,n, z) jest rzeczywiscie
niezmiennikiem.

/* n0>=0 */
z=0; m=m0; n=no0;
while (n!=0) { //  mO*n0=z+m*n
if (nk2) //  mO*n0=z+m*n oraz n jest nieparzyste
Z+=m; //  mO*n0=z-m+m*n oraz n jest nieparzyste
// lub mO*n0=z+m*n oraz n jest parzyste
n/=2; // m0*n0=z+m* (2*n)
m+=m; // m0*n0=z+m/2* (2+*n) ,
// ... a to jest po prostu N(n,m,z)
}

/* z=m0*n0 */

Czyli faktycznie po wykonaniu tych instrukcji niezmiennik N(m,n,z) odtworzyl sie.
Warto nadmieni¢, ze nie potrzebowaliSmy tu wcale korzysta¢ z warunku B.

Teraz ostatni krok: pokazemy, ze “BAN (n,m, z) = Out. Faktycznie n = 0 Angmgy =
2 + nm implikuje 2 = ngmgy. Algorytm nasz jest wiec cze$ciowo poprawny i rzeczywiscie
mnozy liczby. Zauwazmy tez, ze nigdzie w dowodzie nie korzystaliSmy z faktu, ze n > 0.
Czyzby ten warunek wstepny byt niepotrzebny? Sprobujmy uruchomié ten algorytm dla



ujemnego ng i mg. Widaé, ze wynik nie moze wyj$¢ poprawny: do z dodajemy jedynie
wielokrotnosci m, a te sa ujemne. Wynik za$ powinien wyjs¢ dodatni. Bzdura!

Problem tkwi w tym, ze zapomnieliSmy o zagwarantowaniu tego, ze algorytm ma
sie zakonczy¢. W czeSciowej poprawnosci powiedziane jest wyraznie: jezeli petla sie
zakonczy, to wyniki beda spelialy Out. A jak sie nie zakonczy? To wtedy wszystko
jest mozliwe.

Dlatego przy dowodzeniu poprawnosci algorytmoéow korzystamy z pojecia poprawnosci
catkowite.

Definicja Program jest poprawny catkowicie wzgledem warunkow In,Out wtedy i
tylko wtedy, gdy

e Jest czesciowo poprawny wzgledem In, Out.
e Dla kazdych danych spelniajacych In zakonczy dziatanie

Zastanowmy sie zatem, czy nasz algorytm jest calkowicie poprawny wzgledem wa-
runkéw In = (ng > 0) i Out = (2 = myng). Czesciowa poprawnos$¢ pokazaliSmy juz.
Pozostaje wykaza¢ to, ze jesti n > 0, to petla zakonczy swoje dzialanie w skonczonej
liczbie krokow.

W tym celu uzyjemy metody omawianej w poprzednim rozdziale. Zdefiniujmy funkcje
f(n,m,z) = n i pokazmy, ze po kazdym obrocie petli wartosci tej funkcji sa nieujemne
i maleja. Wynika to z prostego faktu, ze jesli n > 0, to 0 < n/2 < n. A poniewaz
wchodzimy do petli tylko dla n > 0, a zmienna n przyjmuje wewnatrz petli wartosc¢
n/2, wiec rzeczywiscie tak jest. Uwaga; n/2 w tym kontekscie naleZy rozumieé, jako
dzielenie catkowite z obcieciem. Tym niemniej wspomniane nieréwnosci zachodzq rowniez
w dziedzinie catkowitey.

Zauwazmy, ze gdyby$my dopuscili ujemne wartodci n, to funckja f(n,m,z) = n
nie bytaby juz ani nieujemna ani malejaca. Mozna by sie ratowac¢ okreslajac ja jako
f'(n,m,2) = |n|, co rokuje niezle poza jednym wyjatkiem n = —1, dla ktérego mamy
(—=1)/2 = —1. I nie ma ostrej mniejszosci! Jest to jedyna przyczyna, dla ktérej dowdd
skonczonosci petli sie zalamuje. Goraco polecam zrobi¢ symulacje wykonania tej petli dla
danych ujemnych.

Zalozenie n > 0 bylo wiec konieczne do pokazania catkowitej poprawnosci tego algo-
rytmu.

Zauwazmy, ze podany algorytm ma bardzo sympatyczna zlozonosé. Liczba obrotow
petli jest réwna logarytmowi przy podstawie 2 z n (zaokraglonemu w gére), a w kazdym
obrocie petli wykonujemy 3 proste dzialania: jedno dodawanie, jedno mnozenie przez 2
i jedno dzielenie przez 2. Ostatnie dwa dzialania sa bardzo latwe do implementacji w
systemie binarnym.

2.2 Potegowanie logarytmiczne

Wprowadzmy nastepujace zmiany w poprzednim programie. Inicjalizacje z zmienmy na
1, a dodawanie zastapmy mnozeniem. Poniewaz mnozenie tak sie¢ ma do dodawania, jak
potegowanie do mnozenia, otrzymalismy szybki sposéb obliczania potegi m;°.

/* n0>=0 */
z=1; m=m0; n=no0;



while (n!=0) {

if (n%2)
Z*=m;

m*=m;

n/=2;

}
/* z=m0"n0 *x/

Dowdd tego faktu przebiega analogicznie do poprzedniego przypadku. Algorytm ten
nosi angielska nazwe binpower i jest algorytmem o zlozonosci logarytmicznej ze wzgledu
na wielkosé¢ ng.



