
Matematyka dyskretna dla informatyk�ow� Wyk�lad �����
	
����
� Wersja ���

� Relacje

��� Podstawowe poj
�

ecia

Poj
�
ecie relacji jest jednym z najwa�zniejszych w matematyce i informatyce� Formalnie

relacj
�
a n�argumentow

�
a okre�slon

�
a w zbiorach A� � � � � �An nazwiemy dowolny podzbi�or

iloczynu kartezja�nskiego A� � � � � � An� Czyli okre�slenie relacji polega na wybraniu z
wszystkich mo�zliwych n�tek �a�� � � � � an� � a� � A�� � � � � an � An takich	 kt�orych zestawie�
nie z jakiego�s powodu nas interesuje� Niech na przyk
lad A� oznacza zbi�or pasa�zer�ow w
pewnej bazie danych	 A� zbi�or linii lotniczych w tej bazie	 za�s A� � zbi�or wszystkich
po
l

�
acze�n lotniczych zarejestrowanych w tej bazie� Zbi�or A��A��A� oznacza zestawienie

wszystkich mo�zliwo�sci lotu ka�zdego z pasa�zer�ow na ka�zdej z tras ka�zd
�
a z linii� Elemen�

tami tego zbioru b
�
ed

�
a te�z tr�ojki	 kt�ore w rzeczywisto�sci mog

�
a nie odpowiada�c stanowi

faktycznemu cho�cby z tego powodu	 �ze dana linia lotnicza na danej trasie mo�ze nie mie�c
�zadnego lotu w rozk
ladzie� Nas b

�
ed

�
a interesowa
ly rezerwacje	 kt�orych pasa�zerowie doko�

nali w tej bazie danych� Mo�zemy okre�sli�c relacj
�
e R dokonanych rezerwacji w taki spos�ob	

�ze �a�� a�� a�� � R wtedy i tylko wtedy gdy pasa�zer a� dokona
l rezerwacji lotu w liniach
lotniczych a� na trasie a��

Zauwa�zmy przy tym	 �ze jeden pasa�zer mo�ze dokona�c kilku rezerwacji na danej trasie
w r�o�znych liniach	 �ze kilku r�o�znych pasa�zer�ow mo�ze dokona�c rezerwacji na t

�
e sam

�
a tras

�
e

t
�
a sam

�
a lini

�
a	 �ze w ko�ncu jeden pasa�zer mo�ze korzysta�c z us
lug jednej linii na kilku

trasach� Wszystkie te sytuacje mo�zemy wyrazi�c umieszczaj
�
ac odpowiednie zestawienia

w relacji R� Nasza relacja jest jednak za s
laba	 �zeby wyrazi�c np� fakt rezerwacji kilku
r�o�znych lot�ow t

�
a sam

�
a lini

�
a na identycznej trasie przez tego samego pasa�zera �np� dzie�n po

dniu�� Gdyby�smy chcieli i t
�
e wiadomo�s�c uj

�
a�c w relacji opisuj

�
acej rezerwacje	 musieliby�smy

wprowadzi�c dodatkowe zbiory opisuj
�
ace konkretne loty i daty i okre�sli�c now

�
a relacj

�
e	 np�

��argumentow
�
a	 kt�orej elementem b

�
edzie pi

�
atka �pasa�zer	 linia lotnicza	 trasa	 nr lotu	

data��
Szczeg�olnym rodzajem relacji s

�
a relacje dwuargumentowe� Stanowi

�
a one na tyle wa�zn

�
a

klas
�
e relacji	 �ze b

�
edziemy opuszczali przymiotnik 		dwuargumentowa i m�owi

�
ac o relacjach

bez dodatkowych okre�sle�n b
�
edziemy rozumieli w
la�snie relacje dwuargumentowe�

Jak zobaczyli�smy	 zbiory po
l
�
aczone relacj

�
a mog

�
a by�c bardzo r�o�zne� Czasami jednak

zdarza si
�
e	 �ze wszystkie sk
ladniki relacji	 szczeg�olnie dwuargumentowej	 s

�
a identyczne�

Relacja taka jest wtedy podzbiorem kwadratu kartezja�nskiego A � A oznaczanego te�z
przez A�� M�owimy wtedy	 �ze relacja jest okre�slona w zbiorze A�

Przyk
ladami takich relacji s
�
a�

� Relacja niemniejszo�sci okre�slona w zbiorze liczb naturalnych	 czyli
�IN� f�a� b� � IN��k � IN � a� k � bg�

� Relacja niemniejszo�sci okre�slona w zbiorze liczb rzeczywistych	 czyli
�R� f�a� b� � R��c � R � a� c� � bg�

�



� Relacja przystawania modulo n w zbiorze liczb naturalnych	 czyli
modn � ff�a� b� � IN��k� l� r � IN � a � kn� r� b � ln� rg

Rzecz jasna nie s
�
a to jedyne mo�zliwe sposoby de�niowania tych sk

�
adin

�
ad znanych relacji�

Zwykle w przypadku relacji dwuargumentowych stosuje si
�
e notacj

�
e in�ksow

�
a pisz

�
ac np�

zamiast ��� �� ��IN po prostu � �IN � lub wr
�
ecz � � �	 gdy jasne jest w jakiej dziedzinie

�w tym przypadku � naturalnej� relacja � zosta
la okre�slona�
Dziedzin

�
a relacji nazwiemy zbi�or tych element�ow	 kt�ore wyst

�
epuj

�
a jako pierwszy

sk
ladnik par wchodz
�
acych w jej sk
lad	 a przeciwdziedzin

�
a � zbi�or tych element�ow	 kt�ore

wyst
�
epuj

�
a jako drugi sk
ladnik par wchodz

�
acych w jej sk
lad� Przyk
ladowo dziedzin

�
a relacji

ostrej wi
�
ekszo�sci okre�slonej na liczbach naturalnych jest zbi�or INnf�g	 za�s przeciwdziedzin

�
a

zbi�or IN � Relacja pusta	 to po prostu zbi�or pusty	 a relacja pe�lna	 to zbi�or A� A � A��
�Zadne dwa elementy nie s

�
a ze sob

�
a w relacji pustej� ka�zde dwa elementy s

�
a ze sob

�
a w

relacji pe
lnej�
Relacj

�
a odwrotn

�
a do relacji R � A � B nazwiemy relacj

�
e R�� okre�slon

�
a w B � A w

nast
�
epuj

�
acy spos�ob� �b� a� � R�� � �a� b� � R� Zauwa�zmy	 �ze �R����� � R�

Dla dw�och relacji binarnych R� � A� �A� oraz R� � A� �A� okre�slamy ich z�lo�zenie

jako relacj
�
e R � A� � A� w nast

�
epuj

�
acy spos�ob� �a�� a�� � R � �a� � A� � �a�� a�� �

R�� �a�� a�� � R�� Najcz
�
e�sciej mamy do czynienia z sytuacj

�
a	 gdy A� � A� � A�	 czyli

gdy wszystkie relacje s
�
a okre�slone w tym samym zbiorze� Wtedy interpretuj

�
ac relacje

w postaci strza
lek 
l
�
acz

�
acych elementy zbioru musimy rozr�o�zni�c �na przyk
lad kolorem�

te pary punkt�ow	 kt�ore s
�
a po
l

�
aczone relacj

�
a R� �powiedzmy strza
lki czerwone� oraz te�

kt�ore s
�
a po
l

�
aczone relacj

�
a R� �powiedzmy strza
lki zielone�� Wtedy z
lo�zenie R� iR� b �

edzie
relacj

�
a	 kt�ora 
l

�
aczy ze sob

�
a te elementy	 kt�ore s

�
a po
l

�
aczone dwiema kolejnymi strza
lkami�

najpierw czerwon
�
a	 a potem zielon

�
a� Ustalmy te�z notacj

�
e dla relacji z
lo�zonej ze sob

�
a

kilka razy� Przyjmijmy	 �ze R� � id oraz Rn�� � R �Rn dla n 	 ��
Pewna klasa relacji odgrywa ogromne znaczenie w matematyce� Niekt�ore relacje R �

A� � � � � �An maj
�
a t

�
e cech

�
e	 �ze gdy ustalimy elementy a�� � � � � an��	 w�owczas tylko co

najwy�zej jeden element an b
�
edzie z nimi w relacji	 czyli spe
lniony jest og�olny warunek�


a� � A�� � � � � an�� � An����an� a�n � An � �a�� � � � � an��� an� � R � �a�� � � � � an��� a�n� �
R � an � a�n� Innymi s
lowy je�sli dwa elementy an oraz a�n s

�
a w relacji R z elementami

a�� � � � � an��	 to musz
�
a by�c sobie r�owne� Dok
ladniej� je�zeli ustalimy elementy a�� � � � � an��	

to s
�
a dwie mo�zliwo�sci� albo nie b

�
edzie �zadnego elementu wchodz

�
acego z nimi w relacj

�
e

�implikacja wyst
�
epuj

�
aca w de�nicji jest w spos�ob trywialny prawdziwa	 jako �ze poprzednik

implikacji jest fa
lszywy�	 albo b
�
edzie tylko jeden taki element� Relacj

�
e R	 kt�ora spe
lnia

powy�zszy warunek nazywamy funkcj
�
a cz

�
e�sciow

�
a	 albo	 kr�ocej	 funkcj

�
a� Je�zeli dodatkowo

dla ka�zdych a�� � � � � an�� istnieje element an �rzecz jasna jedyny� b
�
ed

�
acy z nimi w relacji	

to funkcja taka nazywa si
�
e funkcj

�
a ca�lkowit

�
a�

Zauwa�zmy	 �ze szkolne poj
�
ecie funkcji odpowiada funkcji ca
lkowitej	 a poj

�
ecia dziedziny

funkcji	 z
lo�zenia funkcji	 odwracania funkcji	 znane ze szko
ly �sredniej s
�
a szczeg�olnymi

przypadkami powy�zszych okre�sle�n dla relacji� Zauwa�zmy te�z	 �ze cho�c dla ka�zdej relacji
istnieje relacja odwrotna	 to nie dla ka�zdej funkcji istnieje funkcja odwrotna� Relacja
odwrotna do relacji	 kt�ora jest funkcj

�
a	 sama by�c funkcj

�
a nie musi� Na przyk
lad relacja

f�x� y� � R� � x� � yg jest funkcj
�
a	 ale relacja odwrotna f�y� x� � R� � x� � yg ju�z

funkcj
�
a nie jest� Nale�z

�
a do niej cho�cby pary ����� oraz ��� ���

Przyk�lad

Rozwa�zmy relacj
�
e log� okre�slon �

a w zbiorze R w nast
�
epuj

�
acy spos�ob� �x� y� � log� � x �

�



� � �y � x� Dziedzin
�
a tej relacji jest zbi�or wszystkich liczb dodatnich	 przeciwdziedzin

�
a

ca
ly zbi�or R� Relacja ta jest funkcj
�
a� Nale�z

�
a do niej przyk
ladowo pary

�
�

����
����� �

�

�
���� ��� ��� ��� ��� ������ ����

Jest to funkcja logarytmiczna� Standardowo piszemy np� zamiast ��� �� � log� po prostu
log���� � � lub wr

�
ecz log� � � �� Relacja odwrotna do log� jest tak�ze funkcj

�
a� Jej

dziedzin
�
a jest zbi�or R	 a przeciwdziedzin

�
a zbi�or R�� Sk
lada si

�
e ona m�in� z par

����
�

����
�� ���

�

�
�� ��� ��� ��� ��� ���� ������

Jest to funkcja wyk
ladnicza� Z
lo�zenie relacji log� oraz relacji odwrotnej log��� jest tak�ze
funkcj

�
a� Jest to funkcja identyczno�sciowa na zbiorze R� �czyli zbi�or par �x� x� takich �ze

x � R��� Z kolei z
lo�zenie relacji �funkcji� log��� oraz relacji �funkcji� do niej odwrotnej	
czyli log� tak�ze jest funkcj

�
a	 ale nieco inn

�
a� Te�z jest to funkcja identyczno�sciowa	 ale na

ca
lym zbiorze R�
Niekt�ore cechy relacji s

�
a szczeg�olnie wa�zne� Przedstawimy teraz podstawowe rodzaje

relacji� Niech R � X �X dla pewnego ustalonego zbioru X�

� R jest zwrotna � 
a � X � �a� a� � R�

� R jest przeciwzwrotna � 
a � X � �a� a� �� R�

� R jest symetryczna � 
a� b � X � �a� b� � R � �b� a� � R�

� R jest asymetryczna � 
a� b � X � �a� b� � R � �b� a� �� R�

� R jest antysymetryczna � 
a� b � X � �a� b� � R � �b� a� � R � a � b�

� R jest przechodnia � 
a� b� c � X � �a� b� � R � �b� c� � R � �a� c� � R�

� R jest sp�ojna � 
a� b � X � �a� b� � R � �b� a� � R�

Wa�znym poj
�
eciem jest te�z domkni

�
ecie relacji ze wzgl

�
edu na pewn

�
a cech

�
e	 czyli jej

uzupe
lnienie o minimaln
�
a liczb

�
e element�ow tak	 aby zapewni�c zachodzenie tej cechy�

Zw
laszcza istotne s
�
a domkni

�
ecia przechodnie	 a tak�ze symetryczne i zwrotne� Zacznijmy

mo�ze od tego ostatniego� Domkni
�
eciem zwrotnym relacji R nazwiemy relacj

�
e R � id�

Domkni
�
ecie symetryczne relacji R	 to relacja R � R��� Domkni

�
ecie przechodnie relacji

R	 to relacja	 kt�ora sk
lada si
�
e z wszystkich par �a� b� takich	 �ze �a� b� � Rn dla pewnego

n 	 �� Domkni
�
ecie przechodnie relacji R b

�
edziemy oznaczali symbolem R�	 domkni

�
ecie

zwrotne symbolemRz	 domkni
�
ecie symetryczne symbolemRs	 a domkni

�
ecie jednocze�snie

zwrotne i przechodnie symbolem R��
Je�zeli spojrzymy na relacj

�
e R gra�cznie jako na strza
lki 
l

�
acz

�
ace ze sob

�
a naryso�

wane punkty	 to jej domkni
�
ecie zwrotne odpowiada dorysowaniu brakuj

�
acych p

�
etelek

�czyli strza
lek prowadz
�
acych od ka�zdego w

�
ez
la do siebie samego� przy ka�zdym punkcie	

domkni
�
ecie symetryczne � uzupe
lnienie ka�zdej strza
lki o przeciwny kierunek	 a domk�

ni
�
ecie przechodnie � po
l

�
aczenie strza
lk

�
a ka�zdej pary punkt�ow �a� b� takiej	 �ze z a do b

mo�zna doj�s�c po strza
lkach relacji R�

�



Zauwa�zmy w ko�ncu	 �ze relacje s
�
a zbiorami	 wi

�
ec mo�zna na nich wykonywa�c wszystkie

dzia
lania teorii zbior�ow	 a wi
�
ec sumowanie	 iloczyn	 r�o�znic

�
e	 dope
lnienie itd�

Przedstawimy teraz kolekcj
�
e relacji ka�zdemu doskonale znanych z �zycia codziennego i

spr�obujemy zilustrowa�c wprowadzone poj
�
ecia� Za
l�o�zmy	 �ze rozwa�zamy relacje rodzinne w

zbiorze ludzi znajduj
�
acych si

�
e obecnie na ziemi �mo�zna te�z dorzuci�c do tego zbioru par

�
e

minionych pokole�n�� W tym zbiorze okre�slone s
�
a naturalne relacje MATKA i OJCIEC�

Powiemy	 �ze �x� y� � MATKA je�sli y jest matk
�
a x	 za�s �x� y� � OJCIEC je�sli y jest

ojcem x� Za
l�o�zmy te�z istnienie jednoargumentowych relacji ON i ONA m�owi
�
acych o

tym	 czy kto�s jest m
�
e�zczyzn

�
a czy kobiet

�
a� Zatem x � ONA	 albo	 kr�ocej	 ONA�x�	 gdy x

jest kobiet
�
a i analogicznie dla m

�
e�zczyzn� Z przyczyn technicznych warto te�z zde�niowa�c

relacje ONI � f�x� x� � ON�x�g oraz ONE � f�x� x� � ONA�x�g� Relacje ONI i ONE
s
�
a podzbiorami relacji id� Dowolna relacja z
lo�zona z relacj

�
a ONI �ONE� pozostawi tylko

te elementy	 kt�ore na drugiej wsp�o
lrz
�
ednej maj

�
a m

�
e�zczyzn �kobiety�� Podobnie	 relacja

ONI �ONE� z
lo�zona z dowoln
�
a relacj

�
a pozostawi z niej tylko te pary	 kt�ore maj

�
a na

pierwszej wsp�o
lrz
�
ednej m

�
e�zczyzn �kobiety�� Podstawowymi relacjami b

�
ed

�
a te�z relacje

M
�
A�Z � f�x� y� � y jest m

�
e�zem xg i �ZONA � M

�
A�Z

��

�
B

�
ed

�
a to nasze relacje bazowe i z nich wyprowadzimy znane sk

�
adin

�
ad dalsze relacje

rodzinne�

� Relacja 		x jest rodzicem y to po prostu relacja RODZIC � MATKA �OJCIEC

� Relacja 		b jest bratem a	 to relacja BRAT � f�a� b� � a �� b � ON�b� � �m� o �
MATKA�a�m��MATKA�b�m��OJCIEC�a� o��OJCIEC�b� o�g� Zauwa�zmy	 �ze rela�
cja ��MATKA�MATKA�����OJCIEC �OJCIEC���nid��ONI jest dok
ladnie relacj

�
a

BRAT�

� SIOSTRA � ��MATKA �MATKA��� � �OJCIEC �OJCIEC��� n id�ONE

� Relacja CA
LE RODZE�NSTWO � �MATKA�OJCIEC��MATKA�OJCIEC���nid
de�niuje rodze�nstwo zar�owno naturalne	 jak i przyrodnie�

� Relacja OJCIEC � BRAT to STRYJ�

� Spr�obujmy zde�niowa�c relacj
�
e WUJ� Jest to niew

�
atpliwie brat matki	 a wi

�
ec

mo�zemy go zde�niowa�c jako MATKA � BRAT �najpierw idziemy po strza
lce do
matki	 a potem do jej brata�� Wujem te�z nazywa si

�
e m

�
e�za ciotki� Zatem kim jest

ciotka� Ciotka	 to siostra matki lub ojca	 wi
�
ec CIOTKA � RODZICSIOSTRA�

Uwaga� zgodnie z polsk
�
a tradycj

�
a �zona wuja to wujenka	 a nie ciotka� Inaczej

mieliby�smy ma
le k
lopoty� do zde�niowania wuja by
laby potrzebna ciotka �jako jego
�zona�	 a do zde�niowania ciotki � wuj �jako jej m

�
a�z�� Grozi
loby to zap

�
etleniem

si
�
e� Ostatecznie jednak WUJ � MATKA � BRAT � CIOTKA �M

�
A �Z�

� Dziadek	 to rodzic do kwadratu p
lci m
�
eskiej� DZIADEK � RODZIC�ONI	 a bab�

cia to BABCIA � RODZIC�ONE� Mo�zna te�z inaczej� DZIADEK � RODZIC �
OJCIEC	 a BABCIA � RODZIC �MATKA�

� WNUCZ
�
E � �DZIADEK � BABCIA���	 za�s WNUK � WNUCZ

�
E �ONI�

� PRZODEK � RODZIC��POTOMEK � PRZODEK���

�



� KREWNY � PRZODEKz � POTOMEKz� Kto�s jest zatem moim krewnym	 je�sli
znajd

�
e takiego swojego przodka	 kt�orego on jest potomkiem�

Podamy teraz de�nicj
�
e grafu relacji	 kt�ora zostanie p�o�zniej uog�olniona� Grafem rela�

cji R okre�slonej w zbiorze A nazwiemy par
�
e �A�R�� Zbi�or A nazywamy zbiorem w

�
ez�l�ow

lub wierzcho�lk�ow grafu	 a zbi�or R � zbiorem jego kraw
�
edzi� Grafy b

�
edziemy reprezento�

wali gra�cznie w postaci rysunk�ow	 w kt�orych w
�
ez
ly s

�
a punktami	 a elementy relacji �

strza
lkami�
�Scie�zk

�
a d
lugo�sci n w gra�e relacji �A�R� nazwiemy ci

�
ag v�� e�� v�� e�� � � � � en� vn	 gdzie

dla ka�zdego i � �� � � � � n � ei � �vi��� vi�� �Scie�zk
�
a jest zatem ci

�
ag kolejnych w

�
ez
l�ow i

kraw
�
edzi prowadz

�
acych od v� do vn� Je�zeli v� � vn	 to �scie�zk

�
e nazywamy cyklem� Je�sli

dodatkowo �zaden pozosta
lych z w
�
ez
l�ow si

�
e nie powtarza	 to taki cykl nazywamy prostym�

Graf nazwiemy pe�lnym	 je�sli R � A�	 czyli gdy jest grafem relacji pe
lnej� ka�zde dwa
elementyA s

�
a wtedy ze sob

�
a w relacji� Graf relacji symetrycznej b

�
edziemy nazywali nie�

zorientowanym i strza
lki odpowiadaj
�
ace relacjom b

�
edziemy rysowa�c w postaci odcink�ow

zak
ladaj
�
ac	 �ze ka�zdy �niezorientowany� odcinek reprezentuje dwie strza
lki� po jednej dla

ka�zdego kierunku�

��� Relacje r�ownowa�zno�sci i podzia�ly

Relacj
�
a r�ownowa�zno�sci jest ka�zda relacja jednocze�snie zwrotna	 symetryczna i przecho�

dnia�
Przyk
lady relacji r�ownowa�zno�sci�

� Relacja r�owno�sci element�ow dowolnego zbioru �identyczno�s�c� jest relacj
�
a r�ownowa�

�zno�sci�

� Relacja osi
�
agalno�sci w gra�e relacji zwrotnej i symetrycznej	 kt�or

�
a de�niujemy tak�

b jest osi
�
agalne z a	 je�sli istnieje �scie�zka prowadz

�
aca w tym gra�e od a do b�

� Relacja RODZE�NSTWO	 kt�ora obejmuje te pary	 kt�ore maj
�
a identycznych rodzic�ow�

� Relacja modn przystawania modulo n dla n � � w zbiorze liczb naturalnych� �a� b� �
modn � amodn � bmodn�

� Relacja nale�zenia do tej samej grupy �cwiczeniowej z PRG�

Nie s
�
a natomiast relacjami r�ownowa�zno�sci nast

�
epuj

�
ace relacje�

� Relacja pokrewie�nstwa KREWNY� �brak przechodnio�sci��

� Relacja BRAT�ani zwrotna ani symetryczna ani przechodnia��

� Relacja nale�zenia do tej samej grupy �cwiczeniowej z czegokolwiek w PJWSTK�

Klas
�
a abstrakcji elementu a � A relacji r�ownowa�zno�sci R nazwiemy zbi�or fb � �a� b� �

Rg� Klas
�
e abstrakcji elementu a oznaczamy przez �a�� Zbi�or klas abstrakcji relacji R

oznaczamy przez A�R i nazywamy zbiorem ilorazowym� Podzia�lem zbioru A nazwiemy
rodzin

�
e jego podzbior�ow A�� � � � � Ak tak

�
a	 �ze spe
lnione s

�
a dwa warunki�

� A� � � � � �Ak � A

�



� 
i �� j � Ai �Aj � ��

Czyli podzia
lem zbioru A nazywamy ka�zdy zbi�or roz
l
�
acznych parami podzbior�ow zbioru

A	 kt�ore w sumie daj
�
a ca
ly zbi�or A� Zasada abstrakcji g
losi	 �ze mi

�
edzy podzia
lami zbioru	

a relacjami r�ownowa�zno�sci istnieje wzajemna odpowiednio�s�c� Ka�zda relacja r�ownowa�zno�sci
wyznacza pewien podzia
l	 a ka�zdy podzia
l de�niuje unikaln

�
a relacj

�
e r�ownowa�zno�sci� tak

�
a	

�ze para element�ow jest ze sob
�
a w tej relacji	 gdy oba elementu znajduj

�
a si

�
e w jednym

podzbiorze�
Przyk
lady�

� Relacja osi
�
agalno�sci de�niuje podzia
l zbioru A na regiony po
l

�
aczone ze sob

�
a �scie�zka�

mi w gra�e relacji� W szczeg�olno�sci gdyby�smy rozwa�zali graf po
l
�
acze�n drogowych

na kuli ziemskiej	 to zapewne jedn
�
a klas

�
e abstrakcji stanowi
lyby wszystkie kon�

tynentalne w
�
ez
ly azjatyckie	 europejskie i afryka�nskie	 kolejn

�
a w

�
ez
ly obu Ameryk	

kolejn
�
a � w

�
ez
ly australijskie	 dalej osobno w

�
ez
ly brytyjskie	 islandzkie itd� Og�olnie

ka�zda wyspa stanowi
laby swoj
�
a klas

�
e abstrakcji�

� Relacja RODZE�NSTWO uto�zsamia dzieci tych samych rodzic�ow� Z pewnych wzgl
�
e�

d�ow rozr�o�znianie mi
�
edzy nimi mo�ze by�c nieistotne� na przyk
lad gdy rodzic dostaje

zaproszenie na jak
�
a�s imprez

�
e dla siebie i jednego dziecka	 to nie wa�zne	 kt�ore ze

swoich dzieci ze sob
�
a zabierze� M�owi

�
ac w j

�
ezyku potocznym 		jedno dziecko mamy

w takim przypadku na my�sli reprezentanta odpowiedniej klasy abstrakcji relacji
RODZE�NSTWO�

� Relacja modn dzieli zbi�or liczb naturalnych na n klas abstrakcji� Do pierwszej z
nich nale�z

�
a te wszystkie liczby	 kt�ore przy dzieleniu przez n daj

�
a reszt

�
e �	 do drugiej

� te	 kt�ore daj
�
a reszt

�
e �	 � � � 	 do n�tej te	 kt�ore daj

�
a reszt

�
e n ��

Praktyka pokazuje	 �ze przy analizie system�ow nale�zy abstrahowa�c od nieistotnych
szczeg�o
l�ow ustalaj

�
ac mo�zliwie du�z

�
a relacj

�
e r�ownowa�zno�sci	 kt�ora pozwoli skoncentrowa�c

si
�
e na istotych r�o�znicach� Zbi�or ilorazowy takiej relacji jest z regu
ly prostszy i przez to


latwiejszy do implementacji� Ustalenie odpowiedzniej relacji r�ownowa�zno�sci jest jednym
z podstawowych narz

�
edzi informatyka porz

�
adkuj

�
acego badany przez siebie �swiat�

��� Relacje porz
�

adku

Inn
�
a wa�zn

�
a klas

�
a relacji s

�
a relacje porz

�
adkuj

�
ace zbi�or� Ze szko
ly znamy najprostsze

takie relacje� porz
�
adki liczbowe� Zbiory liczb naturalnych	 wymiernych i rzeczywistych

s
�
a uporz

�
adkowane relacj

�
a niemniejszo�sci� Uog�olnimy teraz to poj

�
ecie�

Relacja R okre�slona na zbiorze A jest relacj
�
a porz

�
adku cz

�
e�sciowego lub	 kr�ocej	 relacj

�
a

porz
�
adku	 wtedy i tylko wtedy gdy jest

� zwrotna

� antysymetryczna

� przechodnia�

�



Zauwa�zmy	 �ze relacje � porz
�
adkuj

�
ace zbiory liczbowe spe
lniaj

�
a wszystkie te w
lasno�sci�

Zauwa�zmy	 �ze nie ma za
lo�zenia o sp�ojno�sci relacji porz
�
adku cz

�
e�sciowego� Mo�ze si

�
e

zdarzy�c	 �ze relacja porz
�
adku nie jest w stanie uporz

�
adkowa�c dw�och r�o�znych element�ow�

Oznacza to	 �ze mo�ze si
�
e zdarzy�c sytuacja	 w kt�orej nie mo�zna stwierdzi�c ani �ze �a� b� � R	

ani �ze �b� a� � R� Natomiast gdy relacja porz
�
adku cz

�
e�sciowego jest dodatkowo sp�ojna

�czyli mi
�
edzy ka�zdymi dwoma elemenatmi mo�zna okre�sli�c	 kt�ory z nich jest wi

�
ekszy lub

r�owny�	 to tak
�
a relacj

�
e nazwiemy relacj

�
a porz

�
adku liniowego�

Przyk
lady�

� Relacja �IN porz
�
adkuj

�
aca punkty przestrzeni INn	 czyli wektory liczb naturalnych�

Powiemy	 �ze �a�� � � � � an� � �b�� � � � � bn� � a� � b� � � � � � an � bn�

� Relacja porz
�
adku leksykogra�cznego	 stosowana w s
lownikach� Na zbiorach s
l�ow

nad danym sko�nczonym alfabetem de�niujemy porz
�
adek w nast

�
epuj

�
acy spos�ob�

Po pierwsze okre�slamy porz
�
adek liter w alfabecie� Nast

�
epnie maj

�
ac dwa s
lowa

ustalamy	 �ze interesuje nas pierwsza od lewej r�o�zni
�
aca je litera� Mniejsze b

�
edzie

to s
lowo	 kt�orego taka pierwsza od lewej r�ozni
�
aca je litera jest mniejsza w sensie

porz
�
adku alfabetycznego od swojej odpowiedniczki w drugim s
lowie� Je�zeli takiej

litery nie ma	 to jedno z rozwa�zanych s
l�ow musi by�c pocz
�
atkiem drugiego� Wtedy

to z nich	 kt�ore jest kr�otsze jest mniejsze� Je�sli oba s
�
a dodatkowo tej samej d
lugo�sci	

to s
�
a one r�owne�

� Porz
�
adkujemy punkty p
laszczyzny w uk
ladzie kartezja�nskim nast

�
epuj

�
aco� �x�� y�� �K

�x�� y�� � �x� � x�� � �x� � x�� � �y� � y��� Zde�niowany porz
�
adek nazywamy

leksykogra�cznym porz
�
adkiem kartezja�nskim�

� Porz
�
adkujemy punkty p
laszczyzny nast

�
epuj

�
aco� ka�zdemu punktowi przypisujemy

par
�
e liczb� �r� ��� Zak
ladamy przy tym	 �ze r 	 �� � � � � ��� Interpretujemy r

jako odleg
lo�s�c od �srodka uk
ladu wsp�o
lrzednych O	 za�s � jako miar
�
e k

�
ata mi

�
edzy

osi
�
a OX	 a prost

�
a 
l

�
acz

�
ac

�
a pocz

�
atek uk
ladu wsp�o
lrz

�
ednych z naszym punktem	 o ile

jest on r�o�zny od O� Umawiamy si
�
e dodatkowo	 �ze punkt O ma wsp�o
lrz

�
edne ��� ���

Reszta � tak jak poprzednio� �r�� ��� �B �r�� ��� � �r� � r�� � �r� � r�� � ��� �
���� Zde�niowany porz

�
adek nazywamy leksykogra�cznym porz

�
adkiem biegunowym�

� Relacja inkluzji na zbiorze podzbior�ow dowolnego zbioru�

� Relacja porz
�
adku na zbiorze funkcji rzeczywistych okre�slonych na domkni

�
etym od�

cinku �a� b� zde�niowana nast
�
epuj

�
aco� f � g � 
x � �a� b� � f�x� � g�x��

Zauwa�zmy	 poza pierwsz
�
a i ostatni

�
a z przyk
ladowych relacji wszystkie przyk
ladowe relacje

s
�
a relacjami porz

�
adku ca
lkowitego� Ostatnia relacja porz

�
adku na funkcjach jest relacj

�
a

porz
�
adku cz

�
e�sciowego� nie spos�ob np� stwierdzi�c	 kt�ora z dw�och funkcji� f�x� � x� oraz

g�x� � � jest wi
�
eksza na przedziale �������

Porz
�
adki leksykogra�czne stanowi

�
a z informatycznego punktu widzenia wyj

�
atkowo

wa�zn
�
a klas

�
e porz

�
adk�ow� Umo�zliwiaj

�
a one okre�slenie relacji porz

�
adku liniowego na ilo�

czynach kartezja�nskich �bazy danych�� gdy dane s
�
a porzadki liniowe na sk
ladnikach tego

iloczynu�
Wa�znymi poj

�
eciami s

�
a te�z okre�slenia element�ow najwi

�
ekszych i maksymalnych �odpo�

wiednio najmniejszych i minimalnych��

�



Niech �A b
�
edzie relac

�
a porz

�
adku cz

�
e�sciowego okre�slonego w zbiorze A� Elementem

najwi
�
ekszym �odp� najmniejszym� nazwiemy taki element a � A	 �ze dla ka�zdego b � A

zachodzi b �A a �odp� a �A b�� Elementemmaksymalnym�odp� minimalnym� nazwiemy
taki element a � A	 �ze nie istnieje r�o�zny od a element b � A taki	 �ze a �A b �odp� b �A a��

Przyk�lad �� Rozwa�zmy zbi�or niezerowych wektor�ow o wsp�o
lrz
�
ednych naturalnych

oraz relacj
�
e �IN porz

�
adku cz

�
e�sciowego po wsp�o
lrz

�
ednych �zde�niowan

�
a wcze�sniej w

przyk
ladach�� W zbiorze tym istniej
�
a trzy elementy minimalne� ��� �� ��� ��� �� �� oraz

��� �� ��� Nie ma w tym zbiorze elementu najmniejszego	 ani maksymalnego �a tym bar�
dziej najwi

�
ekszego�� Gdyby�smy uzupe
lnili ten zbi�or o wektor zerowy ��� �� ��	 to sta
lby

si
�
e on elementem najmniejszym tej relacji i jednocze�snie jedynym minimalnym�
Przyk�lad �� Rozwa�zmy domkni

�
ecie zwrotne relacji 		bycia przodkiem w drzewie

genealogicznym ludzko�sci� Powiemy wi
�
ec	 �ze xPRZODEKzy	 je�sli x jest przodkiem y

lub x � y� Jest to relacja cz
�
e�sciowego porz

�
adku �patrz �cwiczenia do tego rozdzia
lu��

Um�owmy si
�
e	 �ze xPRZODEKzy b

�
edzie mia
lo znaczenie x � y ��zeby okre�sli�c kierunek

strza
lek�� Elementy maksymalne tej relacji	 to wszyscy ludzie	 kt�orzy nigdy nie mieli	 lub
nie maj

�
a dzieci� Elementy minimalne s

�
a dwa� Adam i Ewa�

Zauwa�zmy	 w ka�zdej relacji porz
�
adku ka�zdy element najwi

�
ekszy jest maksymalny �a

najmniejszy � minimalny�	 ale nie na odwr�ot� W zbiorze mo�ze by�c co najwy�zej jeden
element najwi

�
ekszy �najmniejszy�	 a element�ow maksymalnychmo�ze by�c wi

�
ecej ni�z jeden�

Relacje porz
�
adkuj

�
ace pe
lni

�
a fundamentaln

�
a rol

�
e w przygotowaniu danych do ich wyko�

rzystania w algorytmach� Przede wszystkim chodzi tu o algorytm przeszukiwania binar�
nego	 kt�ory om�owimy dok
ladnie na programowaniu� Aby m�oc zastosowa�c ten algorytm
trzeba mie�c relacj

�
e porz

�
adku liniowego� Czasami tak

�
a relacj

�
e wprowadza si

�
e ca
lkowicie

sztucznie �np� porz
�
adkuje si

�
e kolory	 rodzaje materia
lu itp�� tylko po to	 �zeby wymusi�c

odpowied�z na pytanie	 kt�ory element jest wi
�
ekszy lub r�owny�

Okazuje si
�
e te�z	 co pokaza
l Szpilrajn	 �ze ka�zd

�
a relacj

�
e porz

�
adku cz

�
e�sciowego mo�zna

uzupe
lni�c o takie elementy	 aby sta
la si
�
e relacj

�
a porz

�
adku ca
lkowitego� Algorytmy	 kt�ore

tego dokonuj
�
a nazywaj

�
a si

�
e algorytmami sortowania topologicznego�

��� Podobie�nstwa i pokrycia

Cz
�
esto spotykamy si

�
e z sytuacj

�
a	 kiedy interesuj

�
aca nas relacja maj

�
aca pogrupowa�c ele�

menty w grupy o zbli�zonych w
la�sciwo�sciach nie jest przechodnia� Przyk
ladem takiej
relacji jest relacja podobie�nstwa w rodzinie� Cz

�
esto zdarza si

�
e tak	 �ze ojciec jest podobny

do c�orki	 c�orka do matki	 a ojciec do matki � niekoniecznie� M�owi si
�
e co prawda	 �ze

to c�orka jest podobna do ojca	 ale przyjmiemy tutaj	 �ze relacja podobie�nstwa w rodzinie
jest symetryczna�

Og�olnie relacj
�
a podobie�nstwa nazwiemyka�zd

�
a relacj

�
e zwrotn

�
a i symetryczn

�
a� Przyk
lady

relacji podobie�nstwa�

� Relacja pokrewie�nstwa KREWNY� Matka jest krewn
�
a syna	 syn krewnym ojca	 ale

matka na og�ol krewn
�
a ojca nie jest�

� Relacja podobngo ow
losienia g
lowy zde�niowana tak	 �ze podobne ow
losienie maj
�
a

takie dwie osoby	 kt�orych liczba w
los�ow na g
lowie r�o�zni si
�
e co najwy�zej o jeden�

Zwrotno�s�c i symetryczno�s�c tej relacji jest oczywista	 a przechodnio�s�c nie zachodzi�

�



gdyby tak by
lo	 to kompletnie 
lysy facet mia
lby ow
losienie podobne do Claudii
Schi�er�

� Wszystkie relacje r�ownowa�zno�sci �nie jest wcale zastrze�zone	 �ze podobie�nstwo nie
mo�ze by�c relacj

�
a przechodni

�
a��

Dla danej relacji podobie�nstwa wa�zne jest okre�slenie maksymalnych podzbior�ow	 w
kt�orych ta relacja jest te�z przechodnia� W pewnym sensie mo�zemy m�owi�c wtedy o sil�
nym podobie�nstwie ze wzgl

�
edu na pewn

�
a cech

�
e� Tyle tylko	 �ze ta cecha nie musi by�c

jednakowa dla wszystkich takich grup �tak by
lo w przypadku relacji r�ownowa�zno�sci�� Na
przyk
lad dla relacji pokrewie�nstwa takim podzbiorem mo�ze by�c zbi�or krewnych danej
osoby� Typem podobie�nstwa b

�
edzie w tym przypadku pokrewie�nstwo z t

�
a w
la�snie osob

�
a�

Niech zatem dla danej relacji podobie�nstwa P typem podobie�nstwa b
�
edzie ka�zdy ma�

ksymalny podzbi�or element�ow	 w kt�orym ka�zde dwa s
�
a ze sob

�
a w relacji P �

Pokryciem zbioru A nazwiemy k
�
a�zd

�
a tak

�
a rodzin

�
e jego podzbior�ow fA�� A� � � �	 �ze

A� � A��� � � � � A� Pokrycie P nazwiemy w�la�sciwym	 je�sli �zaden podzbi�or Ai � P nie
jest podzbiorem �zadnego Aj � P dla i �� j�

Okazuje si
�
e	 �ze mi

�
edzy relacjami podobie�nstwa	 a pokryciami w
la�sciwymi ka�zdego

zbioru istnieje analogiczny zwi
�
azek	 jak mi

�
edzy relacjami r�ownowa�zno�sci	 a podzia
lami�

Je�zeli dane jest podobie�nstwo P 	 to zbi�or typ�ow tego podobie�nstwa stanowi jednoznacznie
wyznaczone pokrycie� Jest to pokrycie w
la�sciwe� Na odwr�ot	 je�sli dane jest pokrycie
w
la�sciwe P � A�� A�� � � � zbioru A	 to relacja P � f�a� b�g � �i � �a� b� � Ai jest relacj

�
a

podobie�nstwa�
Je�zeli relacja podobie�nstwa jest jednocze�snie relacj

�
a r�ownowa�zno�sci	 to pokrycie z ni

�
a

zwi
�
azane jest podazia
lem	 a typy tej relacji podobie�nstwa s

�
a klasami abstrakcji�

Zadania

�� Zadania �����	 �����	��	������	�	�	�	�	 	������ z 		Matematyki dyskretnej�

�� Kt�ore ze zde�niowanych w
lasno�sci spe
lniaj
�
a relacje pusta i pe
lna�

�� Czy prawdziwe s
�
a nast

�
epuj

�
ace stwierdzenia

� Je�sli relacja jest asymetryczna �odp� przeciwzwrotna�	 to nie jest symetryczna
�odp� zwrotna�

� Je�sli relacja jest symetryczna i przechodnia	 to jest zwrotna

� Domkni
�
ecie przechodnie relacji przechodniej jest jej r�owne

� Wynik domkni
�
ecia relacji zwrotnego	 symetrycznego i przechodniego zale�zy od

kolejno�sci dokonywania tych domkni
�
e�c

� Domkni
�
ecie zwrotne	 symetryczne i przechodnie jest relacj

�
a pe
ln

�
a

�� Zde�niuj w rachunku relacji wychodz
�
ac od relacji zde�nowanych w tek�scie nast

�
e�

puj
�
ace relacje rodzinne�

� Stryjenka ��zona stryja�

� J
�
atrew �w tym stosunku rodzinnym s

�
a ze sob

�
a �zony braci�

� Kuzyn �wsp�olni dziadkowie	 ale nie rodzice�

 



� Szwagier �m
�
a�z siostry albo brat �zony lub m

�
e�za��

�� Kt�ore z poni�zszych r�owno�sci s
�
a prawdziwe�

� DZIADEK � ONI �RODZIC��

� SIOSTRA � RODZE�NSTWO �ONE�

� BRAT � BRAT�� � BRAT�� � BRAT�

�� Dla ka�zdej z relacji rodzinnych okre�sl	 czy jest ona zwrotna	 symetryczna	 przecho�
dnia	 antysymetryczna�

�� Poka�z	 �ze relacja PRZODEKz jest relacj
�
a cz

�
e�sciowego porz

�
adku�

�� Poka�z	 �ze je�sli R jest relacj
�
a cz

�
e�sciowego porz

�
adku	 to jest ni

�
a r�ownie�z relacja R���

 � Kt�ora z liczb b
�
edzie pi

�
e�cdziesi

�
ata w relacji uporz

�
adkowania leksykogra�cznego liczb

od � do ��� wed
lug zapisu

� literowego po polsku �liczby zapisujemy tak� jeden	 dwa	 trzy� � � � Oczywi�scie
tutaj np� dwa�jeden�trzy��

� cyfrowego w uk
ladzie dziesi
�
etnym� �Uwaga� tu np� �� � ���

� rzymskiego�

��� Uog�olnij de�nicje porz
�
adk�ow kartezja�nskiego i biegunowego na przypadek tr�ojwy�

miarowy�

��� Czy relacja �K � �B jest relacj
�
a

� porz
�
adku cz

�
e�sciowego

� porz
�
adku liniowego�

��� Czy relacja �K � �B jest relacj
�
a

� porz
�
adku cz

�
e�sciowego

� porz
�
adku liniowego�

��


