Matematyka dyskretna dla informatykow. Wyklad 3.,4,5
(9.11.98) Wersja 1.0

1 Relacje

1.1 Podstawowe pojecia

Pojecie relacji jest jednym z najwazniejszych w matematyce i informatyce. Formalnie
relacjq n-arqumentowq okreslona w zbiorach A; x --- x A, nazwiemy dowolny podzbiér
iloczynu kartezjanskiego Ay x --- x A,. Czyli okreslenie relacji polega na wybraniu z
wszystkich mozliwych n-tek (ay,...,a,) a1 € Ay, -+, a, € A, takich, ktérych zestawie-
nie z jakiegos powodu nas interesuje. Niech na przyklad A; oznacza zbiér pasazeréow w
pewnej bazie danych, A zbidr linii lotniczych w tej bazie, zas As — zbior wszystkich
polaczen lotniczych zarejestrowanych w tej bazie. Zbiér A; x Ay X A3 oznacza zestawienie
wszystkich mozliwosci lotu kazdego z pasazeréw na kazdej z tras kazda z linii. Elemen-
tami tego zbioru beda tez trgjki, ktére w rzeczywistosci moga nie odpowiadaé stanowi
faktycznemu chocby z tego powodu, ze dana linia lotnicza na danej trasie moze nie miec
zadnego lotu w rozkladzie. Nas bedg interesowaly rezerwacje, ktorych pasazerowie doko-
nali w tej bazie danych. Mozemy okresli¢ relacje R dokonanych rezerwacji w taki sposob,
ze (ay,asz,a3) € R wtedy i tylko wtedy gdy pasazer a; dokonal rezerwacji lotu w liniach
lotniczych @y na trasie as.

Zauwazmy przy tym, ze jeden pasazer moze dokonac kilku rezerwacji na danej trasie
w réznych liniach, ze kilku réznych pasazerow moze dokonac rezerwacji na te sama trase
ta sama linia, ze w koncu jeden pasazer moze korzysta¢ z uslug jednej linii na kilku
trasach. Wszystkie te sytuacje mozemy wyrazi¢ umieszczajac odpowiednie zestawienia
w relacji R. Nasza relacja jest jednak za slaba, zeby wyrazi¢ np. fakt rezerwacji kilku
réznych lotéw tg sama liniag na identycznej trasie przez tego samego pasazera (np. dzien po
dniu). Gdybysmy chcielii te wiadomos¢ ujaé w relacji opisujacej rezerwacje, musielibysmy
wprowadzi¢ dodatkowe zbiory opisujace konkretne loty i daty i okresli¢ nowa relacje, np.
h-argumentowa, ktorej elementem bedzie piatka (pasazer, linia lotnicza, trasa, nr lotu,
data).

Szczegolnym rodzajem relacji sg relacje dwuargumentowe. Stanowig one na tyle wazna
klase relacji, ze bedziemy opuszczali przymiotnik ,,dwuargumentowa” i méwiac o relacjach
bez dodatkowych okreslen bedziemy rozumieli wlasnie relacje dwuargumentowe.

Jak zobaczylismy, zbiory polaczone relacja moga by¢ bardzo rézne. Czasami jednak
zdarza sie, ze wszystkie skladniki relacji, szczegdlnie dwuargumentowej, sa identyczne.
Relacja taka jest wtedy podzbiorem kwadratu kartezjanskiego A x A oznaczanego tez
przez A?. Méwimy wtedy, ze relacja jest okreslona w zbiorze A.

Przyktadami takich relacji sa:

e Relacja niemniejszosci okreslona w zbiorze liczb naturalnych, czyli

<py={(a,b) € N?Tk € IN : a + k = b}.

e Relacja niemniejszosci okreslona w zbiorze liczb rzeczywistych, czyli

<p={(a,b) e R*Fc € R:a+ * = b}.



e Relacja przystawania modulo n w zbiorze liczb naturalnych, czyli

mod, = {{(a,b) € IN*3k,l,r € IN:a=kn+r,b=In+r}

Rzecz jasna nie sa to jedyne mozliwe sposoby definiowania tych skadinad znanych relacji.
Zwykle w przypadku relacji dwuargumentowych stosuje sie notacje infiksowa piszac np.
zamiast (2,5) €< py po prostu 2 <py 5 lub wrecz 2 < 5, gdy jasne jest w jakiej dziedzinie
(w tym przypadku — naturalnej) relacja < zostala okreslona.

Dziedzing relacji nazwiemy zbior tych elementéw, ktore wystepuja jako pierwszy
skladnik par wchodzacych w jej sklad, a przeciwdziedzing — zbior tych elementéw, ktére
wystepuja jako drugi skladnik par wchodzacych w jej sklad. Przykladowo dziedzina relacji
ostrej wigkszosci okreslonej na liczbach naturalnych jest zbiér IN\{0}, zas przeciwdziedzina
zbiér IN. Relacja pusta, to po prostu zbidr pusty, a relacja pefna, to zbidr A x A = A2,
Zadne dwa elementy nie sa ze soba w relacji pustej; kazde dwa elementy sa ze soba w
relacji pelne;j.

Relacjq odwrotng do relacji R € A x B nazwiemy relacje R~ okredlona w B x A w
nastepujacy sposob: (b,a) € R™' & (a,b) € R. Zauwazmy, ze (R™')™! = R.

Dla dwéch relacji binarnych Ry € A; x Ay oraz Ry € Ay x Az okreslamy ich zlozZenie
jako relacje R C A; x As w nastepujacy sposéb: (a1,a3) € R & Jaz € Ay @ (a1,a2) €
Ry, (az,a3) € Ry. Najczesciej mamy do czynienia z sytuacja, gdy Ay = Ay = As, czyli
gdy wszystkie relacje sa okreslone w tym samym zbiorze. Wtedy interpretujac relacje
w postaci strzalek taczacych elementy zbioru musimy rozrézni¢ (na przyklad kolorem)
te pary punktéw, ktore sa polaczone relacja Ry (powiedzmy strzalki czerwone) oraz te.
ktére sa polaczone relacja Ry (powiedzmy strzalki zielone). Wtedy zlozenie Ry i Ry bedzie
relacja, ktora taczy ze soba te elementy, ktére sa potaczone dwiema kolejnymi strzatkami:
najpierw czerwona, a potem zielona. Ustalmy tez notacje dla relacji zlozonej ze sobg
kilka razy. Przyjmijmy, ze R® = id oraz R"*' = R- R™ dla n > 0.

Pewna klasa relacji odgrywa ogromne znaczenie w matematyce. Niektore relacje R C
A; X --- x A, maja te ceche, ze gdy ustalimy elementy aq,...,a,_1, woéwczas tylko co
najwyzej jeden element a, bedzie z nimi w relacji, czyli spelniony jest ogélny warunek:
Va; € Ay, an-1 € Api(Fay,al, € Ay i (ary .. an—1,a,) € RA (ar,...,a,-1,d,) €
R = a, = a/,. Innymi slowy jesli dwa elementy a,, oraz a/ sa w relacji R z elementami
a,...,a,_1, to musza by¢ sobie réwne. Dokladniej: jezeli ustalimy elementy ay,. .., a,_1,
to sa dwie mozliwosci: albo nie bedzie zadnego elementu wchodzacego z nimi w relacje
(implikacja wystepujaca w definicji jest w sposéb trywialny prawdziwa, jako ze poprzednik
implikacji jest falszywy), albo bedzie tylko jeden taki element. Relacje R, ktéra spenia
powyzszy warunek nazywamy funkcjq czesciowq, albo, krécej, funkcjq. Jezeli dodatkowo
dla kazdych ay, ..., a,—1 istnieje element a,, (rzecz jasna jedyny) bedacy z nimi w relacji,
to funkcja taka nazywa sie funkcjq catkowitq.

Zauwazmy, ze szkolne pojecie funkcji odpowiada funkeji catkowitej, a pojecia dziedziny
funkcji, zlozenia funkcji, odwracania funkcji, znane ze szkoly Sredniej sa szczegdlnymi
przypadkami powyzszych okreslen dla relacji. Zauwazmy tez, ze cho¢ dla kazdej relacji
istnieje relacja odwrotna, to nie dla kazdej funkcji istnieje funkcja odwrotna. Relacja
odwrotna do relacji, ktéra jest funkcja, sama by¢ funkcja nie musi. Na przyklad relacja
{(z,y) € R* : 2% = y} jest funkcja, ale relacja odwrotna {(y,z) € R? : 22 = y} juz
funkcja nie jest. Naleza do niej cho¢by pary (1, —1) oraz (1,1).

Przykltad
Rozwazmy relacje log, okreslona w zbiorze R w nastepujacy sposéb: (z,y) € log, < = >



0 A 2Y = z. Dziedzina tej relacji jest zbior wszystkich liczb dodatnich, przeciwdziedzina
caly zbior R. Relacja ta jest funkcja. Naleza do niej przykladowo pary

1 1
— -1 —,—1),(1 2,1),(1024,10).
(10247 0)7(27 )7( 70)7( b )7( 0 b 0)
Jest to funkcja logarytmiczna. Standardowo piszemy np. zamiast (2,1) € log, po prostu
log,(2) = 1 lub wrecz log,2 = 1. Relacja odwrotna do log, jest takze funkcja. Jej
dziedzina jest zbior R, a przeciwdziedzina zbior Ry . Sklada sie ona m.in. z par

(—10, 10%), (-1, %), (0,1),(1,2),(10,1024).
Jest to funkcja wykladnicza. Zlozenie relacji log, oraz relacji odwrotnej log; ' jest takze
funkcja. Jest to funkcja identycznosciowa na zbiorze Ry (czyli zbiér par (x,x) takich ze
z € Ry). 7 kolei zlozenie relacji (funkcji) logy! oraz relacji (funkcji) do niej odwrotnej,
czyli log, takze jest funkcja, ale nieco inng. Tez jest to funkcja identycznosciowa, ale na
calym zbiorze R.

Niektore cechy relacji sg szczegolnie wazne. Przedstawimy teraz podstawowe rodzaje

relacji. Niech R C X x X dla pewnego ustalonego zbioru X.
e R jest zwrotna < Va € X : (a,a) € R.

o R jest przeciwzwrotna < Va € X :(a,a) ¢ R.

R jest symetryczna & Va, b€ X : (a,b) € R = (b,a) € R.

R jest asymetryczna < Va,be X : (a,b) € R = (b,a) ¢ R.

o R jest antysymetryczna < Va,be X :(a,b) € RA(b,a) € R= a=b.

R jest przechodnia < Va,b,c€ X : (a,b) € RA (b,c) € R = (a,c) € R.
e R jest spdjna < Ya,be X : (a,b) € RV (b,a) € R.

Waznym pojeciem jest tez domkniecie relacji ze wzgledu na pewng ceche, czyli jej
uzupelnienie o minimalna liczbe elementéw tak, aby zapewnic¢ zachodzenie tej cechy.
Zwlaszcza istotne sa domkniecia przechodnie, a takze symetryczne i zwrotne. Zacznijmy
moze od tego ostatniego. Domknieciem zwrotnym relacji R nazwiemy relacje R U id.
Domkniecie symetryczne relacji R, to relacja R U R™'. Domkniecie przechodnie relacji
R, to relacja, ktora sklada sie z wszystkich par (a,b) takich, ze (a,b) € R" dla pewnego
n > 1. Domkniecie przechodnie relacji R bedziemy oznaczali symbolem RT, domkniecie
zwrotne symbolem R?, domkniecie symetryczne symbolem R®, a domkniecie jednoczesnie
zwrotne 1 przechodnie symbolem R*.

Jezeli spojrzymy na relacje R graficznie jako na strzalki laczace ze soba naryso-
wane punkty, to jej domkniecie zwrotne odpowiada dorysowaniu brakujacych petelek
(czyli strzalek prowadzacych od kazdego wezla do siebie samego) przy kazdym punkcie,
domkniecie symetryczne — uzupelnienie kazdej strzalki o przeciwny kierunek, a domk-
niecie przechodnie — polaczenie strzalka kazdej pary punktéow (a,b) takiej, ze z a do b
mozna doj$¢ po strzaltkach relacji R.



Zauwazmy w koncu, ze relacje sa zbiorami, wiec mozna na nich wykonywaé wszystkie
dzialania teorii zbioréow, a wiec sumowanie, iloczyn, réznice, dopelnienie itd.

Przedstawimy teraz kolekcje relacji kazdemu doskonale znanych z zycia codziennego 1
sprobujemy zilustrowaé wprowadzone pojecia. Zalézmy, ze rozwazamy relacje rodzinne w
zbiorze ludzi znajdujacych sie obecnie na ziemi (mozna tez dorzuci¢ do tego zbioru pare
minionych pokoleri). W tym zbiorze okreslone sa naturalne relacje MATKA i OJCIEC.
Powiemy, ze (x,y) € MATKA jesli y jest matka x, zas (z,y) € OJCIEC jesli y jest
ojcem x. Zalézmy tez istnienie jednoargumentowych relacji ON i ONA moéwiacych o
tym, czy ktos jest mezczyzng czy kobieta. Zatem @ € ONA, albo, krécej, ONA(z), gdy «
jest kobieta 1 analogicznie dla mezczyzn. 7 przyczyn technicznych warto tez zdefiniowac
relacje ONI = {(x,2) : ON(2)} oraz ONE = {(z,z) : ONA(z)}. Relacje ONI i ONE
sg podzbiorami relacji id. Dowolna relacja zlozona z relacja ONI (ONE) pozostawi tylko
te elementy, ktére na drugiej wspohrzednej maja mezczyzn (kobiety). Podobnie, relacja
ONI (ONE) zlozona z dowolng relacja pozostawi z niej tylko te pary, ktére maja na
pierwsze] wspolrzednej mezezyzn (kobiety). Podstawowymi relacjami beda tez relacje
MAZ = {(z,y) : y jest mezem x} i ZONA = MAZ_I.

Beda to nasze relacje bazowe i z nich wyprowadzimy znane skadinad dalsze relacje
rodzinne.

o Relacja ,,x jest rodzicem y” to po prostu relacja RODZIC = MATKA U OJCIEC

e Relacja ,,b jest bratem a”, to relacja BRAT = {(a,b) : @ # b A ON(b) A Im, o0 :
MATKA(a, m), MATKA(b, m), OJCIEC(a, 0), OJCIEC(b,0)}. Zauwazmy, ze rela-
cja ((MATKA-MATKA™)N(OJCIEC-OJCIEC™)\id)-ONI jest dokladnie relacja
BRAT.

o SIOSTRA = ((MATKA - MATKA™") N (OJCIEC - OJCIEC™) \ id)ONE
e Relacja CALE RODZENSTWO = (MATKAUOJCIEC)(MATKAUOJCIEC)="\id

definiuje rodzenstwo zarowno naturalne, jak i przyrodnie.
o Relacja OJCIEC - BRAT to STRYJ.

e Sprébujmy zdefiniowac relacje WUJ.  Jest to niewatpliwie brat matki, a wiec
mozemy go zdefiniowac¢ jako MATKA - BRAT (najpierw idziemy po strzalce do
matki, a potem do jej brata). Wujem tez nazywa sie meza ciotki. Zatem kim jest
ciotka? Ciotka, to siostra matki lub ojca, wiec CIOTKA = RODZICSIOSTRA.
Uwaga: zgodnie z polska tradycja zona wuja to wujenka, a nie ciotka. Inacze]
mieliby$my male klopoty: do zdefiniowania wuja bylaby potrzebna ciotka (jako jego
zona), a do zdefiniowania ciotki — wuj (jako jej maz). Groziloby to zapetleniem

sie. Ostatecznie jednak WUJ = MATKA - BRAT U CIOTKA - MAZ.

o Dziadek, to rodzic do kwadratu plci meskiej: DZIADEK = RODZIC*ONI, a bab-
cia to BABCIA = RODZIC?*ONE. Mozna tez inaczej: DZIADEK = RODZIC -
OJCIEC, a BABCIA = RODZIC - MATKA.

e WNUCZE = (DZIADEK U BABCIA)™!, za§ WNUK = WNUCZE - ONL
¢ PRZODEK = RODZICT, POTOMEK = PRZODEK™".
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e KREWNY = PRZODEK” - POTOMEK”®. Ktos jest zatem moim krewnym, jesli

znajde takiego swojego przodka, ktérego on jest potomkiem.

Podamy teraz definicje grafu relacji, ktéra zostanie poézniej uogélniona. Grafem rela-
cji R okreslonej w zbiorze A nazwiemy pare (A, R). Zbiér A nazywamy zbiorem weztdw
lub wierzeholkow grafu, a zbiér R — zbiorem jego krawedzi. Grafy bedziemy reprezento-
wali graficznie w postaci rysunkéow, w ktorych wezly sa punktami, a elementy relacji —
strzatkami.

Sciezka dtugosci n w grafie relacji (A, R) nazwiemy ciag vo, €1, 01, €2, . . ., €, Uy, gdzie
dla kazdego i = 1,....n : e = (vi_1,v;). Sciezka jest zatem ciag kolejnych wezlow i
krawedzi prowadzacych od vy do v,. Jezeli vy = v, to sciezke nazywamy cyklem. Jesli
dodatkowo zaden pozostalych z wezléw sie nie powtarza, to taki cykl nazywamy prostym.

Grafl nazwiemy pelnym, jesli R = A?, czyli gdy jest grafem relacji pelnej: kazde dwa
elementy A sa wtedy ze soba w relacji. Graf relacji symetrycznej bedziemy nazywali nie-
zorientowanym i strzalki odpowiadajace relacjom bedziemy rysowac¢ w postaci odcinkéw
zakladajac, ze kazdy (niezorientowany) odcinek reprezentuje dwie strzalki: po jednej dla
kazdego kierunku.

1.2 Relacje rownowaznosci i podzialy

Relacja rownowaznosci jest kazda relacja jednoczesnie zwrotna, symetryczna i przecho-
dnia.
Przyktady relacji rownowaznosci:

e Relacja réwnosci elementéw dowolnego zbioru (identycznosé) jest relacjg réwnowa-
Znosci.

e Relacja osiggalnosci w grafie relacji zwrotnej i symetrycznej, ktéra definiujemy tak:
b jest osiagalne z a, jesli istnieje sciezka prowadzaca w tym grafie od a do b.

e Relacja RODZENSTWO, ktora obejmuje te pary, ktére maja identycznych rodzicow.

e Relacja mod,, przystawania modulo n dlan > 0 w zbiorze liczb naturalnych: (a,b) €
mod,, < amodn = bmodn.

o Relacja nalezenia do tej samej grupy ¢wiczeniowej z PRG.

Nie sa natomiast relacjami réwnowaznosci nastepujace relacje:

e Relacja pokrewienstwa KREWNY. (brak przechodniosci!)

e Relacja BRAT(ani zwrotna ani symetryczna ani przechodnial)

o Relacja nalezenia do tej samej grupy ¢wiczeniowej z czegokolwiek w PJWSTK.

Klasq abstrakcji elementu a € A relacji réwnowaznosci R nazwiemy zbiér {b: (a,b) €
R}. Klase abstrakcji elementu a oznaczamy przez [a]. Zbior klas abstrakeji relacji R
oznaczamy przez A/ R i nazywamy zbiorem ilorazowym. Podzialem zbioru A nazwiemy
rodzine jego podzbiorow Ay, ..., Ay taka, ze spelnione sa dwa warunki:

o Ay U---UA,=A
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Czyli podzialem zbioru A nazywamy kazdy zbidr rozltacznych parami podzbioréw zbioru
A, ktore w sumie daja caly zbior A. Zasada abstrakeji glosi, ze miedzy podzialami zbioru,
a relacjami rownowaznosci istnieje wzajemna odpowiednios¢. Kazda relacja réwnowaznosci
wyznacza pewien podzial, a kazdy podzial definiuje unikalna relacje rownowaznosci: taka,
ze para elementéw jest ze soba w tej relacji, gdy oba elementu znajduja sie w jednym
podzbiorze.

Przyktady:

o Relacja osiagalnosci definiuje podzial zbioru A na regiony polaczone ze sobg Sciezka-
mi w grafie relacji. W szczegolnosci gdybysmy rozwazali graf polaczen drogowych
na kuli ziemskiej, to zapewne jedng klase abstrakcji stanowilyby wszystkie kon-
tynentalne wezly azjatyckie, europejskie i afrykanskie, kolejna wezly obu Ameryk,
kolejna — wezly australijskie, dalej osobno wezly brytyjskie, islandzkie itd. Ogolnie
kazda wyspa stanowilaby swoja klase abstrakcji.

e Relacja RODZENSTWO utozsamia dzieci tych samych rodzicéw. Z pewnych wzgle-
déw rozréznianie miedzy nimi moze by¢ nieistotne: na przyktad gdy rodzic dostaje
zaproszenie na jakas impreze dla siebie 1 jednego dziecka, to nie wazne, ktore ze
swoich dzieci ze sobg zabierze. Méwiac w jezyku potocznym ,,jedno dziecko” mamy
w takim,przypadku na mysli reprezentanta odpowiedniej klasy abstrakcji relacji

RODZENSTWO.

e Relacja mod,, dzieli zbiér liczb naturalnych na n klas abstrakcji. Do pierwszej z
nich naleza te wszystkie liczby, ktore przy dzieleniu przez n daja reszte 0, do drugie;j
— te, ktore daja reszte 1, ..., do n-tej te, ktére daja reszte n — 1.

Praktyka pokazuje, ze przy analizie systemow nalezy abstrahowaé¢ od nieistotnych
szczegolow ustalajac mozliwie duza relacje rownowaznosci, ktéra pozwoli skoncentrowac
sie na istotych réznicach. Zbior ilorazowy takiej relacji jest z reguly prostszy i przez to
latwiejszy do implementacji. Ustalenie odpowiedzniej relacji réwnowaznosci jest jednym
z podstawowych narzedzi informatyka porzadkujacego badany przez siebie swiat.

1.3 Relacje porzadku

Inna wazna klasa relacji sa relacje porzadkujace zbiér. Ze szkoly znamy najprostsze
takie relacje: porzadki liczbowe. Zbiory liczb naturalnych, wymiernych i rzeczywistych
sg uporzadkowane relacjg niemniejszosci. Uogolnimy teraz to pojecie.

Relacja R okreslona na zbiorze A jest relacjq porzadku czesciowego lub, krécej, relacjq
porzadku, wtedy i1 tylko wtedy gdy jest

e zwrotna
e antysymetryczna

e przechodnia.



Zauwazmy, ze relacje < porzadkujace zbiory liczbowe spelniaja wszystkie te wlasnosci.
Zauwazmy, ze nie ma zalozenia o spojnosci relacji porzadku czesciowego. Moze sie
zdarzyc, ze relacja porzadku nie jest w stanie uporzadkowac¢ dwéch roznych elementéw.
Oznacza to, ze moze sie zdarzy¢ sytuacja, w ktérej nie mozna stwierdzi¢ ani ze (a,b) € R,
ani ze (b,a) € R. Natomiast gdy relacja porzadku czesciowego jest dodatkowo spdjna
(czyli miedzy kazdymi dwoma elemenatmi mozna okresli¢, ktéry z nich jest wiekszy lub
réwny), to taka relacje nazwiemy relacjq porzqdku liniowego.

Przyktady.

o Relacja <py porzadkujaca punkty przestrzeni IN", czyli wektory liczb naturalnych.
Powiemy, ze (a1,...,a,) < (by,...,b,) < ay < by A~ Na, <b,.

o Relacja porzadku leksykograficznego, stosowana w slownikach. Na zbiorach stow
nad danym skonczonym alfabetem definiujemy porzadek w nastepujacy sposéb.
Po pierwsze okreslamy porzadek liter w alfabecie. Nastepnie majac dwa slowa
ustalamy, ze interesuje nas pierwsza od lewej réozniaca je litera. Mniejsze bedzie
to stowo, ktérego taka pierwsza od lewej réozniaca je litera jest mniejsza w sensie
porzadku alfabetycznego od swojej odpowiedniczki w drugim slowie. Jezeli takiej
litery nie ma, to jedno z rozwazanych stéw musi by¢ poczatkiem drugiego. Wtedy
to z nich, ktore jest krotsze jest mniejsze. Jesli oba sa dodatkowo tej samej dlugosci,
to sa one rowne.

e Porzadkujemy punkty plaszczyzny w ukladzie kartezjanskim nastepujaco: (21, y1) <k
(x2,92) < (11 < 22) V (1 = 22) A (11 < y2). Zdefiniowany porzadek nazywamy
leksykograficznym porzqdkiem kartezjanskim.

e Porzadkujemy punkty plaszczyzny nastepujaco: kazdemu punktowi przypisujemy
pare liczb: (r, ). Zakladamy przy tym, ze r > 0,0 < ¢ < 27. Interpretujemy r
jako odleglos¢ od srodka ukladu wspolrzednych O, zas ¢ jako miare kata miedzy
osia OX, a prosta laczaca poczatek ukladu wspélrzednych z naszym punktem, o ile
jest on rézny od O. Umawiamy sie dodatkowo, ze punkt O ma wspélrzedne (0,0).

Reszta — tak jak poprzednio: (ri,¢1) <p (re,¢2) & (r1 < r2) V(ri =r) A (1 <
©2). Zdefiniowany porzadek nazywamy leksykograficznym porzqdkiem biegunowym.

o Relacja inkluzji na zbiorze podzbiorow dowolnego zbioru.

e Relacja porzadku na zbiorze funkeji rzeczywistych okreslonych na domknietym od-
cinku [a, b] zdefiniowana nastepujaco: f < g & Va € [a,b]: f(x) < g(z).

Zauwazmy, poza pierwsza i ostatnia z przykltadowych relacji wszystkie przykladowe relacje
sa relacjami porzadku caltkowitego. Ostatnia relacja porzadku na funkcjach jest relacja
porzadku czedciowego: nie sposéb np. stwierdzié, ktéra z dwéch funkeji: f(z) = 2 oraz
g(x) =1 jest wieksza na przedziale [0..2].

Porzadki leksykograficzne stanowig z informatycznego punktu widzenia wyjatkowo
wazna klase porzadkow. Umozliwiaja one okreslenie relacji porzadku liniowego na ilo-
czynach kartezjanskich (bazy danych!) gdy dane sg porzadki liniowe na skladnikach tego
iloczynu.

Waznymi pojeciami sa tez okreslenia elementow najwiekszych i maksymalnych (odpo-
wiednio najmniejszych i minimalnych).



Niech <4 bedzie relaca porzadku czesciowego okreslonego w zbiorze A. Elementem
najwiekszym (odp. najmniejszym) nazwiemy taki element a € A, ze dla kazdego b € A
zachodzi b <4 a (odp. a <4 b). Elementem maksymalnym (odp. minimalnym) nazwiemy
taki element a € A, ze nie istnieje rézny od a element b € A taki, ze a <4 b (odp. b <4 a).

Przyklad 1: Rozwazmy zbiér niezerowych wektorow o wspolrzednych naturalnych
oraz relacje <py porzadku czesciowego po wspélrzednych (zdefiniowana wezesniej w
przykladach). W zbiorze tym istnieja trzy elementy minimalne: [1,0,0],[0,1,0] oraz
[0,0,1]. Nie ma w tym zbiorze elementu najmniejszego, ani maksymalnego (a tym bar-
dziej najwiekszego). Gdybysmy uzupehili ten zbiér o wektor zerowy [0, 0, 0], to statby
sie on elementem najmniejszym tej relacji i jednoczesnie jedynym minimalnym.

Przyklad 2: Rozwazmy domkniecie zwrotne relacji ,,bycia przodkiem” w drzewie
genealogicznym ludzkosci. Powiemy wiec, ze tPRZODEK?y, jesli x jest przodkiem y
lub © = y. Jest to relacja czesciowego porzadku (patrz ¢wiczenia do tego rozdzialtu).
Umdéwmy sie, ze :PRZODEK?y bedzie mialo znaczenie @ < y (zeby okresli¢ kierunek
strzalek). Elementy maksymalne tej relacji, to wszyscy ludzie, ktérzy nigdy nie mieli, lub
nie maja dzieci. Elementy minimalne sg dwa: Adam i Ewa.

Zauwazmy, w kazdej relacji porzadku kazdy element najwiekszy jest maksymalny (a
najmniejszy — minimalny), ale nie na odwrét. W zbiorze moze by¢ co najwyzej jeden
element najwiekszy (najmniejszy), a elementéw maksymalnych moze by¢ wiecej niz jeden.

Relacje porzadkujace pelnia fundamentalna role w przygotowaniu danych do ich wyko-
rzystania w algorytmach. Przede wszystkim chodzi tu o algorytm przeszukiwania binar-
nego, ktéry oméwimy dokladnie na programowaniu. Aby moéc zastosowaé ten algorytm
trzeba miec¢ relacje porzadku liniowego. Czasami taka relacje wprowadza sie calkowicie
sztucznie (np. porzadkuje sie kolory, rodzaje materialu itp.) tylko po to, zeby wymusi¢
odpowiedz na pytanie, ktory element jest wiekszy lub réwny.

Okazuje sie tez, co pokazal Szpilrajn, ze kazda relacje porzadku czesciowego mozna
uzupelni¢ o takie elementy, aby stala sie relacja porzadku catkowitego. Algorytmy, ktore
tego dokonuja nazywaja sie algorytmami sortowania topologicznego.

1.4 Podobienstwa i pokrycia

Czesto spotykamy sie z sytuacja, kiedy interesujaca nas relacja majaca pogrupowac ele-
menty w grupy o zblizonych wlasciwosciach nie jest przechodnia. Przykladem takiej
relacji jest relacja podobienstwa w rodzinie. Czesto zdarza sie tak, ze ojciec jest podobny
do corki, cérka do matki, a ojciec do matki — niekoniecznie. Mdwi sie co prawda, ze
to corka jest podobna do ojca, ale przyjmiemy tutaj, ze relacja podobienstwa w rodzinie
jest symetryczna.
Ogolnie relacjq podobienstwa nazwiemy kazda relacje zwrotna i symetryczna. Przyklady

relacji podobienstwas:

o Relacja pokrewienstwa KREWNY. Matka jest krewng syna, syn krewnym ojca, ale
matka na ogol krewng ojca nie jest.

o Relacja podobngo owlosienia glowy zdefiniowana tak, ze podobne owlosienie maja
takie dwie osoby, ktorych liczba wloséw na glowie rézni sie co najwyzej o jeden.
Zwrotnos¢ i symetrycznoscé tej relacji jest oczywista, a przechodniosé nie zachodzi:



gdyby tak bylo, to kompletnie lysy facet mialby owlosienie podobne do Claudii
Schiffer.

o Wszystkie relacje réwnowaznosci (nie jest wcale zastrzezone, ze podobieristwo nie
moze by¢ relacja przechodnia,).

Dla danej relacji podobienstwa wazne jest okreslenie maksymalnych podzbiorow, w
ktorych ta relacja jest tez przechodnia. W pewnym sensie mozemy mowic¢ wtedy o sil-
nym podobienstwie ze wzgledu na pewna ceche. Tyle tylko, ze ta cecha nie musi by¢
jednakowa dla wszystkich takich grup (tak bylo w przypadku relacji réwnowaznosci). Na
przyktad dla relacji pokrewienstwa takim podzbiorem moze byé zbior krewnych danej
osoby. Typem podobienstwa bedzie w tym przypadku pokrewienstwo z ta wlasnie osoba,.

Niech zatem dla danej relacji podobienstwa P typem podobienstwa bedzie kazdy ma-
ksymalny podzbiér elementéw, w ktorym kazde dwa sa ze sobg w relacji P.

Pokryciem zbioru A nazwiemy kazda taka rodzine jego podzbioréw {A;, A,..., ze
Ay U AU, -+ = A. Pokrycie P nazwiemy wlasciwym, jesli zaden podzbiér A; € P nie
jest podzbiorem zadnego A; € P dla i # j.

Okazuje sie, ze miedzy relacjami podobienstwa, a pokryciami wlasciwymi kazdego
zbioru istnieje analogiczny zwiazek, jak miedzy relacjami réwnowaznosci, a podziatami.
Jezeli dane jest podobienstwo P, to zbior typow tego podobienstwa stanowi jednoznacznie
wyznaczone pokrycie. Jest to pokrycie wlasciwe. Na odwrot, jesli dane jest pokrycie
wlasciwe P = Ay, Ag, ... zbioru A, to relacja P = {(a,b)} : i : (a,b) € A; jest relacja
podobienstwa.

Jezeli relacja podobienstwa jest jednoczesnie relacja réwnowaznosci, to pokrycie z nig
zwigzane jest podazialem, a typy tej relacji podobienstwa sa klasami abstrakcji.

Zadania

1. Zadania 1/140, 2/141,13,14/142,3,6,7,8,9,10/141 z ,,Matematyki dyskretne;j”.
2. Ktére ze zdefiniowanych wlasnosci spelniaja relacje pusta i pelna?
3. Czy prawdziwe sa nastepujace stwierdzenia
o Jesli relacja jest asymetryczna (odp. przeciwzwrotna), to nie jest symetryczna
(odp. zwrotna)
o Jesli relacja jest symetryczna i przechodnia, to jest zwrotna

e Domkniecie przechodnie relacji przechodniej jest jej rowne

o Wynik domkniecia relacji zwrotnego, symetrycznego i przechodniego zalezy od
kolejnosci dokonywania tych domknie¢

e Domkniecie zwrotne, symetryczne i przechodnie jest relacja pelna
4. Zdefiniuj w rachunku relacji wychodzac od relacji zdefinowanych w tekscie naste-
pujace relacje rodzinne:
e Stryjenka (zona stryja)
e Jatrew (w tym stosunku rodzinnym sa ze sobg zony braci)

e Kuzyn (wspdlni dziadkowie, ale nie rodzice)



10.

11.

12.

e Szwagier (maz siostry albo brat zony lub meza).
Ktére z ponizszych réwnosci sa prawdziwe:

e DZIADEK = ONI - RODZIC??
e SIOSTRA = RODZENSTWO - ONE?
e BRAT - BRAT™! = BRAT ! - BRAT?

Dla kazdej z relacji rodzinnych okresl, czy jest ona zwrotna, symetryczna, przecho-
dnia, antysymetryczna.

Pokaz, ze relacja PRZODEK? jest relacja czesciowego porzadku.
Pokaz, ze jesli R jest relacja czesciowego porzadku, to jest nia réwniez relacja R™1.

Ktora z liczb bedzie piecdziesiata w relacji uporzadkowania leksykograficznego liczb
od 1 do 100 wedlug zapisu

e literowego po polsku (liczby zapisujemy tak: jeden, dwa, trzy.... Oczywiscie
tutaj np. dwa<jeden<trzy)?

e cyfrowego w ukladzie dziesietnym. (Uwaga: tu np. 11 < 2)?

o rzymskiego?

Uogélnij definicje porzadkow kartezjanskiego i biegunowego na przypadek tréjwy-
miarowy.

Czy relacja <g N <p jest relacjy

e porzadku czesciowego

e porzadku liniowego?
Czy relacja <g U <p jest relacja

e porzadku czesciowego

e porzadku liniowego?
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