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Rekursja 1

. Podaj definicje rekurencyjna ciagu (2,22, (22)2, ((22)?)2,...).

. Niech ¥ = {a,b,c} i niech s(n) oznacza liczbe stéw dlugosci n, ktére nie maja kolejnych liter a.

Znajdz wzér rekurencyjny na s(n).

. Zmajdz réwnanie rekurencyjne dla liczby n-elementowych ciagéw ternarnych, w ktorych:

(a) liczba zer jest parzysta,

(b) liczba zer i liczba jedynek sa parzyste.

. Zmajdz réwnanie rekurencyjne dla liczby sposobéw polaczen w pary wierzcholtkéw wypuklego 2n-

kata za pomoca nie przecinajacych si¢ odcinkéw (boki, przekatne).

. Dana jest rekurencyjna definicja ciagu (a,,). W kazdym z podanych przypadkéw, znajdz wzoér na n-ty

wyraz tego ciagu, a nastepnie stosujac zasade indukceji udowodnij, ze podate$ poprawna odpowiedz.

(a) ap =p, ap = an—1+ (p+n) dlan > 0 (parametr p jest pewna liczba naturalna),
() ap =3, ap = an_1(2a,_1 +1)"tdlan >0,

(¢) ap=5,a,=2ap,_1+1dlan>0

(d) ap =2, ap, =2a,-1+3 dlan>0.

. Niech ¥ = {a, b} i niech ¢(n) oznacza liczbe stéw dlugosdci n, w ktdrych jest parzysta liczba liter a.

Znajdz wzér na t(n) i udowodnij, ze jest on poprawny.

. Niech a,, bedzie liczbg ternarnych ciagéw dtugosci n, w ktérych:

(a) zadne dwie jedynki nie stoja obok siebie,

(b) zadne dwie jedynki ani zadne dwie dwdjki nie stoja obok siebie.

Znajdz wzér rekurencyjny na a, i udowodnij, ze jest on poprawny.

. Udowodnij przez indukcje wzgledem n, ze cigg liczb naturalnych postaci 1,4,9,...,n%, ... mozna

zdefiniowaé rekurencyjnie w nastepujacy sposéb ¢(0) = 1 oraz ¢(n) = c¢(n — 1) +2(n+1) — 1, dla
dowolnego n > 1.

. n-ta liczba piramidalng 7T, nazywamy sume n pierwszych liczb tréjkatnych. Inaczej, n-ta liczba

piramidalna, to liczba kul ustawionych w piramide o krawedziach ztozonych z n kul. Udowodnij, ze
T, = M dla dowolnego n naturalnego.

Zadanie znalezienia minimum i maksimum w danym n-elementowym ciagu mozna rozwigzaé stosu-
jac nastepujacy algorytm rekurencyjny:

Krok 1. jesli ciag ma tylko 2 elementy, to poréwnaj je i ustal rozwiazanie,

Krok 2. w przeciwnym przypadku, znajdZ rekurencyjnie minimum i maksimum dla kazdej z 3-
elementowych poléwek ciagu i ustal wynik ostateczny poréwnujac znalezione maksima i poréwnujac
znalezione minima.

Narysuj drzewo wywolan rekurencyjnych rozwazanego algorytmu. Przedstaw réwnanie rekurencyjne
opisujace liczbe wykonanych poréwnan przy zalozeniu, ze liczba n elementéw ciagu jest potega
dwéjki, n = 2%, gdzie k € NT. Zaproponuj rozwigzanie tego réwnania i udowodnij indukeyjnie jego
poprawno$é ze zwgledu na k.

Zadanie uporzadkowania n-elementowego ciagu mozna rozwiazaé¢ stosujac nastepujacy algorytm
rekurencyjny:
Krok 1. jesli ciag ma tylko 2 elementy, to porownaj je i ustal rozwiazanie,

Krok 2. w przeciwnym przypadku, wyznacz rekurencyjnie uporzadkowanie dla kazdej z poléwek i
ustal wynik koficowy scalajac obie uporzadkowane potéwki rozmiaru 5 w jeden ciag uporzadkowany
rozmiaru n wykonujac O(n) poréwnan.
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Narysuj drzewo wywolan rekurencyjnych rozwazanego algorytmu. Przedstaw réwnanie rekurencyjne
opisujace pesymistycznag liczbe wykonanych poréwnan przy zalozeniu, ze liczba n elementow ciagu
jest potega dwéjki, n = 2F, gdzie k € N*t. Zaproponuj rozwigzanie tego réwnania i udowodnij
indukcyjnie jego poprawnosé ze zwgledu na k.

Pewien algorytm rekurencyjny dla n-elementowego ciagu wejSciowego dziala wzgledem nastepuja-
cego schematu:
Krok 1. jesli n < 1 wtedy nie wykonuj zadnej operacji dominujacej,

Krok 2. w przeciwnym przypadku wybierz losowo k-ty element ciagu, gdzie 1 < k < n, podziel
stosujac n — 1 operacji dominujacych ciag na dwie czesci rozmiaru odpowiednio k — 1 oraz n — k i
wykonaj rekurencyjnie algorytm dla obu czesci.

Narysuj drzewo wywotan rekurencyjnych rozwazanego algorytmu. Przedstaw réwnanie rekurencyjne
opisujace liczbe wykonanych operacji dominujacych oraz zaproponuj rozwiazanie tego réwnania w
przypadku:

(a) pesymistycznym,

(b) $rednim,

wzgledem pozycji elementu dzielacego.
Podaj rekurencyjny algorytm wyznaczajacy:

(a) k™, gdzie k i n sa pewnymi dodatnimi liczbami naturalnymi,

(b) sume elementéw ciagu n liczb naturalnych, zapisanego w tablicy A[l..n].

Narysuj drzewo wywolan rekurencyjnych rozwazanego algorytmu. Wytypuj operacje dominujaca
w owym algorymie i przedstaw réwnanie rekurencyjne opisujace liczbe jej wykonan. Zaproponuj
rozwigzanie réwnania.

Niech node = (e,left, right) bedzie struktura danych reprezentujaca wezel drzewa binarnego 7' w
taki sposéb, ze e € N jest etykieta rozwazago wezla a left i right reprezentuja odpowiednio krawedz
(dowiazanie) do lewego i prawego nastepnika wierzchotka z etykieta e w drzewie T. Rozwazmy
nastepujacy algorytm (NULL oznacza brak wezta):

Alg(node) ={
if node = NULL then return 0;
else return Alg(node.left) + Alg(node.right) + node.e; fi
1.

Kolejno:

(a) narysuj drzewo wywolan rekurencyjnych algorytmu Alg(root), gdzie root jest wierzchotkiem-
korzeniem drzewa binarnego T,

(b) ustal rezultat dziatania algorytmu Alg(root),

(c) oszacuj asymptotycznie liczbe operacji dodawania wzgledem liczby wierzchotkéw drzewa binar-
nego T

Niech node = (e,left,right) bedzie struktura danych reprezentujaca wezel drzewa binarnego 7' w
taki sposob, ze e € N jest etykietg rozwazanego wezla a left i right reprezentuja odpowiednio kra-
wedZ (dowiazanie) do lewego i prawego nastepnika wierzchotka z etykieta e w drzewie T. Zaproponuj
algorytm rekurencyjny, ktéry wyznaczy:

(a) wysoko$¢ drzewa binarnego T,

(b) liczbe wierzchotkéw wewnetrznych w drzewie binarnym T,

(c) liczbe wierzcholkéw zewnetrznych (lidci) w drzewie binarnym T,

(d) liczbe wierzchotkéw o nieparzystych etykietach w drzewie binarnym T,

(e) utworzy drzewo binarne T” bedace lustrzanym odbiciem drzewa T wzgledem osi pionowe;j.
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