Teoria grafow I
-

Materialy pomocnicze do wykladu

wyktadowca: dr Magdalena Kacprzak




Graf planarny



Graf planarny
-

Graf, ktory moze byC narysowany tak, by unikngc
przecinania sie krawedzi, nazywamy
grafem planarnym.




Izomorfizm grafow



Grafy izomorficzne

lzomorfizmem
grafu G na graf H nazywamy przeksztatcenie
wzajemnie jednoznaczne ¢ :V(G) — V(H)
takie, ze (u,v) jest krawedzig grafu G wtedy i1 tylko
wtedy, gdy (¢(u), ¢(v)) jest krawedzig w grafie H.

Dwa grafy G 1 H sg izomorficzne jesli istnieje
Izomorfizm a z jednego grafu na drugi.



Grafy izomorficzne - przykiad




Algorytmy
przeszukujqce
grafy



Algorytmy
przeszukujqce
grafy w gtab



Jak sie ubierac?

[ Slipki [ Skarpetki ]
[ Zegarek ]
\ 4 N
[ Spodnie
\ 4
[ Pasek } { Koszula ] Marynarka ]

\

[ Krawat




Algorytm przeszukiwania w gtab
-

Dopdki w grafie istnieje wierzchotek biaty v to:

1. zapamietaj wierzchotek v,

2. wez ostatni zapamietany wierzchotek, niech bedzie
to w 1 zaznacz go kolorem szarym (czas wejscia),

3. zapamieta] wszystkie biate wierzchotki sgsiednie z
wierzchotkiem w (w ustalonej kolejnosci) | jezeli takie
IStniejg to przejdz do punktu 2,

4. zaznacz  wierzchotek ~w  kolorem  czarnym
(czas wyjscia),

5. zapomnij o wierzchotku w.




Algorytm przeszukiwania w gtab
S

sl,-,-

sl,1,-

sl,1,- sp,-,- b,-,- [ Slipki [ Skarpetki ]

sl,1,- SP,-,- b,2,- [ Zegarek ]
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Algorytm przeszukiwania w gtab

sl,1,- sp,4,- pa,5,- m,6,7
sl,1,- sp,4,- pa,5,-
sl,1,- sp,4,- pa,5,8
sl,1,- sp,4,-
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Algorytm przeszukiwania w gtab

ko,-,-

ko,13,-

ko,13,- kr,-,-
ko,13,- kr,14.-
ko,13,- kr,14,15
ko,13,-
ko,13,16

Z,-,-
z,17,-
z,17,18




Algorytm przeszukiwania w gtab

Zegarek
Koszula
Krawat
Skarpetki
Slipki
Spodnie
Pasek
Marynarka
Buty

[ Slipki [ Skarpetki ]
" [ Zegarek ]
[ Spodnie )
[ Pa;ek } { Koszula ] Marynarka ]
\




Algorytmy
przeszukujqce
grafy wszerz



Algorytm przeszukiwania wszerz
—

Zaktadamy, ze kazdy wierzchotek mozemy pokolorowac
na biato, szaro | czarno oraz, ze na poczgtku wszystkie
sg biate. Dopoki w grafie istnieje wierzchotek biaty v to:
1. zapamieta] wierzchotek v,

2. wez pierwszy zapamietany wierzchotek, niech bedzie
to w i zaznacz go kolorem szarym (czas wejscia),

3. zapamieta] wszystkie biate wierzchotki sgsiednie z
wierzchotkiem w (w ustalonej kolejnosci),

4. zaznacz wierzchotek w kolorem czarnym (czas
wyjscia),
5. zapomnij o wierzchotku w i przejdz do punktu 2.




Algorytm przeszukiwania wszerz

[ Skarpetki ]

[ Zegarek ]

Sp,3,4 b,-,- P,-,- [ Pa:ek } { Koszula ] Marynarka ]




Algorytm przeszukiwania wszerz

Sk1-1-
sk,11,-
sk,11,12




Algorytm przeszukiwania wszerz

ko,-,-

ko,13,-
ko,13,- kr,-,-
ko,13,14 kr,-,-
kr,-,-

kr,15,-
kr,15,16

Z,-,-
z,17,-
z,17,18




Algorytm przeszukiwania wszerz

Slipki
Spodnie
Buty
Pasek
Marynarka
Skarpetki
Koszula
Krawat
Zegarek
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Grafy z wagami



Graf skierowany z wagami
-

Graf skierowany bez krawedzi wielokrotnych
nazywamy

grafem skierowanym z wagami,
jesli kazdej krawedzi jest przyporzadkowana
pewna liczba, nazywana wagaq tej krawedzi.

W konkretnych zastosowaniach moze ona byc¢
nazywana ,kosztem”, ,dtugosciq”, ,,pojemnosciaq”
itp.



Waga krawedzi i drogi
S

Wagi krawedzi w grafie skierowanym G bedq
wartosciami pewnej funkcji W o dziedzinie E(G) i
wartosciach w zbiorze R.

Wagaq drogi e,,e,,...,e, w grafie G nazwiemy
sume

2i=1,.nW(e&),
gdzie W(e,) jest wagq krawedzi e;.



Waga |1 droga minimalna
-

Najmniejszg wage drogi (dtugosci co

najmniej 1) prowadzqcej z wierzchotka

u do wierzchotka v bedziemy nazywac
wagq minimalng

z u do v i oznaczac¢ symbolem W*(u,v).

Droge z u do v, majacq minimalng wage,
bedziemy nazywac
drogq minimalna.



Przykiad
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Zastosowania



Szeregowanie
zadan



Pieczenie kietbasek

- przygotowanie patykow,
- przygotowanie kietbasek,
- krojenie chleba,

- pieczenie kietbasek

Jaki jest najmniejszy catkowity czas potrzebny do
wykonania wszystkich czynnosci?



Pieczenie kietbasek

przygotowanie
patykow

przygotowanie kie’rbasek\;i15 pieczenie 35

0
5 0

krojenie chleba

10

Najmniejszy catkowity czas potrzebny
do wykonania wszystkich czynnosci 10
wynosi 35 min.



Zagadnienie
najkrotszej drogi



Szukanie najkroétszej drogi
-

Ponizszy graf prezentuje pewng mape. Wierzchotki tego grafu
oznaczajg miasta, krawedzie oznaczajg drogi tgczgce te miasta, a
wagi oznaczajg dtugosci drog (lub czas przejazdu lub koszt
przejazdu).

Jaka jest najkrotsza droga z miasta A do miasta L?




Szukanie najkroétszej drogi
-

Algorytm Dijkstry

{Dane: graf skierowany bez petli i krawedzi wielokrotnych,
ktorego zbiorem wierzchotkow jest {1,...,n}, funkcja W
wag krawedzi o wartosciach nieujemnych}

{Wynik: wagi minimalne W*(1,)) dla j=2,...,n}
{Zmienne pomocnicze: zbiory L, V oraz funkcja D}



Szukanie najkrotszej drogi
—

Niech L:= J oraz V:={2,..,n}.
Dla ieV wykonuj

D(i):=W(1,)
Dopoki V \ L # &, wykonuj

wybierz k € V \ L o najmniejsze] wartosci D(k)

dotacz k do zbioru L

dla kazdego | € V \ L wykonuj

jesli D(j) > D(k) + W(k,j), to
zastgp D(J) sumg D(k) + W(k,)).

Dla jeV wykonuj
W*(1,)):=D().



Szukanie najkroétszej drogi




Szukanie najkroétszej drogi
-

L BCDEFGH IJKL
LL{B} 32 5711 - - - - - -
LL{D} 32 57118 - - - - -
LL{E} 32 57118 9 - - - -
LL{G} 32 571189 -13 - -




Szukanie najkroétszej drogi
-

L BCDEFGHTIJ K L
LU{G} 32 57118 9 - 13 - -
LU{H} 3 2 57108 9 - 1315 18
LU{F} 32 57108 9 121315 18
LU{I} 32 57108 9 121314 18




Szukanie najkroétszej drogi
-

L BCDEFGH IJ K L
LU{I} 32 57108 9 1213 14 18
LL{J} 32 57108 9 12131417
LU{K} 32 57108 9 121314 17
Waga najkrotsze
drogi to 17




Zadanie chinskiego
listonosza



Zadanie chinskiego
liIstonosza
o

Jest to zadanie postawione przez
chinskiego matematyka Mei-Ku Kwana.
Polega ono na tym, by listonosz, ktory
musi doreczyC poczte, przeszedt jak
najkrotszg tqczng droge i powrdcit do
punktu wyjscia. Musi on przejsc przez
kazda ulice i unikac¢ przechodzenia przez te
same ulice kilka razy.



Sformutowanie problemu
w jezyku teorii grafow
o000 |
Graf odpowiada sieci ulic, a waga kazdej krawedzi
jest dtugoscig odpowiedniej ulicy. Zadanie polega
na znalezieniu takiej trasy zamknietej, ktora
catkowita waga jest minimalna i w ktorej kazda
krawedz wystepuje co najmniej jeden raz.

Jesli graf jest eulerowski, to kazdy cykl jest
zadana trasg zamknieta.



Przyktad

W tym szczegolnym przypadku
mamy do czynienia z grafem,
w ktorym doktadnie 2 wierzchofki
B i E majq stopien nieparzysty.

Mozemy zatem wskazac droge
Eulera od B do E.

Nastepnie wskazujemy najkrotszg
droge od E do B: E-F-A-B.

Szukana droga jest potgczeniem drogi Eulera
z najkrotsza sciezka. Jej dtugosc, to 77.



Przykiad

W tym szczegolnym przypadku
mamy do czynienia z grafem,
w ktorym doktadnie 2 wierzchofki
B i E majq stopien nieparzysty.

Mozemy zatem wskazac droge
Eulera od B do E.

Nastepnie wskazujemy najkrotszg
droge od E do B: E-F-A-B.

Szukana droga jest potgczeniem drogi Eulera
z najkrotsza sciezka. Jej dtugosc, to 77.



Przykiad
S

W tym szczegolnym przypadku
mamy do czynienia z grafem,

w ktorym doktadnie 2 wierzchofki

B i E majq stopien nieparzysty. 3

Mozemy zatem wskazac droge @)
Eulera od B do E. 4

Nastepnie wskazujemy najkrotszg
droge od E do B: E-F-A-B.

Szukana droga jest potgczeniem drogi Eulera
z najkrotsza sciezka. Jej dtugosc, to 77.



Problem
komiwojazera



Problem komiwojazera

_—
N

Komiwojazer ma do odwiedzenia pewng liczbe
miast. Chciatby dotrzec¢ do kazdego z nich i wrocic
do miasta, z ktorego wyruszyt. Dane sg rowniez
odlegtosci miedzy miastami. Jak powinien
zaplanowac trase podrozy, aby w sumie przebyt
mozliwie najkrotsza droge?




Sformutowanie problemu
w jezyku teoril grafow
c ]
Rysujemy graf. Wierzchotki tego grafu
odpowiadajg miastom, krawedzie tgczacym
je drogom, a waga kazdej krawedzi jest
dtugoscig odpowiedniej drogi. Zadanie
polega na znalezieniu cyklu Hamiltona
0 najmniejszej catkowitej wadze w danym
grafie.




Przykiad




Przykiad

9



O przyjaciotach
1 politykach



O przyjaciotach i politykach
—

Przypuscmy, ze w pewnej grupie ludzi
kazda para przyjaciot ma doktadnie
jednego wspolnego przyjaciela.
Wtedy z pewnoscig istnieje osoba
(,polityk™), ktora jest przyjacielem
wszystkich.




Sformutowanie problemu
w jezyku teoril grafow

...
Osoby z rozwazanej grupy utozsamiamy z
wierzchotkami grafu. Dwa wierzchotki
taczymy krawedzig wtedy i tylko wtedy,
kiedy odpowiednie osoby sie przyjaznia.
Zaktadamy, ze przyjazn jest zawsze
obustronna, tzn. jesli u jest przyjacielem v,
to v jest przyjacielem u.




Twierdzenie o przyjazni
S

Przypusémy, ze G jest grafem, w ktorym dowolna para
wierzchotkow ma doktadnie jednego wspdlnego sasiada.
Istnieje wowczas wierzchotek, ktory sasiaduje ze wszystkimi
innymi wierzchotkami.




Kolorowanie
grafow



Kolorowanie wierzchotkow
oo

Jesli G jest grafem bez petli, to mowimy,
Ze

G jest grafem k-kolorowalnym,
jesli kazdemu wierzchotkowi mozemy przypisac
jeden z kolorow w taki sposob, by sgsiednie
wierzchotki maty rézne kolory.
Jesli graf G jest k-kolorowalny, ale nie jest
(k-1) - kolorowalny, to mowimy, ze jest on

k-chromatyczny

lub, ze jego liczba chromatyczna jest rowna k.



Twierdzenie
o

Jesli G jest grafem prostym, w ktorym
najwiekszym stopniem wierzchotka jest k,
to graf G jest (k+1)-kolorowalny.




Zagadnienie czterech barw
-

Twierdzenie (Appel i Haken, 1976)
Kazdy planarny graf prosty jest
4-kolorowalny.




Kolorowanie map
-

Czy uzywajqc jedynie czterech barw mozna
panstwa na dowolnej mapie ptaskiej
pokolorowac w taki sposob, by kazde dwa
panstwa majace wspolny odcinek granicy
(nie zas tylko jeden punkt) roznity sie
kolorem?




Twierdzenie o czterech barwach

Kazda mapa jest cztero-kolorowalna.




Twierdzenie o czterech barwach
oo

Kazda mapa jest cztero-kolorowalna.




Twierdzenie o czterech barwach
oo

Kazda mapa jest cztero-kolorowalna.




Straznicy
wW muzeum



Straznicy w muzeum
—

Problem postawiony przez Victora Klee w 1973 r.

Przypusé¢my, ze dyrektor muzeum chciatby miec
pewnosc, ze wszystkie punkty muzeum znajduijg
sie stale pod obserwacjg jednego ze straznikow.
Straznicy stojgq na ustalonych posterunkach, ale
mogq sie obracac dookota. Ilu straznikow jest
potrzebnych?



Twierdzenie
o galerii sztuki

Do pilnowania dowolhego wielokatnego
muzeum o n scianach wystarczy

'n/3]

straznikow.

| x] - oznacza cze$¢ catkowitg liczby x



Dowod |
(autorstwa Steve’a Fiska) §

o000 |
Najpierw rysujemy n-3 nie przecinajgce sie
przekatne, wybierajac je tak, by dokonac
triangularyzacji wnetrz muzeum.




Dowod
(autorstwa Steve’a Fiska) §

o000 |
Najpierw rysujemy n-3 nie przecinajgce sie
przekatne, wybierajac je tak, by dokonac
triangularyzacji wnetrz muzeum.




Dowod
(autorstwa Steve’a Fiska) §

Powstata figura moze byc traktowana jako
graf, w ktorym wierzchotkami sg narozniki
muzeum, a krawedziami beda Sciany i
narysowane przekatne.




Dowod
(autorstwa Steve’a Fiska)

Ten graf jest trojkolorowalny.
gdy n=3 - oczywiste
gdy n>3 - wybieramy 2 dowolne wierzchotki u i v
potgczone przekatng. Dzieli ona caty graf na 2 mniejsze
tego samego typu. Korzystamy z zasady indukcji

matematycznej i stwierdzamy, ze kazdy z nich jest
3-kolorowalny. ktaczgc oba kolorowania stwierdzamy, ze

caty graf jest 3-kolorowalny.




Dowod |
(autorstwa Steve’a Fiska) §

Mamy n wierzchotkow pomalowanych 3 kolorami,
wiec istnieje kolor, ktorym pomalowano nie wiecej
niz | n/3] wierzchotkdw.

N



Dowod |
(autorstwa Steve’a Fiska) §

Straznikow nalezy ustawic wtasnie w tych
wierzchotkach. Kazdy z trojkatow ma wierzchotek
tego koloru, a zatem kazdego trojkata pilnuje co
najmniej jeden straznik.

i

N\




Problem otwarty
-

Przypusémy, ze kazdy straznik spaceruje
wzdtuz jednej ze Scian muzeum i widzi
wszystko, co mozna zobaczyc¢ z dowolnego
punktu lezgcego gdziekolwiek na tej
scianie. Ilu (najmniej) takich
spacerujgcych straznikow potrzeba, by
zapewnic ochrone muzeum?



Dziekuje za uwage!



