Rekursja 2
-

Materialy pomocnicze do wykladu

wyktadowca: dr Magdalena Kacprzak




Rozwigzywanie rownan
rekurencyjnych



Jednorodne liniowe
rownania rekurencyjne



Twierdzenie
o

Niech k bedzie ustalong liczbg naturalng dodatniq i
niech (*) oznacza zaleznosc rekurencyjng miedzy
wyrazami ciggu {a(n) }:

(*) an+k)=D,,an+k-1)+D, ,a(n+k-2)+...
+D,a(n+1)+D,a(n)

gdzie Dy, ..., D, _; sq ustalonymi liczbami
zespolonymi oraz niech a(0), a(1), ...,a(k-1)
bedq warunkami poczgtkowymi.



Twierdzenie
o

Kazdy ciag {a(n)} spetniajacy dla n > 0 zaleznosc
(*) jest postaci

a(n) = Zm:Wi

gdzie m oznacza liczbe réznych pierwiastkow
wielomianu charakterystycznego

P(X) =x“-D, x*'-D, ,x*?—...—D,x—D,



Twierdzenie
o

Oznaczmy te pierwiastki przez z,, ... z, zas ich

krotnosci przez k,, ... k, odpowiednio. Wtedy W,
ma postac:

W, =(z,)"(C, +Cn+...+C__n"* +C_n”)

gdzie p=k-1, zas Cy, ..., C ;, C, sg ustalonymi
liczcbami zespolonymi.



Przyktad
-

Rozwazmy nastepujgce jednorodne liniowe
rownanie rekurencyjne

a(0)=0, a(l1)=1, a(2) =2,

a(n+3)=a(n +2)+£a(n +1)+%a(n)



Przykiad
S

Wtedy wielomian charakterystyczny tego
rownania ma postac

P(X) = x° —x° AV
4 2



Przykiad
S

Poniewaz

P(X) = (x+%) (X—2)

to pierwiastkami sq
X1=-1/2, Xo=-1/2, X5=2



Przykiad
S

Zatem

a(n) = (C,n+ CZ)(— %jn +C,2"



Przyktad
-

Brakujgce wspotczynniki wyznaczamy z
uktadu trzech rownan liniowych

C,+C,=a(0)
(— %)(Cl +C,)+2C, =a(1)

/\

(— %) (2C,+C,)+4C, =a(2)

dla a(0)=0, a(1)=1, a(2)=2



Przyktad
-

Ostatecznie

C,=4/5, C,=-9/25, C5=9/25
a z tego rozwigzaniem rozwazanego
rownania jest

a(n) = (: n : )(—Ejn +32n

25\ 2 25



Niejednorodne liniowe
rownania rekurencyjne



Redukcja do rownan jednorodnych
-

Rozwazmy nastepujacqg zaleznosc
rekurencyjng

ain+k)=D, ,a(n+k-1)+...+D,a(n+1)+D,a(n) + B
Zauwazmy, ze

an+k+1)=D,_an+k)+...+D,a(n+2)+D,a(n+1)+B



Redukcja do rownan jednorodnych
-

Odejmujac stronami oba rownania
dostajemy

aln+k+1)-a(n+k) =
D, .an+k)+(D,_,-D,)a(n+k-1)+...
+(D,-D,)a(n+2)+(D,-D,)a(n +1) - D,a(n)



Redukcja do rownan jednorodnych
-

Stad

aln+k+1) =
(D, +Dan+k)+(D,_,-D,)an+k-1)+...
+(D,-D,)a(n+2)+(D,-D,)a(n +1) — D,a(n)



Redukcja do rownan jednorodnych
-

Zatem niejednorodne liniowe rownanie
rekurencyjne sprowadzilismy do
jednorodnego rownania rekurencyjnego,
ktorego rozwigzanie opisuje wielomian
charakterystyczny

P(X) = x“* —(D,_, +1)x“ - (D,_, -D,_ )x** +...
- (Dl ) Dz)X2 + (Do ) D1)X -D,



Przyktad
-

Rozwazmy nastepujgce niejednorodne
liniowe rownanie rekurencyjne

a(0)=1, a(l)=1, a(2)= %

a(n+2) = %a(n +1)+%a(n) +1



Przyktad
-

Wowczas
! 1

a(n+2) = Za(n +1) +§a(n) +1

a(n+3):£a(n+2)+%a(n+1)+l
Po odjeciu stronami dostajemy

a(n+3) = G +1ja(n +2)+ (% — %)a(n +1) - % a(n)



Przykiad
S

Wielomian charakterystyczny tego
rownania ma postac

11 , 5 1

P(X) =X° == X*+ =X+~
4 4 2



Przykiad
S

Poniewaz

P(X) = (x + %j(x —1)(Xx —2)

to pierwiastkami sg x=-1/4, x=1, x=2



Przykiad
S

Zatem

1 n
a(n) = Cl(— Zj +C,1"+C,2"



Przyktad
-

Brakujgce wspotczynniki wyznaczamy z
ukfadu trzech réwnan liniowych

C,+C,+C,=a(0)
(— %)Cl +C,+2C,=a(1)

N

2
(— %) C,+C,+4C, =a(2)

dla a(0)=1, a(1)=1, a(2)=13/4



Przyktad
-

Ostatecznie

C,=4/5, C,=-4/5, C5=1
a z tego rozwigzaniem rozwazanego
rownania jest

o -21] 4z




Funkcje tworzgce



Definicja
-

Rozwazmy ciag liczbowy {a(n)}. Wowczas
f(x) => a(n)x"
n=0

nazywamy zwykita funkcja tworzaca
lub krotko funkcja tworzaca.



Uwagi
—

Funkcje tworzace majq zatem postac
szeregow potegowych.
Dla kazdego takiego szeregu istnieje liczba
rzeczywista R>0, zwana
promieniem zbieznosci,
taka ze jesli | x| <R, to jest on absolutnie
zbiezny, a ponadto mozna go rozniczkowac
i catkowac wyraz po wyrazie dowolng liczbe
razy.



Wzor Taylora
-

Zachodzi tez wtedy wzor Taylora

a(n) = f<”>(lo) n=0,1,....




Uwagi
—

Niestety, gdy liczby a(n) sg zbyt duze,

wowczas R=0 i funkcje tworzace stajg sie

bezuzyteczne. Tak jest na przyktad, gdy
a(n)=nl!.

Nietrudno zauwazyc, ze szereg

in!xn
n=0

jest rozbiezny dla kazdego x>0.



Wyktadnicza funkcja tworzaca
S

Aby omingc¢ ten problem, wprowadza sie
wyktadniczg funkcje tworzaca

F(x) = ia(n) %

ktorej promien zbieznosci jest zwykle
dodatni.



Uwagi
—

Na przykifad, jesli a(n) jest liczbg wszystkich
funkcji ze zbioru n-elementowego w siebie,
czyli a(n)=n", to szereg

in”xn

n=1

jest rozbiezny dla kazdego x>0,



Uwagi
—

ale szereg
inn X_n
— Nl

jest zbiezny dla wszystkich x<1/e,
poniewaz n"<nle™



Uwagi
—

Wyktadnicze funkcje tworzace stosuje sie
na ogot w przypadkach, o ktorych wiemy
lub spodziewamy sie, ze a(n) rosnie
szybciej niz wyktadniczo.

Od tej pory bedziemy zaktadac, ze |x|<R.



Przyktad 1
S

Rozwazmy cigaqg: 1,2,4,8,16,...
a(n)=2", n=0,1,....

Wowczas funkcja tworzaca ciggu {2"} dana
jest wzorem: f(x) =>» 2"x" =
n=0
1

D (29" =1+2x+ (2 +(29° +...= ——
n=0 1-2x



Przykiad 2
S

Rozwazmy ciaqg: 1,2,3,4,5,...

a(n)=n+1, n=0,1,....
Wowczas funkcja tworzaca ciggu {n+1%}
dana jest wzorem:

) =3 (N+1)x" =

20 (Z j @j(ll)




Przykiad 3
.

s (0 0
0-(4) neos.

Funkcja tworzgca tego ciggu jest
skonczong suma i ma postac

f(X) = Zk:(:jx” =(1+x)"



Przykiad 3
-

Innymi stowy, dwumian Newtona (1+x)k
jest zwyktg funkcjg tworzacq ciggu

"

okreslajacego liczbe n-wyrazowych
kombinacji zbioru k-elementowego.



Przyktad 4

Z drugiej strony

. o kIox"

1+ =)
= (k—n)! n!

Tak wiec (1+x)k jest jednoczesnie
wyktadniczg funkcjg tworzacq ciggu
okreslajacego liczbe n-wyrazowych wariacji
bez powtorzen ze zbioru k-elementowego.




Przyktad 5
-

Funkcja

i) = > k" % —e™
n=0 -

jest wyktadniczg funkcjg tworzacq dla
iczby n-wyrazowych wariacji z
bowtorzeniami ze zbioru k-elementowego




Zastosowania



Rozwiazywanie rownan
rekurencyjnych

1
2
3.
4

Postac rekurencyjna ciggu
Funkcja tworzgca ciggu
PostacC zwarta funkcji tworzacej

Rozwiniecie funkcji tworzacej w szereg
Taylora

Postac jawna ciagu (wspotczynniki
rozwiniecia funkcji tworzgcej w szereg to
kolejne wyrazy ciggu)



Proste na ptaszczyznie



Proste na ptaszczyznie
-

Na ile spojnych obszarow dzieli
ptaszczyzne n prostych, z ktorych zadne
dwie nie s rownolegte i zadne trzy nie
przecinajg sie w jednym punkcie?



Proste na ptaszczyznie
-

1. Uktadamy zaleznosc rekurencyjng

Oznaczmy szukang liczbe przez a(n).

Mamy a(0)=1 i a(1l)=2. Prowadzac n-tg
prostg przetniemy wszystkie n-1

poprzednie, a to oznacza, ze przetniemy

na dwie czesci n obszarow spojnych,
zwiekszajgc tym samym liczbe obszardéw o n.



Proste na ptaszczyznie
-

Zatem
a(n)=a(n-1)+n dla n>1

2. Okreslamy funkcje tworzaca

Niech f(x) bedzie funkcjg tworzgcg tego
ciggu. Wtedy

f(X) = Za(n)x =a(0)x° +Z(a(n 1) +n)x"



Proste na ptaszczyznie
-

3. Znajdujemy postac zwartq

f(x) =a(0)x" + > (a(n—1)+n)x" =
n=1
1+ > a(n—1)x"+ > nx" =
n=1 n=1
1+ > a()x"™ + x> nx" =
n=0 n=1

1+ xia(n)xn + x(i X")'=



Proste na ptaszczyznie
-

Stad

14+ xF() +X( X" =

1+ xF(X) + x(ﬁ)'z
1

(1-x)’

1+ xF(X) + X




Proste na ptaszczyznie
-

Zatem
1

1-x)

f(X) =1+ xF(X) + X

czyli 1

fO)(1-X) =1+ X (1_ x)2

1 X

=19 Ty




Proste na ptaszczyznie
-

4. Rozwijamy funkcje tworzacq w szereg

f(x) = ix” + xi(n J2r ij”

n=0

F(X) = Zx +Z(”+1j ”



Proste na ptaszczyznie
-

5. Wyznaczamy postac jawng ciggu

Ostatecznie

n+1
a(n) :1+[ , j



Proste na ptaszczyznie
-

Skorzystalismy tutaj z rozwiniecia Taylora

(1+X)" :i(rjx”

n=0 n

gdzie dla dowolnej liczby rzeczywistej r

(r) _I(r=1)..(r—n+1)

n n!



Proste na ptaszczyznie
-

W szczegolnosci

[ j (cqy 34 (042) —(—1)“('”2]
n! 2

stad




Wieza Hanoil



Wieza Hanoi
oo

Niech a(n) bedzie minimalng liczbg ruchow
niezbedng do przeniesienia wiezy
sktadajacej sie z n krazkow.

1. Uktadamy zaleznosc¢ rekurencyjng

a(n)=2a(n-1)+1 oraz a(1)=1



Wieza Hanoi
oo

2. Okreslamy funkcje tworzaca
f(x) = > a(n)x" =
n=1

a(1)x" + i (2a(n —1) +1)x" =

1-X+ iZa(n —1)x" + il- X"
n=2 n=2



Wieza Hanoi
oo

3. Znajdujemy postac zwartg

f(X) =x+2x> a(n-1)x"* + > X" =
n=2 n=2

2x Y a(n)x" + > X" =
n=1 n=1
XF(X) +——

1-X



Wieza Hanoi
oo

Stad
£(X) = 2xF(X) + ——
1—X
F(X)(1-2X) = ——
1—X
X

) = (1—%)(1- 2X)



Wieza Hanoi
oo

4. Rozwijamy funkcje tworzacq w szereg

— X —
(1-%(1-2%)
2X X
(1-2%) (1-%)

f(x)

o0

) (2x)' —ix“ = g(zn —1)x“

n n=1



Wieza Hanoi
oo

5. Wyznaczamy postac jawng ciggu

a(n)=2n-1



Podzbiory bez sasiadow



Podzbiory bez sgsiadow
—

Ile podzbiorow zbioru

In]={1,2,...,n},
wliczajgc zbidr pusty, nie zawiera
sgsiednich liczb?



Podzbiory bez sgsiadow
—

1. Uktadamy zaleznosc¢ rekurencyjng

Oznaczmy szukang liczbe przez a(n) i
podzielmy wszystkie podzbiory tego typu

na dwie klasy: te do ktorych nie nalezy
liczba 1, i te do ktorych 1 nalezy.

Tych pierwszych jest tyle, ile podzbiorow bez
sgsiadow zbioru {2,...,n}, a wiec a(n-1).
Tych drugich jest tyle, ile podzbiorow bez
sgsiadow zbioru {3,...,n}, a wiec a(n-2).



Podzbiory bez sgsiadow
—

Zatem
a(n)=a(n-1)+a(n-2)

przy warunkach poczgtkowych

a(0)=1ia(1)=2



Podzbiory bez sgsiadow
—

2. Okreslamy funkcje tworzaca
Dla a(0)=a(1)=1 funkcja tworzgca
ciggu Fibonacciego przyjmuje postac

f(x) = a(n)x" =
a(0) +a(l)x" + 3 (a(n —1) +a(n — 2)x" =

14+x+ 3 (a(n—1) +a(n - )"



Podzbiory bez sgsiadow
—

3. Znajdujemy postaé zwarta,
f(x) :1+x+i(a(n ~1)+a(n—-2))x" =

1+x+ > a(n—-1)x"+ > a(n —2)x" =
n=2 n=2
1+x+ ) amx™ + > an)x"* =
n=1 n=0

1+ia(”)xn+1 Jria(n)xn+2 =1+ xia(n)x” + Xzia(n)x” _
n=0 n=0 =0 e

1+ xf(X) +x*f(X)



Podzbiory bez sgsiadow
—

Stad

1 1
d, - —— A, ——
9=+ N5 " V5

1-x-x* 1-ax 1-ayX

gdzie
1++5 _1—\@

a, = i a,
2




Podzbiory bez sgsiadow
—

4. Rozwijamy funkcje tworzacq w szereg

- Z[ [1+f]n+l ﬁ[l_f]””jxn

5. Wyznaczamy postac jawng cigqgu

() - [1+f )M [1—@}“1
J5( 2 J5( 2




Twierdzenie o rekursji
uniwersalnej



Twierdzenie o rekursji uniwersalnej
-

Niech a>1, b>1 bedg statymi, :N—>R* {0} pewng
funkcjg i niech T(n) bedzie rownaniem
rekurencyjnym postaci

T(n)=aT(n/b)+f(n),

gdzie n/b tratujemy jako L.n/b albo [ n/b | wtedy



Twierdzenie o rekursji uniwersalnej
-

e jezeli f(n)=0(n'cglbla-¢) dla pewnej statej >0, to
T(n):®(nlog[b]a)
e jezeli f(n)=0O(n'°9lbld) dla pewnej statej >0, to
T(n)=O(nloglbla |gn)
e jezeli f(n)=Q(n'oglbla+s) dla pewnej statej €0, to
T(n)=0(f(n))

pod warunkiem, ze af(n/b)<cf(n) dla pewnej
statej c<1 | wszystkich dostatecznie duzych n.



Przyktad
-

Rozwazmy rownanie

T(n)=3T(n/3)+n3+n.
Wowczas a=3, b=3, f(n)=n3+n.
Zauwazmy, ze f(n) = Q(n*?) dla ¢=2.
Zatem

T(n)=O(f(n))=G(n3+n)
Przyjmujemy, ze c=2/3:

3f(n/3)=n3/9+n < 2/3(n3+n)=2/3f(n).



Zadania



Zadanie 1
N

Wyznaczyc liczbe a(n) ciggdéw binarnych
dtugosci n, w ktérych zadne dwa zera nie
wystepujq obok siebie.



Zadanie 1
G

a(l)=2-ciqgi 1, 0
a(2)=3 - ciggi 01; 10; 11
a(3)=77



Zadanie 1
G

a(l)=2-ciqgi 1, 0
a(2)=3 - ciggi 01; 10; 11
a(3)=5 -cigqgi 011; 101; 111; 010; 110

a(n)=a(n-1)+a(n-2) dla n>2



Zadanie 1
N

Wielomian charakterystyczny tego
rownania ma postac

P(X) =x°-—x-1

Pierwiastkami tego wielomianu sg

:1+\/§ :1—x/§

X1

oraz X,

2 2



Zadanie 1
G

Zatem

/ n n
a(n) = C, 1+\/§] +C2£1—\/§]




Zadanie 1
N

Brakujgce wspotczynniki wyznaczamy z
uktadu dwoch rownan liniowych

C1[1+2\/§] +C2(¥J — a(l)

C{“fj +c:2£—1_2£) —a(2)

dla a(1)=2, a(2)=3



Zadanie 1
N

Ostatecznie
J5+3 J5-3
C, = oraz C,=
2+/5 24/5
a z tego rozwigzaniem rozwazanego
rownania jest

a(n)_L\@JrS 1+/5 n+ J5-3)1-+5)
25 | 2 2J5 | 2




Zadanie 2
N

Wyznaczyc liczbe a(n) ciggdéw ternarnych
(ztozonych z cyfr 0,1,2) dtugosci n,

w ktorych zadne dwie jedynki nie
wystepujq obok siebie.



Zadanie 2
G

a(l1)=3 -ciqgi 2; 1; 0

a(2)=8 - ciqgi 00; 01; 02; 10; 12;
20; 21; 22

a(3)=77



Zadanie 2
G

a(l1)=3 -ciqgi 2; 1; 0
a(2)=8 - ciqgi 00; 01; 02; 10; 12;

20; 21; 22
a(3)=22 - ciaqi
000; 010; 020; 100; 120; 200; 210; 220;
002; 012; 022; 102; 122; 202; 212; 222;
201; 101; 001; 221; 121; 021



Zadanie 2
G

a(n)=2a(n-1)+2a(n-2) dla n>2



Zadanie 2
N

Wielomian charakterystyczny tego
rownania ma postac

P(X) =x°—-2Xx—2

Pierwiastkami tego wielomianu sg

X, —1++/3  oraz X, —1-+/3



Zadanie 2
G

Zatem

a(n) =C,1++3) +C,[1—3)



Zadanie 2
N

Brakujgce wspotczynniki wyznaczamy z
uktadu dwoch rownan liniowych

| c.b+v3f +C,1-v3] =a@
C,0+3f +C,0-3f =a(2)

dla a(1)=3, a(2)=8



Zadanie 2
N

Ostatecznie

C, = 3+243 oraz C,= 3-243

0 0

a z tego rozwigzaniem rozwazanego
rownania jest

a(n) = [3+§\@j(1+ \@)n +[3_§\@j(1—\@)n




Zadanie 3
N

Znalezc postac jawng ciggu
(rozwigzanie zagadnienia wiezy Hanoi)

a(n)=2a(n-1)+1 oraz a(1)=1, a(2)=3



Zadanie 3
N

Wyznaczamy

a(n+1)=2a(n)+1
a(n+2)=2a(n+1)+1

| odejmujemy stronami otrzymujgc
a(n+2)-a(n+1)=2a(n+1)-2a(n)+1-1
czyli

a(n+2) =3a(n+1)-2a(n)



Zadanie 3
N

Wielomian charakterystyczny tego
rownania ma postac

P(X) =X° —3Xx+2

Pierwiastkami tego wielomianu sg

X, =2 oraz X,=1
Zatem

a(n)=C,2"+C,1"=C,2" +C,



Zadanie 3
N

Brakujgce wspotczynniki wyznaczamy z
uktadu dwoch rownan liniowych

C,2'+C, =a(1)
C,2°+C, =a(2)

dla a(1)=1, a(2)=3



Zadanie 3
N

Ostatecznie

C,=1 oaz C,=-1

a z tego rozwigzaniem rozwazanego
rownania jest

a(n)=2"-1



