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Reguta iloczynu



Reguta iloczynu
S

Jesli pewng czynnos¢ wykonuje sie w k-etapach,
przy czym:
- etap 1 mozna wykonac n; sposobami,
- etap 2 - n, sposobami, ...., wreszcie
- k-ty etap - n, sposobami,
to liczba N sposobdw, jakimi mozna wykonac
te czynnosc, wyraza sie wzorem:

N=n1'n2 EERE nk.



Przyktad
-

W jadtodajni sq do wyboru 3 rodzaje zup,
4 rodzaje drugich dan i 2 rodzaje deserow.

Ile roznych 3-daniowych zestawow obiadowych
mozna wybrac w tej jadtodajni?

3:-4-2=24



Zliczanie funkcji



Problem
]

Ile mozna zdefiniowac réznych funkcji
catkowitych, okreslonych w zbiorze X i
0 wartosciach w zbiorze Y?




Twierdzenie
oo

Jezeli [IX] =ni|Y] =m, to

YX| =|Y|XI = mn.



Problem
]

Ile jest ciaqgow 4-elementowych
o elementach ze zbioru {0,1}?

1lubO0 11lub O 1lub O 1lub O

2 2 2 2
2:2-2-2=16



Whniosek
N

Liczba roznych ciggow n elementowych
0 wyrazach ze zbioru m-elementowego
wynosi mn.



Wariacje



Definicja
-

Ciag n-elementowy, ktoérego wyrazy nie
powtarzajq sie, nazywa Sie n wyrazowq

wariacja bez powtorzen.



Twierdzenie
o

Liczba n-wyrazowych wariacji bez
powtdrzen w zbiorze m elementowym
WYNOSI

V! =m-(m-1)-(m-2)- ... .(m-n+1), n<m.

m
|
V" = m!
(m—n)!




Przyktad 1
-

Na ile sposobow mozna wylosowac kolejno
5 kart bez zwracania z talii 52 kart?

52 ol 50 49 48

52-51-50-49 .48



Przyktad 1
-

Na ile sposobow mozna wylosowac kolejno
5 kart bez zwracania z talii 52 kart?

| |
Ve =22 32 4g.49.50.51.52
(52—5)! 47!




Przyktad 2
-

Niech X bedzie 7-literowym alfabetem. Ile
jest stow w >, w ktorych nie ma
powtarzajgcych sie liter?




Przyktad 2
-

Niech X bedzie 7-literowym alfabetem. Ile
jest stow w >, w ktorych nie ma
powtarzajgcych sie liter?

| |
vie_ [ 34567
(7-5)! 2




Definicja
-

Ciqg n-elementowy, ktorego wyrazy mogqg
sie powtarzac¢, nazywa sie n wyrazowq

wariacja z powtorzeniami.



Twierdzenie
o

Liczba n-wyrazowych wariacji z
powtdrzeniami w zbiorze m elementowym
WYNOSI

—n ,
Vm:m



Przyktad 1
S

Ile liczb 5-cyfrowych mozna utworzyc
z cyfr1, 2, 8?

3 3 3 3 3

3-3-3-3-3=3>=243



Przyktad 1
S

Ile liczb 5-cyfrowych mozna utworzyc
z cyfr1, 2, 8?

Vs =3



Przyktad 2
-

Do 3 szuflad wrzucamy 9 kul. Na ile
sposobow mozna rozmiescic¢ te kule?
(Kule i szuflady sg rozroznialne.)

00000000

3.3-3-3:3-3:3:3:3= 3"



Przyktad 2
-

Do 3 szuflad wrzucamy 9 kul. Na ile
sposobow mozna rozmiescic¢ te kule?
(Kule i szuflady sg rozroznialne.)

Vs =3°



Rozmieszczenia
uporzadkowane



Intuicje

Dany jest zbior n obiektow i m pudetek,

w ktorych bedziemy je rozmieszczali.

Przy czym pozycja, na ktorej znajduje sie obiekt
w pudetku jest dla nas istotna. O takich
rozmieszczeniach mowimy, ze sq

uporzadkowane.



Przyktad
-

Ile jest roznych mozliwych rozmieszczen
uporzadkowanych 3 obiektow w 2
pudetkach?



Rozmieszczenia 3 obiektow
w 2 pudetkach
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Rozmieszczenia 3 obiektow
w 2 pudetkach (c.d.)

a cb cab bac
ach cha bca
bac abc cab

bca ach cha




Problem
]

Ile jest roznych mozliwych rozmieszczen
uporzadkowanych n obiektéw w m
pudetkach?



Rozwiagzanie
— -

Zauwazmy, ze pierwszy element mozemy
umiescic na m sposobow w dowolnym pudetku.

Drugi element mozemy umiescic

o
™Y O

bo w jednym z pustych pudetek (czyli na m-1)
Dosobow

bo w pudetku, w ktorym juz jest jeden
ement, przed lub po nim.




Rozwiagzanie
— -

Ogolnie, jesli juz umiescilismy (i-1) obiektow,

a w pudetkach znajduje sie odpowiednio

iy,i5...,1 elementow (tzn. i;+i,+ ... + i, = i-1),

to i-ty element mozemy wiozyc
- do pierwszego pudetka na (i;+1) sposobow :
przed pierwszym elementem, przed drugim,
albo przed trzecim... albo przed i;-szym, albo
na koncu,
- do drugiego pudetka na (i, +1) sposobdw, itd.
- do m-tego pudetka na (i ,+1) sposobow.



Rozwiagzanie
— -

Razem i-ty element mozna umiescic
w pudetkach na

(i, +1)+(io+1)+...+(i_+1)

sposobow, czyli (m + i - 1) sposobow.



Twierdzenie
o

Liczba rozmieszczen uporzgdkowanych
n elementow w m pudetkach wynosi

m-(m+1)-(m+2)- ... (m+n-1).



Przyktad
-

W banku sg 3 okienka. Na ile sposobow 23
klientow moze sie ustawiC w kolejkach przed
okienkami?

3-(3+1)(3+2)- ... (3+23-1)



Permutacje



Definicja
-

Permutacja
n-elementowego zbioru X nazywamy
dowolny cigg n-elementowy o réznych
wyrazach nalezgcych do zbioru X. Inaczej
mowigc, permutacja, to funkcja
roznowartosciowa ze zbioru {1,...,n}

w zbior X.



Twierdzenie
o

Liczba permutacji w dowolnym zbiorze
n-elementowym wynosi:

dla dowolnej liczby naturalnej n.



Przyktad 1
-

Do biegu przystgpito 6 zawodnikow o
numerach 1,2,3,4,5,6. Za wynik biegu
uwazamy kolejnosc¢ przybycia zawodnikow
na mete.

Ile moze by¢ wynikdw biegu?

6!



Przyktad 1
-

Do biegu przystapito 6 zawodnikéw o
numerach 1,2,3,4,5,6. Za wynik biegu
uwazamy kolejnosc¢ przybycia zawodnikow
na mete.

Ile moze byc wynikow biegu przy
zatozeniu, ze pierwsze miejsce zajmie
zawodnik z numerem 37

ol



Przyktad 2
-

Na ile sposobow mozna zakwaterowac 4
osoby w 4 jednoosobowych pokojach?

41

A w 5 pokojach?

5.4



Definicja
-

Niech X bedzie zbiorem k roznych elementow,
X={Xy,...,X . Permutacjq n-elementowaq z
powtorzeniami, w ktorej

- element x,; powtarza sie n, razy,

- element x, powtarza sie n, razy,

- Ny+...+n.=n,

nazywamy kazdy n-wyrazowy cigqg, w ktorym

poszczegolne elementy zbioru X powtarzajg sie

wskazang liczbe razy.



Twierdzenie
o

Liczba wszystkich n-elementowych
permutacji z powtorzeniami jest dana
rOwnosciq:




Przyktad
-

Niech *={a,b,c,d?}. Ile jest stow o dtugosci
8 ztozonych z 2 liter a, 2 liter b, 3 liter c
| jednej litery d?

8!
21213111

2231
P, =



Podziaty uporzgdkowane



Definicja
-

Podziatem uporzadkowanym zbioru S
nazywamy cigag (A4,...,A,), ktorego
elementy A4,...,A . tworzg podziat zbioru S.
Nie zaktadamy, ze elementy zbiorow A. sq
ustawione w jakiejs kolejnosci, istotna jest
natomiast kolejnos¢ w jakiej wystepuijg
same zbiory A..



Przyktad
-

Niech S={1,2,3,4}.

Podziaty {3,4},{1,2} i {1,2},{3,4}
sq rozne.

Podziaty {1,2,3},{4} i {1,3,2},{4}
sq nierozroznialne.



Twierdzenie
o

Jesli dany zbidér ma n elementow i jesli
n,+n,+...+n.=n to istnieje
n!
nt..n./!
podziatéw uporzadkowanych (A,,...,A,)
tego zbioru takich, ze |A;|=n, dla i=1,...,k

Ch.C" ...C™

n-n, n-n;-..-N, 4




Przyktad
-

Na ile sposobow mozna podzielic
dziewietnascioro studentow na 5 zespotow,
w tym 2 zespoty po piecioro i 3 zespoty

po troje osob tak, ze kazdy zespot studiuje
inny sposrod 5 danych tematow?

191
515131313




Przyktad
-

Na ile sposobow mozna podzielic
dziewietnascioro studentow na 5 zespotow,
w tym 2 zespoty po piecioro i 3 zespoty

po troje osob tak, ze kazdy zespot studiuje
inny sposrod 5 danych tematow?

Cio-Cis-Cq-Cs - C



Kombinacje



Symbol Newtona
-

Symbol Newtona [Ej definiujemy nastepujgco:

ot (e e



Definicja
-

k-elementowe podzbiory zbioru
n-elementowego nazywamy
k-elementowymi

kombinacjami bez powtorzen.



Twierdzenie
o

Liczba k-elementowych kombinacji bez
powtdrzen w dowolnym zbiorze
n-elementowym wynosi

CE:(Ej:(njﬁ)k!




Przyktad 1
-

Rozwazmy graf bez petli, ktéry jest petny
(kazda para wierzchotkdw potaczona jest 1
krawedzig). Jesli graf ma n (n>2)
wierzchotkow, to ile ma krawedzi?

C2

N



Przyktad 2
-

Ile jest wszystkich ciggdw difugosci n
ztozonych z zer i jedynek, w ktorych
wystepuje doktadnie r jedynek?

Cr

n



Wilasnosci symbolu Newtona




Dowod wiashosci 2
oo

P = 2" - liczba wszystkich podzbiorow
zbioru n-elementowego

(tzn. liczba zbiorow 0-elementowych +
liczba zbiorow 1-elementowych +...+
liczba zbiorow n-elementowych). Zatem

(o 2



Definicja

Rozwazmy elementy n roznych rodzajow.
Elementy tego samego rodzaju traktujemy jako
identyczne. Kazdy zbior sktadajacy sie z k
elementow, gdy kazdy element nalezy do
jednego z tych n rodzajow, nazywamy
k-elementowg

kombinacja z powtorzeniami

Z n rodzajow elementow.



Twierdzenie
o

_iczba k-elementowych kombinacji z
bowtdrzeniami z elementow n rodzajow
jest rowna liczbie k-elementowych
xombinacji bez powtorzen z (n+k-1)

elementow
—K (n+k—1j
Cn —
Kk




Przyktad
-

Na ile sposobow mozna utworzyc¢
6-kwiatowg wigzanke majac
nieograniczony zapas roz biatych,
czerwonych i rozowych?

—6 (34—6—1}
Cs =
6



Zasada rozmieszczania
przedmiotow w pudetkach
]

Jest n+k-1
n-1
sposobOow rozmieszczania k identycznych

przedmiotow w n rozroznialnych
pudetkach.



Przyktad 1
S

Ile jest cigqgow, ktore majq 2 jedynki
| 5 zer?

OO‘ O ‘OO 0010100

ERUE



Przyktad 2
-

Na ile sposobow mozna rozmiescic 10
identycznych czerwonych kulek w 5
rozroznialnych torbach?

5+10-1) (14
=| " " |=1001



Trojkat Pascala



Trojkat Pascala
-

Wartosci symboli Newtona mozemy ustawic
w nastepujacqg tabele majacq ksztatt trojkata,
zwang trojkatem Pascala




Trojkat Pascala
-

Poniewaz N N
( jzl oraz ( ]:1 Yne N
0 n

Wiec wszystkie wyrazy skrajne w trojkacie Pascala

sg rowne 1. Ponadto
n . n\ n+1
(k) [k+1]_(k+1j

Kazdy z pozostatych wyrazow jest sumg najblizszych dwoch
wyrazow znajdujacych sie nad nim. Dzieki temu trojkat
Pascala tatwo odtworzy¢ z pamieci.



Trojkat Pascala
-

121
1331
14641
15101051



Trojkat Pascala
-

Kazdq naturalng potege dwumianu (a+b) mozna
wyrazi¢ w postaci wzoru dwumianowego Newtona

(a+b)" =[gja” +®a“b+@a“b2 +...+®b”



Trojkat Pascala
-

Rozwiniecie potegi (a+b)" zapisujemy

@b =3 e

k=0

Przyktad:
(X+Yy)*=x*+4x3y+6x2y2+4xy3+y*
(X+1)4=x*+4x3+6x2+4x+1



