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Funkcje zdaniowe



Definicja
S

Niech X bedzie niepustym zbiorem.

Funkcja zdaniowa (predykatem)
jednej zmiennej x, ktorej zakresem zmiennosci
jest przestrzen X, nazywamy wyrazenie a(x),
w ktorym wystepuje zmienna x i ktore staje sie
zdaniem prawdziwym lub fatszywym, gdy

W miejsce zmiennej x wstawimy dowolny obiekt
ze zbioru X.

np.: a(x)=(x2-1>0), X =7



Przykiady
c ]

o(X)=(xX ma cztery katy),

a(x)=(det(x)>0),

a(X)=(Xn{1,2}=49),

a(x)=(|x]>2)



Funkcja zdaniowa
S

Przestrzen X moze sama byc¢ produktem
kartezjanskim zbiorow X x...xX_.
Wtedy zmienna x przyjmuje jako wartosci
elementy tego produktu. Mowimy wowczas,
ze mamy do czynienia z funkcjg zdaniowg
n-argumentowq. Zwykle, dla uproszczenia zapisu,
bedziemy pisali a(x), rozumiejac, ze x moze byc
jedng zmienng lub wektorem zmiennych.

np.: a(Xy,X5,X3) = (X;+X5 =-3X5-1>0)

X=RxRxR



Przykiady
c ]

a(X,Y)=(det(X)=det(Y)),
a(X,Y,Z2)=(XnY=2),

a(XIYIZIt) — (X'y=Z+t)



Formuty rachunku
predykatow
o000 |

Funkcje zdaniowe (predykaty) mozna
lgczycC spojnikami logicznymi. Powstajg w ten
sposob nowe, ztozone funkcje zdaniowe.
Bedziemy o nich mowili:

predykaty ztozone lub

formuty rachunku predykatow.

Zatem, jesli a(x) i B(x) sq dowolnymi
predykatami, to
(a(X) A B(X)), (a(x) v B(X)), (a(X) = B(X)), = B(X)
sg predykatami ztozonymi.

np.: (x-1=0) - (x>0)



Przykiady
c ]

(det(X)=2) » (det(Y)<0) — (X=Y),
(XAY=2Z) v (XuY=2),

(Xx-y>0) —» (z+t=0)



Spetnianie funkcji
zdaniowych



Definicja
S

Jesli po wstawieniu elementu a w miejsce
zmiennej x w predykacie a(x) okreslonym
w pewnym zbiorze X otrzymujemy zdanie
prawdziwe, to mowimy, ze
element a spetnia

funkcje zdaniowa a(x)
lub, ze funkcja zdaniowa a(Xx) jest
spetniona przez element a w zbiorze X.



Przykiady
c ]

Element a=10 spetnia predykat (x-2>0)

Zbior {1,4%} spetnia predykat Xn{1,2}={1}



Jakie elementy spetniaja
ponizsze predykaty?
c ]

(X2_y2 > O)l
(FoF="),

(AcB).



Oznaczenia
7

Czasami bedziemy uzywali oznaczenia
o(a/x)

dla zaznaczenia, ze mamy do czynienia

ze zdaniem, ktore powstato przez

wstawienie konkretnej wartosci a

na miejsce zmiennej Xx.



Oznaczenia
7

Ogot tych wartosci, dla ktorych funkcja
zdaniowa a(Xx) jest spetniona oznaczamy
przez

{xeX : a(x)}

Doktadniej nalezatoby napisac
{aeX:a(a/x) jest zdaniem prawdziwym }.



Wykres funkcji zdaniowe})
S

Zbior {xeX:a(x)} nazywamy

wykresem funkcji zdaniowe]j.



Wyznacz wykres funkcji
zdaniowe})

(x2>2),
(xy<0),
(x2+1=0),

(x3<0).



Lemat
/7

Dla dowolnych funkcji zdaniowych a(x) i B(x)
okreslonych w zbiorze X zachodzg nastepujgce
rOwnosci:

o {XeX: a(x)u{xeX: B(X)}={xeX : (a(X)Vv B(X))}
o {XeX: a(X)}I{xeX: B(X)}={xeX:(a(x) A B(x))}

o - {XeX:alX)}={xeX: = a(x)}.



Kwantyfikatory



Kwantyfikator ogolny
o000 |

ZWroty:
"dla kazdego x, a(x)",
"dla wszystkich x, a(x)",
"dla dowolnego x, a(x)"
nazywamy
kwantyfikatorami ogolnymi
lub

uniwersalnymi.



Kwantyfikator ogolny

Oznaczajgq one zdanie prawdziwe, jezeli niezaleznie od tego
jaka konkretna wartos¢ a zostanie wstawiona na miejsce
zmiennej w predykacie a(x), otrzymane zdanie a(a/x)
bedzie prawdziwe, tzn. wszystkie mozliwe wartosci zmiennej
X spetniajgq funkcje zdaniowg a(x)

VX (ou(X))



Kwantyfikator szczegotowy
...

ZWrot

"istnieje takie x, ze"
(czasami uzywany w formie "dla pewnego x")
nazywa sie

kwantyfikatorem szczegotowym
lub

egzystencjalnym.



Kwantyfikator szczegotowy
...

Funkcja zdaniowa a(Xx) poprzedzona tym
kwantyfikatorem tworzy zdanie prawdziwe,

jesli istnieje pewien obiekt a, ktory wstawiony

W miejsce zmiennej w predykacie o(x) spowoduje,
ze otrzymamy zdanie prawdziwe a(a/x).

X (au(x))



Ktore zdania sq prawdziwe?
S

vT,g ((fjest 1-1) A (g jest 1-1) — (f °g jest 1-1)) TAK

(vf) (VA,B) (F}{(A U B)=FY(A)UFLY(B)) TAK

(vf) (VA) FHf(A)=A  NIE



Ktore zdania sq prawdziwe?
S

(IreRelacje) (r jest symetryczna i przechodnia) — TAK

(3x) (x jest liczbg pierwszg 1 parzystg) TAK

(AX)(x*<0)  NIE



Zmienna wolna i
Zzmienna zwigzana



Definicja
S

Zmienng X wystepujgcg w funkcjach zdaniowych
(VX)a(x) lub (Ix)o(X)
nazywamy
zmienng zwigzang
(doktadniej zmienng zwigzang przez kwantyfikator
uniwersalny, w pierwszym przypadku, i zmienng
ZWigzang przez kwantyfikator egzystencjalny, w
drugim przypadku).



Zakres kwantyfikatora
c ]

Funkcja zdaniowa a(x) wystepujgca bezposrednio
po symbolu kwantyfikatora jest

zakresem tego kwantyfikatora,
tzn. ten kwantyfikator dotyczy wszystkich
wystgpien zmiennej x w funkcji zdaniowej a.



Definicja
S

Jesli jakas zmienna nie jest zwigzana przez zaden
kwantyfikator, to mowimy, ze jest to

zmienna wolna.



Uwaga
—

Jesli w funkcji zdaniowej a(x) wystepuje
tylko jedna zmienna wolna x, to wyrazenia
(3x)a(x), (VX)a(x)

Sq
zdaniami.



Przykiady
c ]

(IX)(X+y=2) A (VZ)(zX=Y)

(Ix)((x+y=2) A (VZ)(zx=Y))

(Ix)((x+y=2) A (VZ)(Vy)(zx=Y))



Spetnianie funkcji
zdaniowych

z kwantyfikatorami



Definicja
S

Zdanie
VX (a(x))
jest
prawdziwe
w X (tzn. wartoscig tego zdania jest 1)
wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy element

zbioru X spetnia funkcje zdaniowg a(x),
tzn. gdy

{xeX: a(x)}= X.



Definicja
S

Zdanie
Ix (a(x))
jest
prawdziwe
w X (tzn. ma wartosc¢ 1) wtedy i tylko
wtedy, gdy chociaz jeden element spetnia
funkcje zdaniowa o(x), tzn. jesli
{xeX: a(X)} = .



Wniosek
«

Dla dowolnego predykatu o(x) okreslonego w
zbiorze X,

- VX(a(x)) jest zdaniem fatszywym w X
(tzn. ma wartosc 0) wttw {xeX: a(x)} = X,

- IX(a(x)) jest zdaniem fatszywym w X
(tzn. ma wartosc 0) wttw {xeX: a(x)} = O.



W jakich strukturach
prawdziwe sq te zdania?

(IX)(x<0),

(Vy)(y>-1),

(Ix)(VY)(X<y),

(Vy)(3x)(x<y).



Definicja
S

Niech
(X, Xy, Xy veey X))

bedzie funkcjg zdaniowg o zmiennych wolnych
X, Xy, X5,..., X, ktorych wartosci nalezg
odpowiednio do zbioréw X, X,, X,,..., X_.



Definicja
S

Powiemy, ze ciag (a;,a5,..., a,) € X; x X, x ... x X
spetnia funkcje zdaniowaq
AX (a(X, X4,X5,-:X_))
wttw istnieje takie aeX, ze
a(a/X, ay/X{,85/X5,.0., A/X)
jest zdaniem prawdziwym.

n



Definicja
S

Element (a,,a,,...,a,)eX; x X, x ... x X_
spetnia funkcje zdaniowaq
VX(a(X, Xy, X5,aX))
wttw dla dowolnego aeX,
a(a/x, a,/Xy, ay/%Xy, oy @ /X)
jest zdaniem prawdziwym.



Kwantyfikatory a
spojniki logiczne



Jesli A jest skonczonym zbiorem o elementach
a,,a,,..., a,, a, a(x) jest funkcjg zdaniowg
okreslong w zbiorze A, to prawdziwa jest
nastepujgca rownowaznosc:

(3Ix) a(x) & (a(ay;/x) va(a,/x) v... va(a, /X))



Analogicznie rozwazmy kwantyfikator ogolny.
Jesli A = {a,, a,, ... a,}, a a(x) jest funkcja
zdaniowg okreslong w zbiorze A, to prawdziwa
jest nastepujgca rownowaznosc:

(VX) a(X) <
(a(a,/x) ra(a,/x) A ... Aa(a,/Xx))



Kwantyfikatory a
dziatania uogolnione



Lemat
N

Niech a(X,y) bedzie dowolng funkcjg zdaniowq
okreslong w przestrzeni X x Y. Wtedy

o {xeX:@y)alx,y)}= U, y{xeX:alxy)

o {xeX:(vy)a(xy)} =TIl {xeX:alxy)}



Kwantyfikatory o
zakresie ograniczonym



e Kwantyfikator ogolny o zakresie ograniczonym
przez funkcje zdaniowg B(Xx) zapisujemy w
postaci

(VB(x))

e Analogicznie, kwantyfikator szczegdétowy o
zakresie ograniczonym przez funkcje zdaniowg
B(x) zapisujemy w postaci

(3B(x))



Lemat
N

Dla dowolnych funkcji zdaniowych o i f3
zachodzg nastepujgce rownowaznosci

o (VB(X)) alx) <> (¥X) (B(X) = a(X))
o (3B(x)) a(x) <> (3x) (B(X) A a(X))



Przyktad
c ]

(Ix)(x<0),
(3xeR)(x<0),

(IX)(xeR —x<0).



Formalne
przedstawienie
rachunku predykatow



Oznaczenia
7

Niech

V, - zbiér zmiennych zdaniowych,

V - zbior zmiennych indywiduowych,
P - zbior nazw relacji,

® - zbidor nazw funkcji.



Term
o

Zbior termow jest to najmniejszy zbior
zawierajacy V i taki, ze jesli f jest nazwg
funkcji n argumentowej, a t,, ..., t,
termami, to

f(ty, ... t,)
jest

termem.



Zbior formut
« 1

Zbior formut jest to najmniejszy zbior wyrazen

zawierajacych zbiér zmiennych zdaniowych Vi

taki, ze:

e jesli r jest nazwag relacji n argumentowej, a
t,,..., t, sq termami, to r(t,,...,t ) jest formutq,

e jesli a i B sq formutami, to —a , (o v B), (o A B),
(oo — B), (o <> B), sq formutami,

e jesli a(x) jest formutg ze zmienng wolng X, to
(IX)a(X) i (VX)a(x) sq formutami.



Struktura algebraiczna i
wartosciowanie

Ustalong interpretacje symboli funkcyjnych i
relacyjnych, bedziemy nazywali
strukturg algebraiczna,
a ustalone wartosci dla zmiennych
wartosciowaniem.



Niech STR bedzie pewng ustalong strukturg

algebraiczng. Oznaczmy przez to (V) wartosc

termu t przy interpretacji w strukturze STR i

wartosciowaniu v. Przyjmujemy nastepujaca

rekurencyjng definicje:

o torp(v) = v(x), jesli term t jest po prostu
zmienng indywiduowg X, oraz

o to (V) = forr(ty(V),..., t.(Vv)), gdy t jest termem
ztozonym, postaci f(tl, L), a  fep
n-argumentowg operacja w STR bedacq
interpretacjq symbolu funkcyjnego f.



Pojecie spetniania

Pojecie spetniania definiujemy rekurencyjnie ze
wzgledu na postac formuty nastepujaco:

e STR,v|=p wttw v(p)=1, gdy p jest zmienng
zdaniowg,

e STR,v|=r(ty,...,t,) Wttw rcz(ticrr(V),..., t cr(V))
jest zdaniem prawdziwym



Pojecie spetniania
o000 |

e STR,v|== a(Xx) wttw nie zachodzi STR, v |= a(X)
e STR,v|=(a(x)vB(x)) wttw STR,v|=a(X) lub STR, v|=p(x)
e STR,v|=(a(X)AB(X)) wttw STR,v|= a(x) i STR, v|= B(Xx)

e STR,v|=(a(x)—>p(x)) wttw STR,v|=—a(x) lub STR,v|= B(X)



Pojecie spetniania
o000 |

e STR,v|=(¥VX)a(x) wttw STR,v(a/x)|=a(x) dla
wszystkich aeSTR

e STR,v|=(Ix)a(x) wttw STR,v(a/x)|=a(x) dla
pewnego acSTR.



Prawdziwosc¢ formut
]

Powiemy, ze formuta a jest
prawdziwa
w strukturze STR wtedy i tylko wtedy, gdy jest
ona spetniona przez kazde wartosciowanie w tej
strukturze, tzn. gdy dla kazdego v,
STR,v|=a(X).

Fakt ten zapisujemy krotko STR|= a.



Tautologie
rachunku predykatow



Definicja
S

Formute o rachunku predykatow nazywamy
tautologia
(lub prawem rachunku funkcyjnego),
jezeli jej wartoscig jest prawda, niezaleznie od
wartosci zmiennych oraz interpretacji symboli
relacyjnych i funkcyjnych w niej wystepujacych,
tzn. dla kazdej struktury STR i dla kazdego

wartosciowania v zmiennych w tej strukturze
mamy STR, v |= a.



Lemat
]

Jesli a jest tautologig rachunku zdan,

to podstawiajgc za zmienne zdaniowe wystepujgce
w a dowolne formuty rachunku funkcyjnego
otrzymujemy tautologie rachunku predykatow.



Lemat
N

Dla dowolnych formut a(Xx) i B(x) nastepujace
formuty sg tautologiami rachunku predykatow:

(VX) a(X) = (IX) a(X)

(=(VX)a(x)) < ((Ix)—a(x)) — prawo de Morgana
(=(IX)a(x))<((¥VX)—oa(Xx)) — prawo de Morgana
(vXx) ((a(x) A B(X)) <> ((¥X)a(X) A (VX)B(X))
(3x)(a(x) v B(X)) <> ((IX)a(x) v (IX)B(X))

g A W N =



Dowod formuty 1
S

Dla przyktadu podamy dowdd dla formuty
(VX)a(X)—(IX)a(X).
Gdyby ta implikacja byta fatszywa przy pewnej
interpretacji formuty a(x) w pewnej strukturze
STR o niepustym uniwersum X, wtedy bytoby
{XxeX: a(X)} = X oraz {xeX: a(X)} = &.
Czyli X= &, sprzecznosc.



Dowod formuty 2
S

Niech STR bedzie ustalong strukturg oraz v
niech bedzie pewnym wartosciowaniem.
Jesli

STR, v|[= =(V¥VX)a(Xx)
wtedy wartosciowanie v nie spetnia formuty
(VX)a(x). Oznacza to, ze nie dla wszystkich
a wstawionych w miejsce x
w wartosciowaniu v spetniona jest
formuta a(x).



Dowod formuty 2
S

Oznaczmy takg wartosc dla x przez b.
Mamy
STR, v(b/x) |= —a(X).
Zatem, zgodnie z definicjg semantyki dla
kwantyfikatora egzystencjalnego mamy
STR,v |= ((IX) —a(X)).



Reguty wnioskowania



Reguly dowodzenia
S

Reguty dowodzenia (inaczej reguty wnioskowania) sg
przeksztatceniami postaci

ktore pewnemu skonczonemu zbiorowi formut a,...,a.,
przyporzadkowujg formute B, w taki sposdb, ze dla dowolnej
struktury danych STR takiej, ze

STR |= a;A... A a,, mamy STR |= B.

Formuty a4, ...,0,, SQ nazywane przestankami reguty,
a formuta B jest nazywana wnioskiem.



Lemat
]

Dla dowolnej formuty a(x) i dowolnej formuty B,
w ktorej zmienna x nie wystepuje,

(3x)(a(x)) = B

jest poprawng regutg dowodzenia.



Dowod
« 1

Przypuscémy, ze
(1) STR|= (a(X) > B ) oraz
(2) nie zachodzi STR|= ((IX) a(x) — B).

Wtedy z (2) dla pewnego wartosciowania v mamy
STR,v|=(3x)a(x) i STR,v|==.
Stad na mocy definicji semantyki kwantyfikatorow,
dla pewnego acSTR,
STR,v(a/x)|=a(x), STR,v(a/x)|=-

(poniewaz wartos¢ zmiennej x nie ma wptywu na wartosc
formuty B).



Dowod
« 1

W konsekwencji
STR,v(a/Xx)|= —(a(x) — B).

Otrzymujemy sprzecznosc z (1).

Wykazalismy tym samym, ze z prawdziwosci
formuty postaci (a(x)—B) wynika prawdziwosc
formuty ((Ix)a(x) — B).



Lemat
/7

Dla dowolnej formuty a(Xx),

(Vx)(a(x))

jest poprawng regutg dowodzenia

(reguta uogolniania).



