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Plan wykªadu:
• podstawy metody �zachªannej�,
• problem plecakowy:� w wersji ci¡gªej,� w wersji dyskretnej,
• algorytm Dijkstry,
• algorytm Kruskala,

• algorytm budowy drzewa kodu Hu�mana,
• podej±cie �zachªanne� a algorytmy genetyczne.
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Podstawy metody �zachªannej�W ka»dy kroku dziaªania algorytmu, w którym trzeba dokona¢wyboru, wybieramy zawsze rozwi¡zanie lokalnie optymalne, tj. takie,które w danej chwili dziaªania algorytmu jest najlepsze wzgl¦dem pewnejmiary. Przy �odrobinie szcz¦±cia�, takie post¦powanie prowadzi dorozwi¡zania globalnie optymalnego.

21 grudnia 2008 Slajd 4 Paweª Rembelski



Algorytmy i struktury danych � materiaªy wykªadowe Studia zaoczne PJWSTK
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Problem plecakowy � w wersji ci¡gªejSzkic. W skarbcu pewnego banku znajduje si¦ n skrzy« s1, s2, . . . , sn, z których ka»da zawieraodpowiednio k1, k2, . . . , kn kilogramów rozdrobnionego kruszcu o warto±ci rynkowej

c1, c2, . . . , cn zªotych za kilogram. Zªodziej, który przedostaª si¦ do skarbca, zamierza wynie±¢ wplecaku ªadunek o jak najwi¦kszej warto±ci, jednak bezpieczna ucieczka wymaga od niego du»ejsprawno±ci, co ogranicza ilo±¢ przenoszonego ªadunku do m kilogramów. Jak powinienzapakowa¢ swój plecak?Przykªad.
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Problem plecakowy � w wersji dyskretnejSzkic. W skarbcu pewnego banku znajduje si¦ n przedmiotów p1, p2, . . . , pn, z których ka»dywa»y odpowiednio k1, k2, . . . , kn kilogramów, i których warto±¢ rynkowa wynosi c1, c2, . . . , cnzªotych za kilogram. Zªodziej, który przedostaª si¦ do skarbca, zamierza wynie±¢ w plecakuªadunek o jak najwi¦kszej warto±ci, jednak bezpieczna ucieczka wymaga od niego du»ejsprawno±ci, co ogranicza ilo±¢ przenoszonego ªadunku do m kilogramów. Jak powinienzapakowa¢ swój plecak?Przykªad.
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Algorytm DijkstryDe�nicja. Drzewem rozpinaj¡cym ST (G) grafu nieskierowanego G = (V, E) nazywamypodgraf-drzewo G′ = (V, E′) grafu G taki, »e dowolne dwa wierzchoªki u, v ∈ V s¡ poª¡czonedrog¡ w gra�e G′.Przykªad.
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Algorytm DijkstryDe�nicja. Drzewem rozpinaj¡cym �najkrótszych ±cie»ek� z wyró»nionego wierzchoªka ¹ródªowego

s nazywamy drzewo rozpinaj¡ce ST (G) grafu nieskierowanego z wagami G = (V, E, f), gdzie

f : E → N+ takie, »e dla ka»dego wierzchoªka u ∈ V i u 6= s, suma kraw¦dzi na drodze zwierzchoªka s do wierzchoªka u w drzewie ST (G) jest nie wi¦ksza od sumy kraw¦dzi na dowolnejz dróg ª¡cz¡cych wierzchoªki s i u w gra�e G.Problem. W zadanym gra�e nieskierowanym z wagami G = (V, E, f), gdzie f : E → N
+,wyznaczy¢ drzewo rozpinaj¡ce najkrótszych ±cie»ek z wyró»nionego wierzchoªka ¹ródªowego

s ∈ V .Przykªad.
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Algorytm DijkstryIdea algorytmu Dijkstry. Zbiór wierzchoªków grafu wej±ciowego G = (V, E, f) dzielimy na trzyrozª¡czne podzbiory V1, V2, V3 takie, »e V1 ∪ V2 ∪ V3 = V oraz:

• V1 � zbiór wierzchoªków �zaakceptowanych�, dla których ustalili±my ju» minimaln¡ odlegªo±¢od wierzchoªka ¹ródªowego s, pocz¡tkowo V1 = ∅,

• V2 � zbiór wierzchoªków �analizowanych�, dla których aktualnie ustalamy odlegªo±¢ odwierzchoªka ¹ródªowego s, pocz¡tkowo V2 = {s},
• V3 � zbiór wierzchoªków �nieanalizowanych�, dla których jeszcze nie rozpocz¦li±my procesuustalania odlegªo±ci od wierzchoªka ¹ródªowego s, pocz¡tkowo V3 = V \ {s}.Tworzymy dwie tablice pomocnicze rozmiaru |V | kolejno dist i parent, gdzie:

• d [u] � dªugo±¢ aktualnie najkrótszej ±cie»ki z wierzchoªka ¹ródªowego s do wierzchoªka u,pocz¡tkowo d [s] = 0, w p.p. d [v] = ∞,
• p [u] � poprzednik wierzchoªka u na aktualnie najkrótszej ±cie»ce z wierzchoªka ¹ródªowego

s do wierzchoªka u, pocz¡tkowo p [s] = s, w p.p. p [v] = null.
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Algorytm DijkstryIdea algorytmu Dijkstry (c.d).Dopóki zbiór V2 nie jest pusty:
• wybieram ze zbioru V2 wierzchoªek u najbli»szy wierzchoªkowi ¹ródªowemu s,

• dla ka»dego wierzchoªka v s¡siedniego z wierzchoªkiem u:� je»eli v ∈ V2, sprawdzamy, czy nowa droga z s do v przez u nie jest krótsza oddotychczasowej (ew. aktualizujemy d [v] i p [v]),� je»eli v ∈ V3, wyznaczmy dªugo±¢ drogi z s do v przez u i wykonujemy V3 = V3 \ {v} i

V2 = V2 ∪ {v}, aktualizujemy d [v] i p [v],
• wykonujemy V2 = V2 \ {u} i V1 = V1 ∪ {u}.Drzewo rozpinaj¡ce najkrótszych ±cie»ek z wyró»nionego wierzchoªka ¹ródªowego s ∈ Vodczytujemy z tablic d oraz p.Pytanie. Jaka jest zªo»ono±¢ czasowa algorytmu Dijkstry dla grafu wej±ciowego G = (V, E, f),gdzie |V | = n, je»eli rozwa»ym implementacj¦ zbioru V2 w kolejce priorytetowej zapisanej wkopcu binarnym?21 grudnia 2008 Slajd 12 Paweª Rembelski
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Algorytm DijkstryPrzykªad � pierwszy krok algorytmu.
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Algorytm DijkstryPrzykªad � drugi krok algorytmu.
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Algorytm DijkstryPrzykªad � trzeci krok algorytmu.
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Algorytm DijkstryPrzykªad � ostatni krok algorytmu, rozwi¡zanie.
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Algorytm KruskalaDe�nicja. Minimalnym drzewem rozpinaj¡cym MST (G) grafu nieskierowanego z wagami

G = (V, E, f) nazywamy dowolne drzewo rozpinaj¡ce tego grafu, którego suma kraw¦dziskªadowych jest nie wi¦ksza od sumy kraw¦dzi skªadowych ka»dego drzewa rozpinaj¡cego grafu G.Przykªad.
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Algorytm KruskalaAlgorytm Kruskala. Niech G = (V, E, f) b¦dzie niezorientowanym grafem z wagami, gdzie

|E| = k, |V | = n, oraz:
• pq � kolejka priorytetowa zawieraj¡ca wszystkie kraw¦dzie grafu G zgodnie z porz¡dkiemwag,
• U � pocz¡tkowy podziaª zbioru wierzchoªków grafu, tj. U = {{v1} , {v2} , . . . , {vn}},wtedy MinimumSpanningTree Kruskal(Graph g) {Edge e;MinimumSpanningTree MST;while (not empty(pq)) {e=min(pq);pq=delmin(pq);if (find(U,e.u)!=find(U,e.v)) {U=union(find(U,e.u),find(U,e.v));MST=Dodaj_kraw¦d¹(MST,e); }}}21 grudnia 2008 Slajd 19 Paweª Rembelski
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Algorytm KruskalaPrzykªad � pierwszy krok algorytmu.
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Algorytm KruskalaPrzykªad � drugi krok algorytmu.
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Algorytm KruskalaPrzykªad � trzeci krok algorytmu.
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Algorytm KruskalaPrzykªad � ostatni krok algorytmu, rozwi¡zanie.
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Algorytm KruskalaZªo»ono±¢ rozwi¡zania. Niech G = (V, E, f) b¦dzie niezorientowanym grafem, gdzie |E| = k,

|V | = n, gdzie:
• implementacja kolejki priorytetowej � kopiec typu min realizowany w tablicy,

• implementacja struktury Find-Union � drzewa n-arne z balansowaniem i kompresj¡ ±cie»ek,wtedy:

• koszt utworzenia kolejki priorytetowej � O (k) ,

• koszt k operacji kolejki priorytetowej min � k · O (1) = O (k),

• koszt k operacji kolejki priorytetowej delmin � k · O (lg k) = O (k lg k),

• koszt przemieszanych operacji struktury Find-Union, 2k + 2 (n − 1) operacji find oraz

n − 1 operacji union � O ((2k + 2 (n − 1) + n − 1) lg∗ (n − 1)) = O (k lg∗ k).Ostatecznie O (k) + O (k) + O (k lg k) + O (k lg∗ k) = O (k lg k).
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Algorytm budowy drzewa kodu Hu�mana
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Algorytm budowy drzewa kodu Hu�manaProblem. Niech Σ b¦dzie alfabetem skªadaj¡cym si¦ z n znaków. Dla danego tekstu ∆,zapisanego przy u»yciu k znaków ze zbioru Σ, poda¢ jednoznaczn¡ reprezentacj¦ bitow¡ o jaknajmniejszej dªugo±ci.Rozwi¡zanie � staªa dªugo±¢ sªowa koduj¡cego. Ka»dy znak alfabetu kodujemyró»nowarto±ciowo przy u»yciu dlg ne bitów. Dªugo±¢ reprezentacji bitowej tekstu k · dlg ne.Przykªad. Σ = {a, b, c, d, e}, ∆ = abbabacadeaaa, wtedy jednoznaczny kod binarny staªejdªugo±ci dla znaków alfabetu mo»e mie¢ posta¢ np.:
a = 000,

b = 001,

c = 010,

d = 011,

e = 100.Zatem dªugo±¢ jednoznacznej reprezentacji bitowej tekstu ∆ jest równa 13 · 3 = 39 bitów.
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Algorytm budowy drzewa kodu Hu�manaRozwi¡zanie � zmienna dªugo±¢ sªowa koduj¡cego. Dla ka»dego znaku alfabetu wyznaczamycz¦sto±¢ wyst¦powania w tek±cie ∆. Na tej podstawie dobieramy kod znaków zgodnie z reguª¡mówi¡c¡, »e:
• znakom wyst¦puj¡cym najcz¦±ciej przypisujemy najkrótsze sªowo kodowe,

• znakom wyst¦puj¡cym najrzadziej przypisujemy najdªu»sze sªowo kodowe.Przykªad. Σ = {a, b, c, d, e}, ∆ = abbabacadeaaa, st¡d a − 7, b − 3, c − 1, d − 1, e − 1,jednoznaczny kod binarny zmiennej dªugo±ci dla znaków alfabetu mo»e mie¢ posta¢ np.:

a = 0,

b = 10,

c = 110,

d = 1110,

e = 1111.Zatem dªugo±¢ jednoznacznej reprezentacji bitowej tekstu ∆ jest równa
7 · 1 + 3 · 2 + 1 · 3 + 1 · 4 + 1 · 4 = 24 bity.21 grudnia 2008 Slajd 27 Paweª Rembelski
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Algorytm budowy drzewa kodu Hu�manaDe�nicja. Kod binarny o zmiennej dªugo±ci sªowa koduj¡cego, dla alfabetu Σ = {e1, e2, . . . , en},nazywamy kodem pre�ksowym, gdy kod binarny »adnego ze znaków ei nie jest pre�ksem koduka»dego ze znaków ej , gdzie 1 ≤ i, j ≤ n i i 6= j.Zadanie. Podaj przykªad kodu binarnego o zmiennej dªugo±ci dla alfabetu Σ = {a, b, c, d, e},który:

• jest nie jest kodem pre�ksowym,
• jest kodem pre�ksowym.De�nicja. Pre�ksowy kod binarny dla alfabetu Σ i tekstu kodowanego ∆ nazywamy kodemHu�mana, gdy dªugo±¢ jednoznacznej reprezentacji bitowej tekstu ∆ dla dowolnego innego kodupre�ksowego jest co najmniej równa dªugo±ci jednoznacznej reprezentacji bitowej tekstu ∆ dlatego kodu.Twierdzenie. Kod Hu�mana jest optymalnym (pod wzgl¦dem dªugo±ci jednoznacznejreprezentacji bitowej tekstu) kodem o zmiennej dªugo±ci sªowa kodowego dla ustalonego alfabetu

Σ i tekstu kodowanego ∆.
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Algorytm budowy drzewa kodu Hu�manaDrzewo kodu Hu�mana. Lokalnie peªne drzewo binarne dla ustalonego alfabetu Σ i tekstukodowanego ∆, w którym:
• etykiety wierzchoªków zewn¦trznych reprezentuj¡ cz¦sto±¢ wyst¦powania znaków w tek±cie,

• etykiety wierzchoªków wewn¦trznych odpowiadaj¡ sumie cz¦sto±ci wyst¦powania wszystkichznaków w tek±cie dla poddrzewa danego wierzchoªka,
• dla ka»dego wierzchoªka wewn¦trznego etykieta jego lewego i prawego nast¦pnika jestodpowiednio nie wi¦ksza i nie mniejsza od etykiety tego wierzchoªka,

• kraw¦dzie lewostronne i prawostronne drzewa etykietowane s¡ odpowiednio 0 oraz 1.
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Algorytm budowy drzewa kodu Hu�manaPrzykªad. Drzewo kodu Hu�mana dla tekstu ∆ zawieraj¡cego 15 znaków a oraz po 5 znaków b,

c, d i e.
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Algorytm budowy drzewa kodu Hu�manaAlgorytm. Niech pq b¦dzie kolejk¡ priorytetow¡ drzew kodu Hu�mana. Pocz¡tkowo kolejkazawiera las jednowierzchoªkowych drzew reprezentuj¡cych znaki z alfabetu Σ i ich cz¦sto±¢wyst¦powania w ustalonym tek±cie ∆, wtedy:HTreeNode HuffmanTree(PriorityQueue pq) {HTreeNode x,y;x=min(pq); pq=delmin(pq);while (not empty(pq)) {y=min(pq); pq=delmin(pq);pq=insert(pq,poª¡cz(x,y));x=min(pq); pq=delmin(pq);}return x;}Pytanie. Jaka jest zªo»ono±¢ czasowa algorytmu Hu�manTree dla alfabetu skªadaj¡cego si¦ z nznaków?21 grudnia 2008 Slajd 31 Paweª Rembelski
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Algorytm budowy drzewa kodu Hu�manaPrzykªad. Budowa drzewa kodu Hu�mana dla tekstu ∆ zawieraj¡cego 1 znak a, 3 znaki b, 6znaków c, 7 znaków d oraz 8 znaków e.
• Pocz¡tkowy stan kolejki priorytetowej pq.
• Pierwszy krok algorytmu.
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Algorytm budowy drzewa kodu Hu�manaPrzykªad (c.d.).
• Drugi krok algorytmu.
• Trzeci krok algorytmu.
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Algorytm budowy drzewa kodu Hu�manaPrzykªad (c.d.).
• Czwarty krok algorytmu i posta¢ �nalna drzewa kodu Hu�mana.
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Podej±cie �zachªanne� a algorytmy genetyczne
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Podej±cie zachªanne a algorytmy genetyczneProblem odkodowania obrazu. Dany jest zakodowany, k schematami zabezpiecze« z bª¦dempocz¡tkowym ε = 0, obraz cyfrowy P oraz k algorytmów A1, A2, . . . , Ak odkodowuj¡cychwªa±ciwy im schemat zabezpiecze«. Obraz P ∗ jest przybli»eniem obrazu ¹ródªowego P z bª¦dem

ε∗ ≥ 0, gdzie P ∗ = Aik

(

Aik−1
(. . . Ai1 (P ) . . .)

) oraz ik, ik−1, . . . , i1 b¦d¡cego dowoln¡permutacj¡ ci¡gu liczb k, k − 1, . . . , 1.Dla ka»dego z algorytmów Ai okre±lono funkcj¦ bª¦duodkodowania fi : R
+ ∪ {0} → R

+ ∪ {0}, której argumentem jest wst¦pny bª¡d odkodowaniapoprzedzaj¡cy wykonanie algorytmu Ai. Poda¢ permutacj¦ liczb k, k − 1, . . . , 1 tak¡, »eostateczny bª¡d ε∗ odkodowania obrazu P , tj. bª¡d operacji Aik

(

Aik−1
(. . . Ai1 (P ) . . .)

) jestminimalny z mo»liwych.

Pytanie. Czy prosta strategia zachªanna jest poprawnym rozwi¡zaniem dla powy»szego21 grudnia 2008 Slajd 36 Paweª Rembelski
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problemu?
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Podej±cie zachªanne a algorytmy genetyczne � kodowanie osobnikówDe�nicja. Przestrzeni¡ rozwi¡za« ∆ nazywamy zbiór wszystkich mo»liwych odpowiedzi dlazadanego problemu.Pytanie. Co jest przestrzeni¡ rozwi¡za« dla problemu odkodowania obrazu?Pytanie. Jaka jest moc przestrzeni rozwi¡za« dla problemu odkodowania obrazu?De�nicja. Osobnikiem nazywamy dowolny element α przestrzeni rozwi¡za«.De�nicja. Chromosomem CH (α) nazywam implementacj¦ osobnika α ∈ ∆.Przykªad. Dla zadania odkodowania obrazu przyjmiemy nast¦puj¡c¡ posta¢ chromosomu

CH (α) =
[

ik ik−1 ik−2 . . . i2 i1

]

,gdzie ik, ik−1, . . . , i1 jest dowoln¡ permutacj¡ ci¡gu liczb k, k − 1, . . . , 1.De�nicja. i-tym genem G (CH (α) , i) nazywam i-ty element chromosomu reprezentuj¡cegoosobnika α ∈ ∆.
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Podej±cie zachªanne a algorytmy genetyczne � proces selekcjiDe�nicja. Funkcj¡ przystosowania adapt : ∆ → [0, 1] nazywam wybran¡ funkcj¦ determinuj¡c¡przydatno±¢ osobnika w odniesieniu do kryteriów poszukiwanego rozwi¡zania.Przykªad. Dla zadania odkodowania obrazu przyjmiemy nast¦puj¡c¡ posta¢ funkcjiprzystosowania osobnika α ∈ ∆, dla CH (α) =
[

ik ik−1 ik−2 . . . i2 i1

]

adapt (α) =
1

1 + ε∗
,gdzie ε∗ jest bª¦dem odkodowania obrazu P , dla operacji Aik

(

Aik−1
(. . . Ai1 (P ) . . .)

).De�nicja. i-elementow¡ populacj¡ nazywamy dowolny multizbiór POP (∆, i), któregoelementami s¡ osobniki α ∈ ∆.De�nicja. Operatorem selekcji probabilistycznej select nazywa funkcj¦
select (POP (∆, i)) =



















α ∈ POP (∆, i) : Pr ( wyst¡pienie α) =
adapt (α)

∑

β∈P OP (∆,i)

adapt (β)



















,

gdzie select (POP (∆, i)) jest i-elementowym multizbiorem.21 grudnia 2008 Slajd 39 Paweª Rembelski
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Podej±cie zachªanne a algorytmy genetyczne � proces krzy»owaniaDe�nicja. j-elementowym operatorem krzy»owania cross (POP (∆, i) , j), gdzie 0 ≤ j ≤ i jestliczb¡ parzyst¡, nazywam funkcj¦, która dla j losowo wybranych osobników {α1, α2, . . . , αj} zpopulacji POP (∆, i), krzy»uje chromosomy osobników αl, αl+1 i l = 1, 3, . . . , j − 1 tak, »e

gdzie punkt krzy»owania wybierany jest losowo z przedziaªu dyskretnego [1, k].
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Podej±cie zachªanne a algorytmy genetyczne � proces mutacjiDe�nicja. Operatorem mutacji mutation (POP (∆, i) , prob) nazywamy funkcj¦, która dlaka»dego osobnika α populacji POP (∆, i) z zadanym prawdopodobie«stwem prob zamieniamiejscami losowo wybrane geny osobnika α, G (CH (α) , s) oraz G (CH (α) , t), gdzie

1 ≤ s, t ≤ k
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Podej±cie zachªanne a algorytmy genetyczneUniwersalny schemat algorytmu genetycznego. Niech n b¦dzie liczb¡ osobników w populacji,

time liczb¡ iteracji procesu reprodukcji (liczba analizowanych pokole«), cross_nr liczb¡osobników uczestnicz¡cych w procesie krzy»owania oraz prob prawdopodobie«stwem wyst¡pieniaprocesu mutacjiIndividual GA(int n, int time, int cross_nr, real prob) {Individual Population[n];int i=0;GeneratePopulation(Population); // utworzenie populacji pocz¡tkowejfor (i=0;i<time;i++) {Population=Select(Population); // operator selekcjiPopulation=Cross(Population,cross_nr); // operator krzy»owaniaPopulation=Mutation(Population,prob); // operator mutacji}return BestIndividual(Population); // wybieramy najlepszego osobnika}21 grudnia 2008 Slajd 42 Paweª Rembelski
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Podej±cie zachªanne a algorytmy genetyczneWniosek. Algorytm GA bazuje na podej±ciu �zachªannym�, w ka»dym kroku algorytmu (iteracjip¦tli while) wybierany jest zbiór osobników o najlepszym dopasowaniu w odniesieniu do kryteriówposzukiwanego rozwi¡zania.Wniosek. Podej±cie �zachªanne� w algorytmie GA jest istotnie inne od wcze±niej rozwa»anych,tyczy si¦ przeksztaªcania zbioru rozwi¡za« (populacji), a nie konstrukcji pojedynczegorozwi¡zania. St¡d algorytm GA jest jest metod¡ �metazachªann¡�.Wniosek. Algorytm GA jest algorytmem probabilistycznym, nie gwarantuje optymalno±cirozwi¡zania.Fakt. Dla poprawnie dobranych argumentów wej±ciowych algorytm GA jest efektywnymrozwi¡zaniem problemu odkodowania obrazu.Zadanie (****). Zaimplementuj algorytm GA dla problemu odkodowania obrazu z dostateczniedu»ym k. Okre±l empirycznie warto±ci argumentów wej±ciowych, dla których efektywno±¢ metodyjest maksymalna.
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