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Algorytmy i struktury danych — materiaty wyktadowe Studia zaoczne PJWSTK @

Plan wykftadu:

® notacja asymptotyczna,
pojecie algorytmu,
koszt algorytmu,
ztozono$¢ algorytmu,
optymalno$¢ algorytmu,
pojecie struktury danych,

poprawnos¢ algorytmu,
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Algorytmy i struktury danych — materiaty wyktadowe Studia zaoczne PJWSTK @

Plan wyktadu c.d.:

® grafy:
— definicje podstawowe,

— implementacje graféw,

® drzewa:
— definicje podstawowe.
— implementacje drzew binarnych,

— implementacje drzew n-arnych,

® rekurencja:
— metody przechodzenia drzew binarnych,

— generowanie permutacji,

® analiza ztozonosci algorytmoéw rekurencyjnych — uogdlnienie.
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Notacja asymptotyczna
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Notacja asymptotyczna — rzedy funkcji

Definicja. Niech f: N — RT U {0} ig: N — RT U{0} beda funkcjami takimi, ze:
f(n)

Iim —~ =a
n—oo g(n)

gdzie a € RT U {0}. Jezeli:

® a = 0, to méwimy, ze rzad funkcji f jest scisle mniejszy niz rzad funkcji g i oznaczamy przez
f=g

® a > 0, to méwimy, ze rzad funkcji f jest réwny rzedowi funkcji g (lub funkcje f i g sa tego
samego rzedu) i oznaczamy przez f X g,

® a = oo, to méwimy, ze rzad funkcji f jest Scisle wiekszy niz rzad funkcji g i oznaczamy
przez f > g.

Whiosek. Jezeli dla pewnej funkcji f znajdziemy funkcje g taka, ze f < g oraz:
® g (n) =c, gdzie ¢ > 0 jest pewnga stata, to f jest funkcja stata,

® g(n)=log,n, gdzie c > 0 jest pewna statg i n > 1, to f jest funkcja logarytmiczna (dla
funkcji logy n wprowadzamy oznaczenie lgn),
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Notacja asymptotyczna — rzedy funkcji

® g(n)= n%, gdzie ¢ > 1 jest pewng stata, to f jest funkcja pierwiastkowa (lub

podwielomianowa),

® g (n) =n°, gdzie ¢ > 1 jest pewna stata, to f jest funkcja wielomianowa (szczegdlnym
przypadkiem funkcji wielomianowej jest funkcja liniowa),

® g(n)=c", gdzie ¢ > 1 jest pewnga stata, to f jest funkcja wyktadnicza,

® g(n)=n", to f jest funkcja ponadwyktadnicza.
Pytanie. Jaki jest rzad funkcji f (n) = n! wzgledem przedstawionych rzedéw funkcji?
Pytanie. Jaki jest rzad funkcji f (n) = lgn! wzgledem przedstawionych rzedéw funkc;ji?

Whiosek. Jezeli ¢ > 1 jest pewng stata, to:

1
c<log.n<nc <n<nlgn<n®<c" <n<n”,

dla wszystkich dostatecznie duzych n.
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Notacja asymptotyczna — o funkcji lg n! nieco doktadniej

Ograniczenie z gory:

n n
lgn! =lg Hz <lg Hn =lgn™ =nlgn,
i=1 i=1

czyli lgn! < nlgn.

Ograniczenie z dotu:

n " n " Inx
lg n! lg — lgiZ/ lgxda::/ ——dx

1 — n |
(x n :c) . nlnn — e nlgn,

1 In 2

In 2

gdzie ¢ < 1 jest pewna dodatnia stata, czyli lgn! > c- nlgn.
Whiosek. Poniewaz Ign! < nlgnilgn! > c-nlgn,dla0<c<1, tolgn! xnlgn.

Zadanie (*). Wyznacz mozliwie doktadnie funkcje odwrotna do funkcji f(n) =lIgn! w
dziedzinie RT \ (0, 1).
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Notacja asymptotyczna — ograniczenie z dotu

Definicja. Niech f: N — RT U {0} ig: N — RT U {0} beda funkcjami. Jezeli f = g albo
f < g, to méwimy ze rzad funkcji f jest réwny co najmniej rzedowi funkcji g (lub funkcja g

ogranicza z dotu funkcje f) i oznaczamy przez f = Q(g).

E 3

Na przedstawionym rysunku f = Q(g), gdzie ¢ > 0 jest pewna stafj.
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Notacja asymptotyczna — ograniczenie z gory

Definicja. Niech f: N — RT U {0} ig: N — RT U {0} beda funkcjami. Jezeli f < g albo
f < g, to méwimy ze rzad funkcji f jest réwny co najwyzej rzedowi funkcji g (lub funkcja g

ogranicza z gory funkcje f) i oznaczamy przez f = O (g).

4 cg(n)
f(n)

Na przedstawionym rysunku f = O (g), gdzie ¢ > 0 jest pewnga stata.
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Notacja asymptotyczna — ograniczenie z dotu 1 z gory

Definicja. Niech f : N — RT U {0} i g: N — RT U {0} beda funkcjami. Jezeli f < g, to
moéwimy ze funkcja g ogranicza z dotu i z géry funkcje f i oznaczamy przez f = © (g).

4 czg(n)

f(n)

c1g(n)

Na przedstawionym rysunku f = © (g), gdzie c1,c2 > 0 s3 pewnymi statymi.

12 pazdziernika 2008 Slajd 10 Pawel Rembelski



Algorytmy i struktury danych — materiaty wyktadowe Studia zaoczne PJWSTK @

Pojecie algorytmu
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Pojecie algorytmu — wprowadzenie

Idea dla nie informatyka. Algorytm to metoda postepowania, ktéra prowadzi do rozwigzania
postawionego problemu.

Przyktad. Metoda prania w pralce automatycznej:
® wiacz pralke,
® zataduj ubrania i nasyp proszek,

® jezeli ubrania s3 bardzo brudne, to nastaw program z zakresu VII-XIIl, w przeciwnym

przypadku nastaw program z zakresu |-VI,

odkre¢ zawér doprowadzajacy wode do pralki,

naciénij przycisk START,

dopdki nie zaswieci sie kontrolka KONIEC, nie przeszkadzaj pralce w pracy,
zakre¢ zawér doprowadzajacy wode do pralki,

wyjmij ubrania,

wytacz pralke.
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Pojecie algorytmu — wprowadzenie

Idea dla informatyka. Algorytm to skonczony ciag etapdéw, ktére pozwalaja przeksztatci¢ dane
informacje wejéciowe (dane wejsciowe) w informacje wyjsciowe (dane wyjsciowe).

Przyktad. Algorytm obliczania silni liczby naturalnej n:
® na s podstaw jeden a na ¢ podstaw zero,

® dopdki ¢+ < n wykonaj
— zwieksz 7 o jeden,

— na s podstaw wynik iloczynu s i 1,

® wynikiem jest s = n!l.
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Pojecie algorytmu — jak zapisywac¢ algorytmy

Rozwiazanie dla nie informatyka. Jezyk naturalny, ktéry niestety w wielu przypadkach jest
niejednoznaczny co powoduje, ze konstrukcje wyrazone w tym jezyku takze s3 niejednoznaczne.

Przyktad. ,.Z zycia wziete”, informacja dotyczaca znizek dla dzieci w optacie hotelowej, t;j.

metoda doboru znizki w zaleznosci od wieku dziecka:

® jezeli twoje dziecko ma mniej niz 10 lat, to jezeli twoje dziecko ma wiecej niz 6 lat, to

przystuguje znizka 50%, w przeciwnym przypadku przystuguje znizka 100%, a w kazdym

innym przypadku przystuguje znizka 0%.
Pytanie. Jaka znizka przystuguje dziecku w wieku 4 lat?
Pytanie. Jaka znizka przystuguje dziecku w wieku 8 lat?

Pytanie. Jaka znizka przystuguje dziecku w wieku 12 lat?
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Pojecie algorytmu — jak zapisywac¢ algorytmy

Rozwigzanie dla informatyka. Jezyk (lub pseudojezyk) programowania o jednoznacznej sktadni i

semantyce.
Przyktad. Algorytm obliczania silni liczby naturalnej n:
int Silnia(int n) {

int s=1,1i=0;

while (i<n) {
i=i+1;

S=s*1;

return s;

}

Uwaga! W dalszej czesci wyktadu bedziemy stosowali pseudojezyk programowania o sktadni i

semantyce zblizonej do jezykéw C++ i Java.
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Koszt algorytmu
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Koszt algorytmu

Idea. Operacja dominujaca w algorytmie nazywamy ten jego element, ktérego wykonanie
uwazamy za najbardziej kluczowe z punktu widzenia np. implementacji i uruchomienia na danym

komputerze.

Pytanie. Ktéra z operacji w algorytmie Silnia powinniémy uzna¢ za dominujaca, jezeli algorytm
implementujemy i uruchamiamy na standardowym komputerze klasy PC?

Definicja. Niech Alg bedzie algorytmem oraz d beda ustalonymi danymi wejsciowymi dla tego
algorytmu. Koszt czasowy wykonania algorytm Alg dla danych wejsciowych d jest to liczba
operacji dominujacych jakie wykonuje rozwazany algorytm na rozwazanych danych wejSciowych.
Koszt czasowy oznaczamy przez t (Alg, d).

Pytanie. Jaki jest koszt czasowy algorytmu Silnia dla argumentu wejsciowego n = 107

Definicja. Niech Alg bedzie algorytmem oraz d beda ustalonymi danymi wejsciowymi dla tego
algorytmu. Koszt pamieciowy wykonania algorytm Alg dla danych wejSciowych d jest to liczba
dodatkowych jednostek pamieci jakie sg niezbedne do wykonania rozwazanego algorytmu na

rozwazanych danych wejSciowych. Koszt pamieciowy oznaczamy przez s (Alg, d).

Pytanie. Jaki jest koszt pamieciowy algorytmu Silnia dla argumentu wejéciowego n = 107
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Ztozonosc¢ algorytmu
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Ztozonosé¢ algorytmu

Definicja. ZtoZzonos¢ czasowa algorytmu Alg to liczba operacji dominujacych jakie wykonuje
rozwazany algorytm na danych wejsciowych rozmiaru n, wyrazona jako funkcja rozmiaru tych

danych. Ztozonos$¢ czasowa oznaczamy przez T (Alg,n).
Pytanie. Jaka jest ztozonos¢ czasowa algorytmu Silnia?
Pytanie. Jakie jest ograniczenie dolne ztozonosci czasowej algorytmu Silnia?

Definicja. Ztozonos¢ pamieciowa algorytmu Alg to liczba dodatkowych jednostek pamieci jakie
s3 niezbedne do wykonania rozwazanego algorytmu na danych wejsciowych rozmiaru n, wyrazona
jako funkcja rozmiaru tych danych. Ztozonos¢ pamieciowa oznaczamy przez S (Alg,n).

Pytanie. Jaka jest ztozono$¢ pamieciowa algorytmu Silnia?

Pytanie. Jakie jest ograniczenie gérne ztozonosci czasowej algorytmu Silnia?

Uwaga! W dalszej czesci wyktadu bedziemy uzywali skréconej notacji ztozonosci T'(n) i S (n)

jezeli bedzie to jednoznaczne.
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Ztozonosé¢ algorytmu

Problem. Czy ztozono$¢ czasowa algorytmu mozna zawsze podac¢ w sposéb doktadny ... niestety
nie! Dla niektérych algorytméw, ztozonos¢ czasowa jest funkcja nie tylko rozmiaru danych
wejsSciowych ale i ich postaci.

Przyktad. Algorytm losowego mnozenia.

void LosoweMnozenie(bool A[n],int n) {
int i,s=2;

for (i=0;i<n;i++)
if (A[i]==false) s=s*2;

return s;

}

Pytanie. Jaka jest ztozonos¢ czasowa algorytmu LosoweMnozenie, jezeli operacja dominujaca

jest dziatanie mnozenia?

12 pazdziernika 2008 Slajd 20 Pawel Rembelski



Algorytmy i struktury danych — materiaty wyktadowe Studia zaoczne PJWSTK @

Ztozonosé¢ algorytmu

Definicja. Pesymistyczna ztoZzono$¢ czasowa algorytmu Alg, oznaczona przez W (Alg,n) jest
rowna

W (Alg,n) = max {t (Alg,d) : d € Dy},

gdzie D, jest zbiorem wszystkich danych wejSciowych rozmiaru n dla problemu, ktéry rozwigzuje
algorytm Alg.

Definicja. Srednia (oczekiwana) ztozonosé czasowa algorytmu Alg, oznaczona przez
A (Alg,n)jest réwna

A(Alg,n Z p(d) t (Alg,d),

gdzie D,, jest zbiorem wszystkich danych Wejéciowych rozmiaru n dla problemu, ktéry rozwiazuje
algorytm Alg, a p(d) jest prawdopodobienstwem wystapienia danych d.

Pytanie. Jaka jest ztozonos¢ czasowa algorytmu LosoweMnozenie, jezeli operacja dominujaca
jest dziatanie mnozenia:

® w przypadku srednim,
® w przypadku pesymistycznym?

Pytanie. Jaka jest Srednia i pesymistyczna ztozono$¢ czasowa algorytmu Silnia?
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Ztozonos¢ algorytmu — algorytmy , efektywne”

Idea. Algorytm nazywamy efektywnym jezeli jego ztozono$¢ czasowa i pamieciowa jest co

najwyzej wielomianowa wzgledem rozmiaru danych wejsciowych.

Przyktad. Rozwazmy trzy algorytmy Alg:i, Algs i Algs rozwigzujace ten sam problem, gdzie

T (Algi,n) =lgn, T (Algz,n) = n®, T (Algs,n) = 2".

Uruchamiamy réwnolegle rozwazane algorytm dla identycznych danych wej$ciowych d rozmiaru n
na trzech jednakowych komputerach, ktére dla uproszczenia wykonuja jedna operacje dominujaca
na sekunde. Jak dtugo bedziemy oczekiwali na wynik obliczen?

e dlan =28, t(Alg1,d) = 3 sek., t (Alga,d) = 64 sek., t (Algs,d) = 256 sek.
e dlan =16, t(Alg1,d) = 4 sek., t (Alga,d) = 256 sek., t (Algs,d) ~ 18,2 godz.
e dlan =32 t(Alg1,d) =5 sek., t (Alg2,d) =~ 17,1 min., t (Alg3,d) ~ 136, 2 lat!

Pytanie. lle lat zajmie wykonania algorytmu Algs dla danych d rozmiaru 647
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Optymalnos¢ algorytmu
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Optymalnosé¢ algorytmu

Definicja. Niech T (n) bedzie funkcja ztozonosci czasowej algorytmu Alg rozwiazujacego pewien
problem P dla danych wej$ciowych rozmiaru n. Algorytm Alg nazywamy optymalnym (w sensie
ztoZzonosSci czasowej) rozwigzaniem problemu P jezeli nie istniej algorytm Alg™, o pesymistycznej
ztozonosci czasowej W* (Alg*,n), rozwigzujacy problem P taki, ze W* (Alg*,n) < T (n).

Definicja. Niech T (n) bedzie funkcja ztozonosci czasowej optymalnego algorytmu Alg
rozwigzujacego pewien problem P dla danych wejSciowych rozmiaru n. Algorytm Alg™ nazywamy

optymalnym, w przypadku Srednim, rozwigzaniem problemu P jezeli A (Alg*,n) < T (n).

Definicja. Niech T (n) bedzie funkcja ztozonosci czasowej optymalnego algorytmu Alg
rozwigzujacego pewien problem P dla danych wejsciowych rozmiaru n. Algorytm Alg*
nazywamy optymalnym, w przypadku pesymistycznym, rozwigzaniem problemu P jezeli
W (Alg*,n) < T (n).

Whiosek. Kazdy algorytm optymalny w przypadku pesymistycznym jest algorytmem optymalnym
dla zadanej klasy probleméw, ale nie kazdy algorytm optymalny w przypadku $rednim jest

algorytmem optymalnym dla zadanej klasy probleméw.
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Pojecie struktury danych
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Pojecie struktury danych

Idea. Struktura danych, to srodowisko dziatania algorytmu. Ten sam algorytm w roznych
Srodowiskach moze rozwigzywaé rézne problemy.

Definicja. Struktura danych nazywamy system algebraiczny
S =(U,01,02,...,0k,T1,T2,...,Tn),

ktérego uniwersum U okresla mozliwe wartosci zmiennych algorytmu, a operacje 01,02,...,0% i

relacje 1,72, ...,y dostarczaja narzedzi do realizacji algorytmu.

Przyktad. Rozwazmy algorytm Silnia. Domyslnie zatozyliSmy, ze struktura danych jest w tym
przypadku nastepujacy system algebraiczny

S=(N,+,-,<).
Pytanie. Jaka jest postac struktury danych dla algorytmu LosoweMnozenie?

Pytanie. Jaki problem rozwiazuje algorytm Silnia, jezeli zatozymy, ze struktura danych jest
system algebraiczny

S:<N7+7'7<>7

gdzie a - b =g4c ¢ a + b?
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Poprawnos¢ algorytmu
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Poprawnosc¢ algorytmu

Idea. Algorytm jest poprawny, jezeli jest zgodny zamierzeniami.
Problem. Jak formalnie opisa¢ nasze zamierzenia?

Definicja. Specyfikacja algorytmu nazywamy pare

(wp, wk) ,

gdzie wp jest warunkiem poczatkowym a wk jest warunkiem koncowym algorytmu.
Przyktad. Rozwazmy algorytm Silnia, jego specyfikacja jest nastepujaca:

int Silnia(int n) { // warunek poczatkowy: mn € N
int s=1,1=0;

while (i<n) {
i=itl;

S=s*1;

return s; // warunek kodcowy: s = n!
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Poprawnosc¢ algorytmu

Definicja. Algorytm Alg dziatajacy w strukturze danych S jest czesciowo poprawny ze wzgledu
na specyfikacje (wp, wk) wtedy i tylko wtedy, gdy dla wszystkich danych wej$ciowych, ktére
spetniajg warunek poczatkowy wp, jezeli algorytm Alg zatrzyma sie, to uzyskane dane wyjsciowe

spetniaja warunek kohcowy wk.

Pytanie. Czy algorytm Silnia jest czeSciowo poprawny w strukturze danych S = (N, +, -, <)?

Definicja. Algorytm Alg dziatajacy w strukturze danych S jest catkowicie poprawny (poprawny)
ze wzgledu na specyfikacje (wp, wk) wtedy i tylko wtedy, gdy dla wszystkich danych wejsciowych,
ktore spetniaja warunek poczatkowy wp algorytm Alg zatrzyma sie i uzyskane dane wyjsciowe

spetniajg warunek kohcowy wk.
Pytanie. Czy algorytm Silnia jest catkowicie poprawny w strukturze danych S = (N, +, -, <)?

Whiosek. Kazdy algorytm, ktéry jest catkowicie poprawny jest takze czeSciowo poprawny, ale nie
kazdy algorytm, ktéry jest czeSciowo poprawny jest takze catkowicie poprawny.
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Poprawnosc¢ algorytmu — przyktad

Przyktad. Rozwazmy algorytm realizujacy nastepujacy ciag operacji:

bool Collatz(int n) { // warunek poczatkowy: mn € NT

int i=n;

while (i>1)
if (i mod 2 == 0) i=i/2;
else 1=3*i+1;

return TRUE; // warunek koicowy: ¢ =1

}

Hipoteza Collatza. Dla dowolnej liczby naturalnej dodatniej n prawda jest, ze
Collatz (n) = true.

Whiosek. Zatézmy, ze hipoteza Collatza jest fatszywa, wtedy:
® algorytm Collatz jest czeSciowo poprawny,

® algorytm Collatz nie jest catkowicie poprawny.
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Poprawnosc¢ algorytmu — poprawnos¢ algorytmow iteracyjnych

Definicja. Niezmiennikiem petli nazywamy formute, ktéra jezeli jest prawdziwa na poczatku
wykonania tresci petli, to jest takze prawdziwa na koncu wykonania jej tresci.

Twierdzenie. Jezeli formuta jest prawdziwa przed wykonaniem petli (tj. przed wejsciem do petli)

i jest ona niezmiennikiem petli, to jest takze prawdziwa po wykonani petli (tj. po wyjsciu z petli).

Przyktad. Rozwazmy algorytm Silnia i formute s = 2!:

int Silnia(int n) { // warunek poczatkowy: mn € N
int s=1,1i=0;
// 1:def 0! = s = 14!
while (i<n) { // s = 1!
i=i+1l; // s = (¢ —1)!
s=s*i; // 2 =(i— 1)l = s =l
}
// s=iUN-(i<n)=s=1i ANi>n ale i jest inkrementowane o 1,
// czyli s=1ilANi=n= s =n!
return s; // warunek koicowy: s = n!

}

Pytanie. Ktéra z formut true, s = n! jest niezmiennikiem petli algorytmu Silnia, i ktéra pozwala

dowie$¢ poprawnosci warunku koncowego s = n!?
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Graty

(definicje podstawowe)
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Grafy — definicje podstawowe

Definicja. Grafem (grafem zorientowanym) nazywamy pare uporzadkowana G = (V, E), gdzie V
jest niepustym zbiorem, a E' dowolnym podzbiorem produktu kartezjanskiego V' x V. Elementy
zbioru V' nazywamy wierzchotkami (weztami) grafu, a elementy zbioru E nazywamy krawedziami
grafu.

Pytanie. lle roznych graféw mozna utworzy¢ w zbiorze n wierzchotkéw?

Definicja. Grafem niezorientowanym nazywamy graf G = (V, E) taki, ze dla dowolnych dwéch
wierzchotkéw u,v € V' zachodzi (u,v) € E wtedy i tylko wtedy, gdy (v,u) € E.

Pytanie. lle roznych graféw niezorientowanych mozna utworzyé w zbiorze n wierzchotkéw?

Definicja. Grafem z wagami nazywamy tréjke G = (V, E, f), gdzie para (V, E) jest grafem, a
f : E — NT jest funkcja wag krawedzi.

Zadanie (*). lle réznych graféw wazonych mozna utworzy¢ w zbiorze n wierzchotkéw, jezeli
funkcja wag krawedzi jest postaci f: F — {1,2,3}7
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Grafy — definicje podstawowe

Definicja. Niech G = (V, E) bedzie grafem. Dwa rozne wierzchotki u,v € V nazywamy
sasiednimi (incydentnymi) wtedy i tylko wtedy, gdy (u,v) € E.

Definicja. Grafem petnym nazywamy graf taki, ze dowolne dwa wierzchotki grafu sg sasiednie.
Pytanie. lle krawedzi zawiera petny graf nieskierowany o n-wierzchotkach.

Definicja. Droga w grafie nazywamy ciag wierzchotkéw vy, va,. .., v, taki, ze dwa wierzchotki

Vi, Vi+1 S3 sasiednie, dlai=1,2,...,n — 1. Dtugos¢ drogi to liczba krawedzi j3 tworzacych (w

tym przypadku n — 1).

Definicja. Grafem spéjnym nazywamy graf taki, ze dowolne dwa wierzchotki grafu potaczone s3

droga.

Definicja. Niech vy, v2,...,v, bedzie droga w grafie. Jezeli v1 = v,, to droge nazywamy droga
zamknieta.

Definicja. Niech v1,v2,...,v, bedzie drogg zamknigta w grafie. Jezeli v; # v;, dla
t,7=2,3,...,n— 1, to droge nazywamy cyklem.
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Graty

(implementacja graféw)
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Grafy — implementacja grafow

Definicja . Niech G = (V| F) bedzie grafem. Macierza sasiedztwa M grafu G nazywamy macierz
kwadratowa rozmiaru |V| x |V|, ktérej wiersze i kolumny numerowane sa, w ustalonym porzadku,
etykietami wierzchotkéw grafu i taka, ze M [u,v] = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy (u,v) € E oraz
M [u,v] = 0 w przeciwnym przypadku.

Definicja. Niech G = (V| E, f) bedzie grafem z wagami. Macierza sasiedztwa M grafu G
nazywamy macierz kwadratowa rozmiaru |V| x |V, ktérej wiersze i kolumny numerowane s3, w
ustalonym porzadku, etykietami wierzchotkéw grafu i taka, ze M [u,v] = f ((u,v)) wtedy i tylko
wtedy, gdy (u,v) € E oraz M [u,v] = 0 w przeciwnym przypadku.

Pytanie. Niech M bedzie macierza sasiedztwa n-wierzchotkowego grafu G = (V, E). Jaki jest
koszt ponizszych operacji na grafie G wyrazony liczbg operacji odniesien do pojedynczego

elementu macierzy M:
® sprawdzenie, czy dwa wierzchotki s3 sasiednie,
wstawienie krawedzi do grafu,
usuniecie krawedzi w grafie,

wyznaczenie stopnia wierzchotka (stopien wierzchotka to liczba wierzchotkéw z nim

sasiednich)?
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Grafy — implementacja grafow

Definicja. Niech G = (V, E) bedzie grafem. Tablica list incydencji T grafu G nazywamy wektor
list wierzchotkéw rozmiaru |V'|, ktérego elementy numerowane s3, w ustalonym porzadku,
etykietami wierzchotkéw grafu i taki, ze v € T [u] wtedy i tylko wtedy, gdy (u,v) € E.

Definicja. Niech G = (V, E, f) bedzie grafem z wagami. Tablica list incydencji T grafu G
nazywamy wektor list par (v, c), gdzie v € V i ¢ € NT, rozmiaru |V, ktérego elementy

numerowane s3, w ustalonym porzadku, etykietami wierzchotkéw grafu i taki, ze (v,c) € T [u]
wtedy i tylko wtedy, gdy (u,v) € Eic= f ((u,v)).

Pytanie. Niech T bedzie tablica list incydencji n-wierzchotkowego grafu G = (V, E). Jaki jest
koszt ponizszych operacji na grafie G wyrazony liczba operacji przechodzenia elementéw list
sktadowych tablicy T

sprawdzenie, czy dwa wierzchotki s3 sasiednie,
wstawienie krawedzi do grafu,
usuniecie krawedzi w grafie,

wyznaczenie stopnia wierzchotka (stopien wierzchotka to liczba wierzchotkéw z nim
sasiednich)?

12 pazdziernika 2008 Slajd 37 Pawel Rembelski



Algorytmy i struktury danych — materiaty wyktadowe Studia zaoczne PJWSTK @

Drzewa

(definicje podstawowe)
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Drzewa — definicje podstawowe

Definicja. Graf niezorientowany G = (V, ) nazywamy drzewem wtedy i tylko wtedy, gdy graf
jest spojny i acykliczny (tj. w grafie nie istnieje cykl). Jezeli dodatkowo w grafie wyréznimy
pewien wierzchotek v € V' nazywany korzeniem, to drzewo takie nazywamy drzewem z ustalonym

korzeniem.

Uwaga! W dalszej czesci wyktadu bedziemy zajmowali sie jedynie drzewami z ustalonym

korzeniem i dla prostoty bedziemy nazywali je drzewami.

Definicja. Niech r bedzie korzeniem drzewa G = (V, E). Wierzchotek u nazywamy

poprzednikiem wierzchotka v wtedy i tylko wtedy, gdy w grafie GG istnieje droga z wierzchotka r
do wierzchotka v, na ktérej wierzchotek u wystepuje tuz przed wierzchotkiem wv.

Definicja. Wierzchotek v nazywamy nastepnikiem wierzchotka u wtedy i tylko wtedy, gdy

wierzchotek u jest poprzednikiem wierzchotka v.

Definicja. Wierzchotkiem wewnetrznym nazywamy wierzchotek drzewa, ktéry ma co najmniej

jeden nastepnik.

Definicja. Wierzchotkiem zewnetrznym (lisciem) nazywamy wierzchotek drzewa, ktéry nie ma

nastepnika.
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Drzewa — definicje podstawowe

Definicja. Drzewem regularnym nazywamy drzewo n-arne, w ktérym kazdy wierzchotek

wewnetrzny ma n nastepnikéw.

Definicja. Drzewem doskonatym nazywamy drzewo regularne n-arne, w ktérym wszystkie

wierzchotki zewnetrzne znajduja sie na jednym ustalonym poziomie.

Definicja. Drzewem binarnym nazywamy drzewo takie, ze kazdy wierzchotek drzewa ma co
najwyzej dwoéch nastepnikow.

Definicja. Wysokoscia drzewa nazywamy dtugos$¢ najdtuzszej drogi w drzewie od korzenia do
dowolnego z wierzchotkdéw.

Definicja. Poziomem wierzchotka w drzewie nazywamy dtugos$¢ drogi od korzenia drzewa do
tego wierzchotka.

Pytanie. lle jest co najmniej wierzchotkéw w drzewie binarnym, n-arnym o wysokosci h?
Pytanie. lle jest co najwyzej wierzchotkédw w drzewie binarnym, n-arnym o wysokosci h?
Pytanie. lle jest co najmniej wierzchotkéw w drzewie binarnym, n-arnym na k-tym poziomie?

Pytanie. lle jest co najwyzej wierzchotkédw w drzewie binarnym, n-arnym na k-tym poziomie?
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Drzewa

(implementacja drzew)
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Drzewa — implementacja drzew binarnych

Wierzchotek drzewa binarnego definiujemy jako obiekt klasy TreeNode postaci:
class TreeNode {

<typ> Et;

TreeNode left, right;

g

gdzie Et jest zmienna typu <typ> i reprezentuje etykiete wierzchotka drzewa, left i right to

kolejno dowigzanie do lewego i prawego nastepnika danego wierzchotka.
Nieutworzony obiekt klasy TreeNode (tj. NULL ) reprezentuje puste drzewo binarne.

Uwaga! W dalszej czesci wyktadu méwigc o dowigzaniu do wierzchotka drzewa binarnego,
bedziemy domyslnie przyjmowali przedstawiona powyzej implementacje.

Zadanie. Niech zmienna root reprezentuje korzen drzewa binarnego. Podaj algorytm, ktéry
wyznaczy dtugos$¢ drogi od korzenia tego drzewa do ,skrajnie lewego” wierzchotka.
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Drzewa — implementacja drzew n-arnych

Wierzchotek drzewa n-arnego definiujemy jako obiekt klasy NTreeNode postaci:
class NTreeNode {

<typ> Et;

TreeNode successors|[n];

g

gdzie Et jest zmienna typu <typ> i reprezentuje etykiete wierzchotka drzewa, successors[n] jest
tablica n dowigzan do nastepnikéw danego wierzchotka.

Nieutworzony obiekt klasy NTreeNode (tj. NULL) reprezentuje puste drzewo n-arne.

Uwaga! W dalszej czesci wyktadu méwiac o dowigzaniu do wierzchotka drzewa n-arnego,
bedziemy domyslnie przyjmowali przedstawiona powyzej implementacje.
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Rekurencja

(metody przechodzenia drzew binarnych)
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Rekurencja — metody przechodzenia drzew binarnych — metoda PreQOrder

Zadanie. Niech root bedzie dowigzaniem do korzenia pewnego drzewa binarnego. Podaj
algorytm, ktéry wypisze wszystkie wierzchotki tego drzewa w czasie liniowym wzgledem ich
liczby, gdzie operacja dominujaca jest czynnos¢ ,przechodzania” przez wierzchotek drzewa.

Rozwiazanie.

void PreOrder(v TreeNode) {
if (v==NULL) return;
Wypisz(v); // wypisujemy wierzcholek v
PreOrder(v.left); // odwiedzamy lewe poddrzewo
PreOrder(v.right); // odwiedzamy prawe poddrzewo

PreOrder (root); // wypisujemy wszystkie wierzchotki drzewa
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Rekurencja — metdy przechodzenia drzew binarnych — metoda PreQOrder

Ztozono$¢ czasowa algorytmu. Niech T (v) bedzie liczba czynnoéci ,,przechodzania” przez
wierzchotek drzewa binarnego o korzeniu w wierzchotku v dla funkcji PreOrder, wtedy:

0 dla v = NULL
T (vleft,n)+ T (v.righ,n)+3 dlav# NULL .

T (v,n) =

Stad T (v,n) = 3n = O (n).

Ztozono$¢ pamieciowa algorytmu. Niech S (v,n) bedzie liczba dodatkowych jednostek pamieci
niezbednej do wykonania funkcji PreOrder, gdzie v jest dowigzaniem do korzenia drzewa

binarnego o n wierzchotkach, wtedy:

® koszt pamieciowy zwigzany z wywotaniami rekurencyjnymi rozwazanej funkcji jest rowny co

do statej wysokosci drzewa wywotan rekurencyjnych, czyli O (n),
® koszt pamieciowy zwigzany z uzyciem zmiennych pomocniczych jest staty,
stad S (v,n) =0 (n) + O (1) = O (n).

Pytanie. Jaki jest doktadny koszt pamieciowy wykonania algorytmu PreOrder, jezeli v jest
dowigzaniem do korzenia doskonatego drzew binarnego o n wierzchotkach?
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Rekurencja — metody przechodzenia drzew binarnych — metody InOrder, PostOrder

void InOrder(v TreeNode) {
if (v==NULL) return;
InOrder(v.left); // odwiedzamy lewe poddrzewo
Wypisz(v) (v); // odwiedzamy wierzcholek
InOrder(v.right); // odwiedzamy prawe poddrzewo

void PostOrder (v TreeNode) {
if (v==NULL) return;
PostOrder(v.left); // odwiedzamy lewe poddrzewo
PostOrder(v.right); // odwiedzamy prawe poddrzewo
Wypisz(v); // odwiedzamy wierzcholek
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Rekurencja

(generowanie permutacji)
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Rekurencja — generowanie permutacji

Zadanie. Niech A bedzie niepustg tablicg n réznych liczb naturalnych. Podaj algorytm, ktéry

wypisze wszystkie permutacje elementéw tablicy A.

Rozwiazanie.

void Permutacje(int A[n], int Tmp[n], int n) {

int 1i;

if (n==0) Wypisz(Tmp); // tablica Tmp reprezentuje jedng z permutacji
else
for (i=0;i<n;i++) {
Tmp [n-1]=A[i];

Permutacje (A\A[i] ,Tmp,n-1); // wypisujemy wszystkie permutacje,
w ktorych element A[i] znajduje sie

na pozycji n-tej,
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Rekurencja — generowanie permutacji

Ztozono$¢ czasowa algorytmu. Niech T (n) bedzie liczba wywotan rekurencyjnych funkgji

Permutacje, wtedy:

0 dlan=0
T (n) 1 dlan=1 =
nT'(n—1) dlan>1

\

0O dlan=0

=0 (n!).
n! dlan>1

Ztozono$¢ pamieciowa algorytmu. Niech S (n) bedzie liczba dodatkowych jednostek pamieci

niezbednej do wykonania funkcji Permutacje, wtedy:

® koszt pamieciowy zwigzany z wywotaniami rekurencyjnymi rozwazanej funkcji jest rowny co

do statej wysokosci drzewa wywotan rekurencyjnych, czyli © (n),

® koszt pamieciowy zwigzany z uzyciem tablicy pomocniczej T'mp jest réwny n,

stad S(n) = O (n) +n = 0O (n).
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Analiza ztozonosci algorytméw rekurencyjnych —

uogolnienie
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Analiza ztozonosci algorytmow rekurencyjnych — uogdlnienie

Twierdzenie (o rekurencji uniwersalnej). Niech a > 1, b > 1 beda statymi, f : N — RT U {0}
pewnga funkcja i nich T (n) réwnaniem rekurencyjnym ztozonosci pewnego algorytmu, postaci
n
2)+ £ (),
traktujemy jako to L%J albo [%] wtedy:

T(n):aT(

i

gdzie ¢

® jezeli f (n) =0 (nlogb @=€) dla pewnej statej e > 0, to
T(n)=06 <nlogb a) :

® jezeli f(n) =© (nl°8v %) | to

T (n)=06 <n10gb “lg n) :

o jezeli f (n) = (n!°8b 2T€) dla pewnej statej e > 0, to
T (n)=0(f(n)),

pod warunkiem, Ze af (%) < cf (n) dla pewnej statej ¢ < 1 i wszystkich dostatecznie

duzych n.

12 pazdziernika 2008 Slajd 52 Pawel Rembelski



