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Algorytmy i struktury danych � materiaªy wykªadowe Studia zaoczne PJWSTK

Plan wykªadu:
• notacja asymptotyczna,
• poj¦cie algorytmu,
• koszt algorytmu,
• zªo»ono±¢ algorytmu,
• optymalno±¢ algorytmu,
• poj¦cie struktury danych,
• poprawno±¢ algorytmu,
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Algorytmy i struktury danych � materiaªy wykªadowe Studia zaoczne PJWSTK

Plan wykªadu c.d.:
• grafy:� de�nicje podstawowe,� implementacje grafów,
• drzewa:� de�nicje podstawowe.� implementacje drzew binarnych,� implementacje drzew n-arnych,
• rekurencja:� metody przechodzenia drzew binarnych,� generowanie permutacji,

• analiza zªo»ono±ci algorytmów rekurencyjnych � uogólnienie.
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Notacja asymptotyczna
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Notacja asymptotyczna � rz¦dy funkcjiDe�nicja. Niech f : N → R
+ ∪ {0} i g : N → R

+ ∪ {0} b¦d¡ funkcjami takimi, »e:

lim
n→∞

f (n)

g (n)
= a,gdzie a ∈ R+ ∪ {0}. Je»eli:

• a = 0, to mówimy, »e rz¡d funkcji f jest ±ci±le mniejszy ni» rz¡d funkcji g i oznaczamy przez

f ≺ g,

• a > 0, to mówimy, »e rz¡d funkcji f jest równy rz¦dowi funkcji g (lub funkcje f i g s¡ tegosamego rz¦du) i oznaczamy przez f � g,
• a = ∞, to mówimy, »e rz¡d funkcji f jest ±ci±le wi¦kszy ni» rz¡d funkcji g i oznaczamyprzez f � g.Wniosek. Je»eli dla pewnej funkcji f znajdziemy funkcj¦ g tak¡, »e f � g oraz:

• g (n) = c, gdzie c ≥ 0 jest pewn¡ staª¡, to f jest funkcj¡ staª¡,
• g (n) = logc n, gdzie c > 0 jest pewn¡ staª¡ i n ≥ 1, to f jest funkcj¡ logarytmiczn¡ (dlafunkcji log2 n wprowadzamy oznaczenie lg n),12 pa¹dziernika 2008 Slajd 5 Paweª Rembelski



Algorytmy i struktury danych � materiaªy wykªadowe Studia zaoczne PJWSTK

Notacja asymptotyczna � rz¦dy funkcji

• g (n) = n
1
c , gdzie c > 1 jest pewn¡ staª¡, to f jest funkcj¡ pierwiastkow¡ (lubpodwielomianow¡),

• g (n) = nc, gdzie c ≥ 1 jest pewn¡ staª¡, to f jest funkcj¡ wielomianow¡ (szczególnymprzypadkiem funkcji wielomianowej jest funkcja liniowa),

• g (n) = cn, gdzie c > 1 jest pewn¡ staª¡, to f jest funkcj¡ wykªadnicz¡,

• g (n) = nn, to f jest funkcj¡ ponadwykªadnicz¡.Pytanie. Jaki jest rz¡d funkcji f (n) = n! wzgl¦dem przedstawionych rz¦dów funkcji?Pytanie. Jaki jest rz¡d funkcji f (n) = lg n! wzgl¦dem przedstawionych rz¦dów funkcji?Wniosek. Je»eli c > 1 jest pewn¡ staª¡, to:
c ≺ logc n ≺ n

1
c ≺ n ≺ n lg n ≺ nc ≺ cn ≺ n! ≺ nn,dla wszystkich dostatecznie du»ych n.
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Notacja asymptotyczna � o funkcji lg n! nieco dokªadniejOgraniczenie z góry:
lg n! = lg

n
∏

i=1

i ≤ lg
n

∏

i=1

n = lg nn = n lg n,czyli lg n! ≤ n lg n.Ograniczenie z doªu:
lg n! = lg

n
∏

i=1

i =

n
∑

i=1

lg i ≥

∫ n

1

lg xdx =

∫ n

1

ln x

ln 2
dx

=

(

x ln x − x

ln 2

)n

1

≥ c ·
n ln n

ln 2
= c · n lg n,gdzie c ≤ 1 jest pewn¡ dodatni¡ staª¡, czyli lg n! ≥ c · n lg n.Wniosek. Poniewa» lg n! ≤ n lg n i lg n! ≥ c · n lg n, dla 0 < c ≤ 1, to lg n! � n lg n.Zadanie (*). Wyznacz mo»liwie dokªadnie funkcj¦ odwrotn¡ do funkcji f (n) = lg n! wdziedzinie R+ \ (0, 1).
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Notacja asymptotyczna � ograniczenie z doªuDe�nicja. Niech f : N → R
+ ∪ {0} i g : N → R

+ ∪ {0} b¦d¡ funkcjami. Je»eli f � g albo

f � g, to mówimy »e rz¡d funkcji f jest równy co najmniej rz¦dowi funkcji g (lub funkcja gogranicza z doªu funkcj¦ f) i oznaczamy przez f = Ω(g).

Na przedstawionym rysunku f = Ω(g), gdzie c > 0 jest pewn¡ staª¡.
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Notacja asymptotyczna � ograniczenie z góryDe�nicja. Niech f : N → R
+ ∪ {0} i g : N → R

+ ∪ {0} b¦d¡ funkcjami. Je»eli f ≺ g albo

f � g, to mówimy »e rz¡d funkcji f jest równy co najwy»ej rz¦dowi funkcji g (lub funkcja gogranicza z góry funkcj¦ f) i oznaczamy przez f = O (g).

Na przedstawionym rysunku f = O (g), gdzie c > 0 jest pewn¡ staª¡.
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Notacja asymptotyczna � ograniczenie z doªu i z góryDe�nicja. Niech f : N → R+ ∪ {0} i g : N → R+ ∪ {0} b¦d¡ funkcjami. Je»eli f � g, tomówimy »e funkcja g ogranicza z doªu i z góry funkcj¦ f i oznaczamy przez f = Θ(g).

Na przedstawionym rysunku f = Θ(g), gdzie c1, c2 > 0 s¡ pewnymi staªymi.
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Poj¦cie algorytmu

12 pa¹dziernika 2008 Slajd 11 Paweª Rembelski



Algorytmy i struktury danych � materiaªy wykªadowe Studia zaoczne PJWSTK

Poj¦cie algorytmu � wprowadzenieIdea dla nie informatyka. Algorytm to metoda post¦powania, która prowadzi do rozwi¡zaniapostawionego problemu.Przykªad. Metoda prania w pralce automatycznej:

• wª¡cz pralk¦,
• zaªaduj ubrania i nasyp proszek,
• je»eli ubrania s¡ bardzo brudne, to nastaw program z zakresu VII-XII, w przeciwnymprzypadku nastaw program z zakresu I-VI,
• odkr¦¢ zawór doprowadzaj¡cy wod¦ do pralki,
• naci±nij przycisk START,
• dopóki nie za±wieci si¦ kontrolka KONIEC, nie przeszkadzaj pralce w pracy,

• zakr¦¢ zawór doprowadzaj¡cy wod¦ do pralki,
• wyjmij ubrania,

• wyª¡cz pralk¦.12 pa¹dziernika 2008 Slajd 12 Paweª Rembelski



Algorytmy i struktury danych � materiaªy wykªadowe Studia zaoczne PJWSTK

Poj¦cie algorytmu � wprowadzenieIdea dla informatyka. Algorytm to sko«czony ci¡g etapów, które pozwalaj¡ przeksztaªci¢ daneinformacje wej±ciowe (dane wej±ciowe) w informacje wyj±ciowe (dane wyj±ciowe).Przykªad. Algorytm obliczania silni liczby naturalnej n:

• na s podstaw jeden a na i podstaw zero,
• dopóki i < n wykonaj� zwi¦ksz i o jeden,� na s podstaw wynik iloczynu s i i,
• wynikiem jest s = n!.
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Poj¦cie algorytmu � jak zapisywa¢ algorytmyRozwi¡zanie dla nie informatyka. J¦zyk naturalny, który niestety w wielu przypadkach jestniejednoznaczny co powoduje, »e konstrukcje wyra»one w tym j¦zyku tak»e s¡ niejednoznaczne.Przykªad. �Z »ycia wzi¦te�, informacja dotycz¡ca zni»ek dla dzieci w opªacie hotelowej, tj.metoda doboru zni»ki w zale»no±ci od wieku dziecka:
• je»eli twoje dziecko ma mniej ni» 10 lat, to je»eli twoje dziecko ma wi¦cej ni» 6 lat, toprzysªuguje zni»ka 50%, w przeciwnym przypadku przysªuguje zni»ka 100%, a w ka»dyminnym przypadku przysªuguje zni»ka 0%.Pytanie. Jaka zni»ka przysªuguje dziecku w wieku 4 lat?Pytanie. Jaka zni»ka przysªuguje dziecku w wieku 8 lat?Pytanie. Jaka zni»ka przysªuguje dziecku w wieku 12 lat?
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Poj¦cie algorytmu � jak zapisywa¢ algorytmyRozwi¡zanie dla informatyka. J¦zyk (lub pseudoj¦zyk) programowania o jednoznacznej skªadni isemantyce.Przykªad. Algorytm obliczania silni liczby naturalnej n:int Silnia(int n) {int s=1,i=0;while (i<n) {i=i+1;s=s*i;}return s;}Uwaga! W dalszej cz¦±ci wykªadu b¦dziemy stosowali pseudoj¦zyk programowania o skªadni isemantyce zbli»onej do j¦zyków C++ i Java.
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Koszt algorytmu
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Koszt algorytmuIdea. Operacj¡ dominuj¡c¡ w algorytmie nazywamy ten jego element, którego wykonanieuwa»amy za najbardziej kluczowe z punktu widzenia np. implementacji i uruchomienia na danymkomputerze.Pytanie. Któr¡ z operacji w algorytmie Silnia powinni±my uzna¢ za dominuj¡c¡, je»eli algorytmimplementujemy i uruchamiamy na standardowym komputerze klasy PC?De�nicja. Niech Alg b¦dzie algorytmem oraz d b¦d¡ ustalonymi danymi wej±ciowymi dla tegoalgorytmu. Koszt czasowy wykonania algorytm Alg dla danych wej±ciowych d jest to liczbaoperacji dominuj¡cych jakie wykonuje rozwa»any algorytm na rozwa»anych danych wej±ciowych.Koszt czasowy oznaczamy przez t (Alg, d).Pytanie. Jaki jest koszt czasowy algorytmu Silnia dla argumentu wej±ciowego n = 10?De�nicja. Niech Alg b¦dzie algorytmem oraz d b¦d¡ ustalonymi danymi wej±ciowymi dla tegoalgorytmu. Koszt pami¦ciowy wykonania algorytm Alg dla danych wej±ciowych d jest to liczbadodatkowych jednostek pami¦ci jakie s¡ niezb¦dne do wykonania rozwa»anego algorytmu narozwa»anych danych wej±ciowych. Koszt pami¦ciowy oznaczamy przez s (Alg, d).Pytanie. Jaki jest koszt pami¦ciowy algorytmu Silnia dla argumentu wej±ciowego n = 10?
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Zªo»ono±¢ algorytmu
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Zªo»ono±¢ algorytmuDe�nicja. Zªo»ono±¢ czasowa algorytmu Alg to liczba operacji dominuj¡cych jakie wykonujerozwa»any algorytm na danych wej±ciowych rozmiaru n, wyra»ona jako funkcja rozmiaru tychdanych. Zªo»ono±¢ czasow¡ oznaczamy przez T (Alg, n).Pytanie. Jaka jest zªo»ono±¢ czasowa algorytmu Silnia?Pytanie. Jakie jest ograniczenie dolne zªo»ono±ci czasowej algorytmu Silnia?De�nicja. Zªo»ono±¢ pami¦ciowa algorytmu Alg to liczba dodatkowych jednostek pami¦ci jakies¡ niezb¦dne do wykonania rozwa»anego algorytmu na danych wej±ciowych rozmiaru n, wyra»onajako funkcja rozmiaru tych danych. Zªo»ono±¢ pami¦ciow¡ oznaczamy przez S (Alg, n).Pytanie. Jaka jest zªo»ono±¢ pami¦ciowa algorytmu Silnia?Pytanie. Jakie jest ograniczenie górne zªo»ono±ci czasowej algorytmu Silnia?Uwaga! W dalszej cz¦±ci wykªadu b¦dziemy u»ywali skróconej notacji zªo»ono±ci T (n) i S (n)je»eli b¦dzie to jednoznaczne.
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Zªo»ono±¢ algorytmuProblem. Czy zªo»ono±¢ czasow¡ algorytmu mo»na zawsze poda¢ w sposób dokªadny ... niestetynie! Dla niektórych algorytmów, zªo»ono±¢ czasowa jest funkcj¡ nie tylko rozmiaru danychwej±ciowych ale i ich postaci.Przykªad. Algorytm losowego mno»enia.void LosoweMno»enie(bool A[n],int n) {int i,s=2;for (i=0;i<n;i++)if (A[i]==false) s=s*2;return s;}Pytanie. Jaka jest zªo»ono±¢ czasowa algorytmu LosoweMno»enie, je»eli operacj¡ dominuj¡c¡jest dziaªanie mno»enia?
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Zªo»ono±¢ algorytmuDe�nicja. Pesymistyczna zªo»ono±¢ czasowa algorytmu Alg, oznaczona przez W (Alg, n) jestrówna
W (Alg, n) = max {t (Alg, d) : d ∈ Dn} ,gdzie Dn jest zbiorem wszystkich danych wej±ciowych rozmiaru n dla problemu, który rozwi¡zujealgorytm Alg.De�nicja. �rednia (oczekiwana) zªo»ono±¢ czasowa algorytmu Alg, oznaczona przez

A (Alg, n)jest równa
A (Alg, n) =

∑

d∈Dn

p (d) ·t (Alg, d) ,gdzie Dn jest zbiorem wszystkich danych wej±ciowych rozmiaru n dla problemu, który rozwi¡zujealgorytm Alg, a p (d) jest prawdopodobie«stwem wyst¡pienia danych d.Pytanie. Jaka jest zªo»ono±¢ czasowa algorytmu LosoweMno»enie, je»eli operacj¡ dominuj¡c¡jest dziaªanie mno»enia:

• w przypadku ±rednim,

• w przypadku pesymistycznym?Pytanie. Jaka jest ±rednia i pesymistyczna zªo»ono±¢ czasowa algorytmu Silnia?12 pa¹dziernika 2008 Slajd 21 Paweª Rembelski
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Zªo»ono±¢ algorytmu � algorytmy �efektywne�Idea. Algorytm nazywamy efektywnym je»eli jego zªo»ono±¢ czasowa i pami¦ciowa jest conajwy»ej wielomianowa wzgl¦dem rozmiaru danych wej±ciowych.Przykªad. Rozwa»my trzy algorytmy Alg1, Alg2 i Alg3 rozwi¡zuj¡ce ten sam problem, gdzie

T (Alg1, n) = lg n, T (Alg2, n) = n2, T (Alg3, n) = 2n.Uruchamiamy równolegle rozwa»ane algorytm dla identycznych danych wej±ciowych d rozmiaru nna trzech jednakowych komputerach, które dla uproszczenia wykonuj¡ jedn¡ operacj¦ dominuj¡c¡na sekund¦. Jak dªugo b¦dziemy oczekiwali na wynik oblicze«?
• dla n = 8, t (Alg1, d) = 3 sek., t (Alg2, d) = 64 sek., t (Alg3, d) = 256 sek.

• dla n = 16, t (Alg1, d) = 4 sek., t (Alg2, d) = 256 sek., t (Alg3, d) ≈ 18, 2 godz.

• dla n = 32, t (Alg1, d) = 5 sek., t (Alg2, d) ≈ 17, 1 min., t (Alg3, d) ≈ 136, 2 lat!Pytanie. Ile lat zajmie wykonania algorytmu Alg3 dla danych d rozmiaru 64?
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Optymalno±¢ algorytmu
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Optymalno±¢ algorytmuDe�nicja. Niech T (n) b¦dzie funkcj¡ zªo»ono±ci czasowej algorytmu Alg rozwi¡zuj¡cego pewienproblem P dla danych wej±ciowych rozmiaru n. Algorytm Alg nazywamy optymalnym (w sensiezªo»ono±ci czasowej) rozwi¡zaniem problemu P je»eli nie istniej algorytm Alg∗, o pesymistycznejzªo»ono±ci czasowej W ∗ (Alg∗, n), rozwi¡zuj¡cy problem P taki, »e W ∗ (Alg∗, n) ≺ T (n).De�nicja. Niech T (n) b¦dzie funkcj¡ zªo»ono±ci czasowej optymalnego algorytmu Algrozwi¡zuj¡cego pewien problem P dla danych wej±ciowych rozmiaru n. Algorytm Alg∗ nazywamyoptymalnym, w przypadku ±rednim, rozwi¡zaniem problemu P je»eli A (Alg∗, n) � T (n).De�nicja. Niech T (n) b¦dzie funkcj¡ zªo»ono±ci czasowej optymalnego algorytmu Algrozwi¡zuj¡cego pewien problem P dla danych wej±ciowych rozmiaru n. Algorytm Alg∗nazywamy optymalnym, w przypadku pesymistycznym, rozwi¡zaniem problemu P je»eli

W (Alg∗, n) � T (n).Wniosek. Ka»dy algorytm optymalny w przypadku pesymistycznym jest algorytmem optymalnymdla zadanej klasy problemów, ale nie ka»dy algorytm optymalny w przypadku ±rednim jestalgorytmem optymalnym dla zadanej klasy problemów.
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Poj¦cie struktury danych
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Poj¦cie struktury danychIdea. Struktura danych, to ±rodowisko dziaªania algorytmu. Ten sam algorytm w ro»nych±rodowiskach mo»e rozwi¡zywa¢ ró»ne problemy.De�nicja. Struktur¡ danych nazywamy system algebraiczny

S = 〈U, o1, o2, . . . , ok, r1, r2, . . . , rn〉 ,którego uniwersum U okre±la mo»liwe warto±ci zmiennych algorytmu, a operacje o1, o2, . . . , ok irelacje r1, r2, . . . , rn dostarczaj¡ narz¦dzi do realizacji algorytmu.Przykªad. Rozwa»my algorytm Silnia. Domy±lnie zaªo»yli±my, »e struktur¡ danych jest w tymprzypadku nast¦puj¡cy system algebraiczny
S = 〈N, +, ·, <〉 .Pytanie. Jaka jest posta¢ struktury danych dla algorytmu LosoweMno»enie?Pytanie. Jaki problem rozwi¡zuje algorytm Silnia, je»eli zaªo»ymy, »e struktura danych jestsystem algebraiczny

S = 〈N, +, ·, <〉 ,gdzie a · b =def a + b?12 pa¹dziernika 2008 Slajd 26 Paweª Rembelski
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Poprawno±¢ algorytmu
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Poprawno±¢ algorytmuIdea. Algorytm jest poprawny, je»eli jest zgodny zamierzeniami.Problem. Jak formalnie opisa¢ nasze zamierzenia?De�nicja. Specy�kacj¡ algorytmu nazywamy par¦

〈wp, wk〉 ,gdzie wp jest warunkiem pocz¡tkowym a wk jest warunkiem ko«cowym algorytmu.Przykªad. Rozwa»my algorytm Silnia, jego specy�kacja jest nast¦puj¡ca:int Silnia(int n) { // warunek pocz¡tkowy: n ∈ Nint s=1,i=0;while (i<n) {i=i+1;s=s*i;}return s; // warunek ko«cowy: s = n!}12 pa¹dziernika 2008 Slajd 28 Paweª Rembelski
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Poprawno±¢ algorytmuDe�nicja. Algorytm Alg dziaªaj¡cy w strukturze danych S jest cz¦±ciowo poprawny ze wzgl¦duna specy�kacj¦ 〈wp, wk〉 wtedy i tylko wtedy, gdy dla wszystkich danych wej±ciowych, którespeªniaj¡ warunek pocz¡tkowy wp, je»eli algorytm Alg zatrzyma si¦, to uzyskane dane wyj±ciowespeªniaj¡ warunek ko«cowy wk.Pytanie. Czy algorytm Silnia jest cz¦±ciowo poprawny w strukturze danych S = 〈N, +, ·, <〉?De�nicja. Algorytm Alg dziaªaj¡cy w strukturze danych S jest caªkowicie poprawny (poprawny)ze wzgl¦du na specy�kacj¦ 〈wp, wk〉 wtedy i tylko wtedy, gdy dla wszystkich danych wej±ciowych,które speªniaj¡ warunek pocz¡tkowy wp algorytm Alg zatrzyma si¦ i uzyskane dane wyj±ciowespeªniaj¡ warunek ko«cowy wk.Pytanie. Czy algorytm Silnia jest caªkowicie poprawny w strukturze danych S = 〈N, +, ·, <〉?Wniosek. Ka»dy algorytm, który jest caªkowicie poprawny jest tak»e cz¦±ciowo poprawny, ale nieka»dy algorytm, który jest cz¦±ciowo poprawny jest tak»e caªkowicie poprawny.
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Poprawno±¢ algorytmu � przykªadPrzykªad. Rozwa»my algorytm realizuj¡cy nast¦puj¡cy ci¡g operacji:bool Collatz(int n) { // warunek pocz¡tkowy: n ∈ N
+int i=n;while (i>1)if (i mod 2 == 0) i=i/2;else i=3*i+1;return TRUE; // warunek ko«cowy: i = 1}Hipoteza Collatza. Dla dowolnej liczby naturalnej dodatniej n prawd¡ jest, »e

Collatz (n) ≡ true.Wniosek. Zaªó»my, »e hipoteza Collatza jest faªszywa, wtedy:
• algorytm Collatz jest cz¦±ciowo poprawny,
• algorytm Collatz nie jest caªkowicie poprawny.
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Poprawno±¢ algorytmu � poprawno±¢ algorytmów iteracyjnychDe�nicja. Niezmiennikiem p¦tli nazywamy formuª¦, która je»eli jest prawdziwa na pocz¡tkuwykonania tre±ci p¦tli, to jest tak»e prawdziwa na ko«cu wykonania jej tre±ci.Twierdzenie. Je»eli formuªa jest prawdziwa przed wykonaniem p¦tli (tj. przed wej±ciem do p¦tli)i jest ona niezmiennikiem p¦tli, to jest tak»e prawdziwa po wykonani p¦tli (tj. po wyj±ciu z p¦tli).Przykªad. Rozwa»my algorytm Silnia i formuª¦ s = i!:int Silnia(int n) { // warunek pocz¡tkowy: n ∈ Nint s=1,i=0;// 1 =def 0! ⇒ s = i!while (i<n) { // s = i!i=i+1; // s = (i − 1)!s=s*i; // s
i

= (i − 1)! ⇒ s = i!}// s = i! ∧ ¬ (i < n) ⇒ s = i! ∧ i ≥ n ale i jest inkrementowane o 1,// czyli s = i! ∧ i = n ⇒ s = n!return s; // warunek ko«cowy: s = n!}Pytanie. Która z formuª true, s = n! jest niezmiennikiem p¦tli algorytmu Silnia, i która pozwaladowie±¢ poprawno±ci warunku ko«cowego s = n!?12 pa¹dziernika 2008 Slajd 31 Paweª Rembelski
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Grafy(de�nicje podstawowe)
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Grafy � de�nicje podstawoweDe�nicja. Grafem (grafem zorientowanym) nazywamy par¦ uporz¡dkowan¡ G = (V, E), gdzie Vjest niepustym zbiorem, a E dowolnym podzbiorem produktu kartezja«skiego V × V . Elementyzbioru V nazywamy wierzchoªkami (w¦zªami) grafu, a elementy zbioru E nazywamy kraw¦dziamigrafu.Pytanie. Ile ro»nych grafów mo»na utworzy¢ w zbiorze n wierzchoªków?De�nicja. Grafem niezorientowanym nazywamy graf G = (V, E) taki, »e dla dowolnych dwóchwierzchoªków u, v ∈ V zachodzi (u, v) ∈ E wtedy i tylko wtedy, gdy (v, u) ∈ E.Pytanie. Ile ro»nych grafów niezorientowanych mo»na utworzy¢ w zbiorze n wierzchoªków?De�nicja. Grafem z wagami nazywamy trójk¦ G = (V, E, f), gdzie para (V, E) jest grafem, a

f : E → N+ jest funkcj¡ wag kraw¦dzi.Zadanie (*). Ile ró»nych grafów wa»onych mo»na utworzy¢ w zbiorze n wierzchoªków, je»elifunkcja wag kraw¦dzi jest postaci f : E → {1, 2, 3}?

12 pa¹dziernika 2008 Slajd 33 Paweª Rembelski



Algorytmy i struktury danych � materiaªy wykªadowe Studia zaoczne PJWSTK

Grafy � de�nicje podstawoweDe�nicja. Niech G = (V, E) b¦dzie grafem. Dwa ro»ne wierzchoªki u, v ∈ V nazywamys¡siednimi (incydentnymi) wtedy i tylko wtedy, gdy (u, v) ∈ E.De�nicja. Grafem peªnym nazywamy graf taki, »e dowolne dwa wierzchoªki grafu s¡ s¡siednie.Pytanie. Ile kraw¦dzi zawiera peªny graf nieskierowany o n-wierzchoªkach.De�nicja. Drog¡ w gra�e nazywamy ci¡g wierzchoªków v1, v2, . . . , vn taki, »e dwa wierzchoªki

vi, vi+1 s¡ s¡siednie, dla i = 1, 2, . . . , n − 1. Dªugo±¢ drogi to liczba kraw¦dzi j¡ tworz¡cych (wtym przypadku n − 1).De�nicja. Grafem spójnym nazywamy graf taki, »e dowolne dwa wierzchoªki grafu poª¡czone s¡drog¡.De�nicja. Niech v1, v2, . . . , vn b¦dzie drog¡ w gra�e. Je»eli v1 = vn to drog¦ nazywamy drog¡zamkni¦t¡.De�nicja. Niech v1, v2, . . . , vn b¦dzie drog¡ zamkni¦t¡ w gra�e. Je»eli vi 6= vj , dla

i, j = 2, 3, . . . , n − 1, to drog¦ nazywamy cyklem.
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Grafy(implementacja grafów)
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Grafy � implementacja grafówDe�nicja . Niech G = (V, E) b¦dzie grafem. Macierz¡ s¡siedztwa M grafu G nazywamy macierzkwadratow¡ rozmiaru |V | × |V |, której wiersze i kolumny numerowane s¡, w ustalonym porz¡dku,etykietami wierzchoªków grafu i tak¡, »e M [u, v] = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy (u, v) ∈ E oraz

M [u, v] = 0 w przeciwnym przypadku.De�nicja. Niech G = (V, E, f) b¦dzie grafem z wagami. Macierz¡ s¡siedztwa M grafu Gnazywamy macierz kwadratow¡ rozmiaru |V | × |V |, której wiersze i kolumny numerowane s¡, wustalonym porz¡dku, etykietami wierzchoªków grafu i tak¡, »e M [u, v] = f ((u, v)) wtedy i tylkowtedy, gdy (u, v) ∈ E oraz M [u, v] = 0 w przeciwnym przypadku.Pytanie. Niech M b¦dzie macierz¡ s¡siedztwa n-wierzchoªkowego grafu G = (V, E). Jaki jestkoszt poni»szych operacji na gra�e G wyra»ony liczb¡ operacji odniesie« do pojedynczegoelementu macierzy M :

• sprawdzenie, czy dwa wierzchoªki s¡ s¡siednie,
• wstawienie kraw¦dzi do grafu,
• usuni¦cie kraw¦dzi w gra�e,

• wyznaczenie stopnia wierzchoªka (stopie« wierzchoªka to liczba wierzchoªków z nims¡siednich)?12 pa¹dziernika 2008 Slajd 36 Paweª Rembelski
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Grafy � implementacja grafówDe�nicja. Niech G = (V, E) b¦dzie grafem. Tablic¡ list incydencji T grafu G nazywamy wektorlist wierzchoªków rozmiaru |V |, którego elementy numerowane s¡, w ustalonym porz¡dku,etykietami wierzchoªków grafu i taki, »e v ∈ T [u] wtedy i tylko wtedy, gdy (u, v) ∈ E.De�nicja. Niech G = (V, E, f) b¦dzie grafem z wagami. Tablic¡ list incydencji T grafu Gnazywamy wektor list par (v, c), gdzie v ∈ V i c ∈ N
+, rozmiaru |V |, którego elementynumerowane s¡, w ustalonym porz¡dku, etykietami wierzchoªków grafu i taki, »e (v, c) ∈ T [u]wtedy i tylko wtedy, gdy (u, v) ∈ E i c = f ((u, v)).Pytanie. Niech T b¦dzie tablic¡ list incydencji n-wierzchoªkowego grafu G = (V, E). Jaki jestkoszt poni»szych operacji na gra�e G wyra»ony liczb¡ operacji przechodzenia elementów listskªadowych tablicy T :

• sprawdzenie, czy dwa wierzchoªki s¡ s¡siednie,
• wstawienie kraw¦dzi do grafu,
• usuni¦cie kraw¦dzi w gra�e,

• wyznaczenie stopnia wierzchoªka (stopie« wierzchoªka to liczba wierzchoªków z nims¡siednich)?12 pa¹dziernika 2008 Slajd 37 Paweª Rembelski
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Drzewa(de�nicje podstawowe)
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Drzewa � de�nicje podstawoweDe�nicja. Graf niezorientowany G = (V, E) nazywamy drzewem wtedy i tylko wtedy, gdy grafjest spójny i acykliczny (tj. w gra�e nie istnieje cykl). Je»eli dodatkowo w gra�e wyró»nimypewien wierzchoªek v ∈ V nazywany korzeniem, to drzewo takie nazywamy drzewem z ustalonymkorzeniem.Uwaga! W dalszej cz¦±ci wykªadu b¦dziemy zajmowali si¦ jedynie drzewami z ustalonymkorzeniem i dla prostoty b¦dziemy nazywali je drzewami.De�nicja. Niech r b¦dzie korzeniem drzewa G = (V, E). Wierzchoªek u nazywamypoprzednikiem wierzchoªka v wtedy i tylko wtedy, gdy w gra�e G istnieje droga z wierzchoªka rdo wierzchoªka v, na której wierzchoªek u wyst¦puje tu» przed wierzchoªkiem v.De�nicja. Wierzchoªek v nazywamy nast¦pnikiem wierzchoªka u wtedy i tylko wtedy, gdywierzchoªek u jest poprzednikiem wierzchoªka v.De�nicja. Wierzchoªkiem wewn¦trznym nazywamy wierzchoªek drzewa, który ma co najmniejjeden nast¦pnik.De�nicja. Wierzchoªkiem zewn¦trznym (li±ciem) nazywamy wierzchoªek drzewa, który nie manast¦pnika.
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Drzewa � de�nicje podstawoweDe�nicja. Drzewem regularnym nazywamy drzewo n-arne, w którym ka»dy wierzchoªekwewn¦trzny ma n nast¦pników.De�nicja. Drzewem doskonaªym nazywamy drzewo regularne n-arne, w którym wszystkiewierzchoªki zewn¦trzne znajduj¡ si¦ na jednym ustalonym poziomie.De�nicja. Drzewem binarnym nazywamy drzewo takie, »e ka»dy wierzchoªek drzewa ma conajwy»ej dwóch nast¦pników.De�nicja. Wysoko±ci¡ drzewa nazywamy dªugo±¢ najdªu»szej drogi w drzewie od korzenia dodowolnego z wierzchoªków.De�nicja. Poziomem wierzchoªka w drzewie nazywamy dªugo±¢ drogi od korzenia drzewa dotego wierzchoªka.Pytanie. Ile jest co najmniej wierzchoªków w drzewie binarnym, n-arnym o wysoko±ci h?Pytanie. Ile jest co najwy»ej wierzchoªków w drzewie binarnym, n-arnym o wysoko±ci h?Pytanie. Ile jest co najmniej wierzchoªków w drzewie binarnym, n-arnym na k-tym poziomie?Pytanie. Ile jest co najwy»ej wierzchoªków w drzewie binarnym, n-arnym na k-tym poziomie?12 pa¹dziernika 2008 Slajd 40 Paweª Rembelski
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Drzewa(implementacja drzew)
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Drzewa � implementacja drzew binarnychWierzchoªek drzewa binarnego de�niujemy jako obiekt klasy TreeNode postaci:class TreeNode {<typ> Et;TreeNode left, right;},gdzie Et jest zmienn¡ typu <typ> i reprezentuje etykiet¦ wierzchoªka drzewa, left i right tokolejno dowi¡zanie do lewego i prawego nast¦pnika danego wierzchoªka.Nieutworzony obiekt klasy TreeNode (tj. NULL ) reprezentuje puste drzewo binarne.Uwaga! W dalszej cz¦±ci wykªadu mówi¡c o dowi¡zaniu do wierzchoªka drzewa binarnego,b¦dziemy domy±lnie przyjmowali przedstawion¡ powy»ej implementacj¦.Zadanie. Niech zmienna root reprezentuje korze« drzewa binarnego. Podaj algorytm, którywyznaczy dªugo±¢ drogi od korzenia tego drzewa do �skrajnie lewego� wierzchoªka.

12 pa¹dziernika 2008 Slajd 42 Paweª Rembelski



Algorytmy i struktury danych � materiaªy wykªadowe Studia zaoczne PJWSTK

Drzewa � implementacja drzew n-arnychWierzchoªek drzewa n-arnego de�niujemy jako obiekt klasy NTreeNode postaci:class NTreeNode {<typ> Et;TreeNode successors[n];},gdzie Et jest zmienn¡ typu <typ> i reprezentuje etykiet¦ wierzchoªka drzewa, successors[n] jesttablic¡ n dowi¡za« do nast¦pników danego wierzchoªka.Nieutworzony obiekt klasy NTreeNode (tj. NULL) reprezentuje puste drzewo n-arne.Uwaga! W dalszej cz¦±ci wykªadu mówi¡c o dowi¡zaniu do wierzchoªka drzewa n-arnego,b¦dziemy domy±lnie przyjmowali przedstawion¡ powy»ej implementacj¦.
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Rekurencja(metody przechodzenia drzew binarnych)
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Rekurencja � metody przechodzenia drzew binarnych � metoda PreOrderZadanie. Niech root b¦dzie dowi¡zaniem do korzenia pewnego drzewa binarnego. Podajalgorytm, który wypisze wszystkie wierzchoªki tego drzewa w czasie liniowym wzgl¦dem ichliczby, gdzie operacj¡ dominuj¡c¡ jest czynno±¢ �przechodzania� przez wierzchoªek drzewa.Rozwi¡zanie.void PreOrder(v TreeNode) {if (v==NULL) return;Wypisz(v); // wypisujemy wierzchoªek vPreOrder(v.left); // odwiedzamy lewe poddrzewoPreOrder(v.right); // odwiedzamy prawe poddrzewo}PreOrder(root); // wypisujemy wszystkie wierzchoªki drzewa
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Rekurencja � metdy przechodzenia drzew binarnych � metoda PreOrderZªo»ono±¢ czasowa algorytmu. Niech T (v) b¦dzie liczb¡ czynno±ci �przechodzania� przezwierzchoªek drzewa binarnego o korzeniu w wierzchoªku v dla funkcji PreOrder, wtedy:

T (v, n) =







0 dla v = NULL

T (v.left, n) + T (v.righ, n) + 3 dla v 6= NULL
.St¡d T (v, n) = 3n = Θ (n).Zªo»ono±¢ pami¦ciowa algorytmu. Niech S (v, n) b¦dzie liczb¡ dodatkowych jednostek pami¦ciniezb¦dnej do wykonania funkcji PreOrder, gdzie v jest dowi¡zaniem do korzenia drzewabinarnego o n wierzchoªkach, wtedy:

• koszt pami¦ciowy zwi¡zany z wywoªaniami rekurencyjnymi rozwa»anej funkcji jest równy codo staªej wysoko±ci drzewa wywoªa« rekurencyjnych, czyli O (n),
• koszt pami¦ciowy zwi¡zany z u»yciem zmiennych pomocniczych jest staªy,st¡d S (v, n) = O (n) + O (1) = O (n).Pytanie. Jaki jest dokªadny koszt pami¦ciowy wykonania algorytmu PreOrder, je»eli v jestdowi¡zaniem do korzenia doskonaªego drzew binarnego o n wierzchoªkach?12 pa¹dziernika 2008 Slajd 46 Paweª Rembelski
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Rekurencja � metody przechodzenia drzew binarnych � metody InOrder, PostOrdervoid InOrder(v TreeNode) {if (v==NULL) return;InOrder(v.left); // odwiedzamy lewe poddrzewoWypisz(v)(v); // odwiedzamy wierzchoªekInOrder(v.right); // odwiedzamy prawe poddrzewo}void PostOrder(v TreeNode) {if (v==NULL) return;PostOrder(v.left); // odwiedzamy lewe poddrzewoPostOrder(v.right); // odwiedzamy prawe poddrzewoWypisz(v); // odwiedzamy wierzchoªek}
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Rekurencja(generowanie permutacji)
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Rekurencja � generowanie permutacjiZadanie. Niech A b¦dzie niepust¡ tablic¡ n ró»nych liczb naturalnych. Podaj algorytm, którywypisze wszystkie permutacje elementów tablicy A.Rozwi¡zanie.void Permutacje(int A[n], int Tmp[n], int n) {int i;if (n==0) Wypisz(Tmp); // tablica Tmp reprezentuje jedn¡ z permutacjielsefor (i=0;i<n;i++) {Tmp[n-1]=A[i];Permutacje(A\A[i],Tmp,n-1); // wypisujemy wszystkie permutacje,w których element A[i] znajduje si¦na pozycji n-tej,}}
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Rekurencja � generowanie permutacjiZªo»ono±¢ czasowa algorytmu. Niech T (n) b¦dzie liczb¡ wywoªa« rekurencyjnych funkcjiPermutacje, wtedy:
T (n) =















0 dla n = 0

1 dla n = 1

nT (n − 1) dla n > 1

=







0 dla n = 0

n! dla n ≥ 1
= Θ (n!) .

Zªo»ono±¢ pami¦ciowa algorytmu. Niech S (n) b¦dzie liczb¡ dodatkowych jednostek pami¦ciniezb¦dnej do wykonania funkcji Permutacje, wtedy:
• koszt pami¦ciowy zwi¡zany z wywoªaniami rekurencyjnymi rozwa»anej funkcji jest równy codo staªej wysoko±ci drzewa wywoªa« rekurencyjnych, czyli Θ (n),
• koszt pami¦ciowy zwi¡zany z u»yciem tablicy pomocniczej Tmp jest równy n,st¡d S (n) = Θ (n) + n = Θ(n).
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Analiza zªo»ono±ci algorytmów rekurencyjnych �uogólnienie
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Analiza zªo»ono±ci algorytmów rekurencyjnych � uogólnienieTwierdzenie (o rekurencji uniwersalnej). Niech a ≥ 1, b > 1 b¦d¡ staªymi, f : N → R
+ ∪ {0}pewn¡ funkcj¡ i nich T (n) równaniem rekurencyjnym zªo»ono±ci pewnego algorytmu, postaci

T (n) = aT
( n

b

)

+ f (n) ,gdzie n
b

traktujemy jako to ⌊

n
b

⌋ albo ⌈

n
b

⌉, wtedy:

• je»eli f (n) = O
(

nlogb a−ε
) dla pewnej staªej ε > 0, to

T (n) = Θ
(

nlogb a
)

,

• je»eli f (n) = Θ
(

nlogb a
) , to

T (n) = Θ
(

nlogb a lg n
)

,

• je»eli f (n) = Ω
(

nlogb a+ε
) dla pewnej staªej ε > 0, to

T (n) = Θ (f (n)) ,pod warunkiem, »e af
(

n
b

)

≤ cf (n) dla pewnej staªej c < 1 i wszystkich dostateczniedu»ych n.12 pa¹dziernika 2008 Slajd 52 Paweª Rembelski


