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Analiza Matematyczna1


	WYKŁAD 11


	RÓWNANIA RÓŻNICZKOWE ZWYCZAJNE




Problem

Znaleźć  funkcję y(x) spełniającą w każdym punkcie pewnego przedziału (a, b) równanie:
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gdzie f(x) oznacza funkcję daną ciągłą w tym przedziale.

Definicja

Równanie postaci:    
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nazywamy równaniem różniczkowym zwyczajnym pierwszego rzędu.

Definicja

Zbiór funkcji postaci:  
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gdzie:

· F(x) oznacza jakąkolwiek funkcję pierwotną funkcji f(x) w przedziale (a,b);
· C jest dowolną stałą,

nazywamy  rozwiązaniem ogólnym lub całką ogólną równania różniczkowego:   
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Przykład

Całką ogólną równania różniczkowego zwyczajnego:
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Definicja

Warunek dla funkcji y(x) postaci:   
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gdzie 
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 są z góry danymi liczbami,
nazywamy warunkiem początkowym dla równania różniczkowego.

Liczby
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 nazywamy wartościami początkowymi.

Ogólnie

Rozwiązanie równania różniczkowego z warunkiem początkowym
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Rozwiązanie ogólne jest postaci
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Z warunku początkowego obliczamy stałą C 
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Rozwiązanie to jest postaci:
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 inaczej:
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Uwaga

Istnieje dokładnie jedno rozwiązanie równania różniczkowego spełniające zadany warunek początkowy

Definicja

Funkcję:       
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lub:     
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   nazywamy 
rozwiązaniem szczególnym (całką szczególną) równania różniczkowego spełniającym warunek początkowy 
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Przykład

Znaleźć rozwiązanie szczególne równania:
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spełniające warunek początkowy:
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Rozwiązanie ogólne równania ma postać:
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Obliczamy wartość stałej C:
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Rozwiązanie szczególne jest postaci:    
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Definicja

Równaniem różniczkowym zwyczajnym nazywamy równanie w którym niewiadomą jest funkcja y(x) zmiennej x i w którym mogą występować pochodne tej funkcji aż do rzędu n.
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	  Rozwiązanie ogólne zależy od n stałych dowolnych                        
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Przykład
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Równania różniczkowe zwyczajne – równania różniczkowe dla którego funkcja niewiadoma jest funkcja jednej zmiennej.

Równania różniczkowe cząstkowe – równania różniczkowe dla którego funkcja niewiadoma jest funkcją dwóch lub większej ilości zmiennych.

Definicja

Liczbę 
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 nazywamy 

rzędem równania różniczkowego

jeżeli występuje w tym równaniu pochodna rzędu n funkcji niewiadomej y(x) , nie występuje natomiast w tym równaniu pochodna rzędu wyższego niż n .

Przykład
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- równanie r. rzędu drugiego,
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- równanie r. zwyczajne rzędu czwartego

Definicja

Całką szczególną (rozwiązaniem szczególnym) równania różniczkowego na przedziale X nazywamy funkcję spełniająca to równanie w każdym punkcie tego przedziału.

Przykład
Funkcja:   
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jest rozwiązaniem szczególnym równania:
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ponieważ:
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Definicja

Krzywą całkową nazywamy wykres każdego rozwiązania szczególnego równania różniczkowego.

Definicja

Zagadnieniem Cauchy’ego dla równania różniczkowego rzędu n nazywamy zagadnienie: 

	Znaleźć całkę szczególną danego równania, 
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która spełnia warunki początkowe:
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przy czym liczby:   
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i nazywamy je  wartościami początkowymi 


Dla n=1 warunki te redukują się do warunku:
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Przykład

Rozwiązać zagadnienie Cauchy’ego dla równania:
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z warunkami początkowymi:
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Rozwiązanie:
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Obliczamy stałe 
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stąd:
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Rozwiązanie szczególne jest postaci: 
[image: image61.wmf]x

x

y

+

=

3


Definicja

Jeżeli każdemu układowi n liczb 
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 wybieranych dowolnie z pewnych przedziałów, jest przyporządkowana dokładnie jedna krzywa całkowa równania różniczkowego rzędu n, to mówimy, że jest określona rodzina krzywych całkowych tego równania zależna od n parametrów 
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Przykład

· Równanie:     
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przedstawia rodzinę krzywych całkowych równania:
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· Równanie:
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przedstawia rodzinę krzywych całkowych równania:
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Definicja

Całka ogólną (rozwiązaniem ogólnym) równania różniczkowego rzędu n nazywamy rodzinę krzywych całkowych tego równania zależną od n parametrów, których wartości można tak dobrać, aby otrzymać krzywą całkową spełniającą warunki początkowe:
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dla każdego układu wartości początkowych 
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Przykład

Rodzina funkcji:
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przedstawia całkę ogólną równania:  
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· Każda funkcja z dwuparametrowej rodziny funkcji:
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 jest całką szczególną równania   
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· Przyjmując dowolnie układ wartości początkowych 
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 tak aby otrzymać całkę szczególną spełniającą warunki:
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Obliczenia:
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Stąd:     
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Szukaną całką szczególną spełniająca warunki 
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jest funkcja:

   y=
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RÓWNANIA RÓŻNICZKOWE O ZMIENNYCH ROZDZIELONYCH

· 
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· przedziały 
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Definicja

Równanie różniczkowe o funkcji niewiadomej y(x):
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nazywamy 
równaniem różniczkowym o zmiennych rozdzielonych.

Równanie to można zapisać także w postaci:
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lub:                          
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Równanie ostatnie można zapisać w postaci:
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przy czym obie całki rozumiemy tu jako dowolne, 
lecz ustalone funkcje pierwotne.

Równość:          
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przedstawia całkę ogólną równania:   
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Twierdzenie

Jeżeli:

· funkcja f(x) jest ciągła w przedziale (a,b) 
· funkcja h(y) jest ciągła w przedziale (c,d) 
    oraz nie przyjmuje w nim wartości zero, 
to całka ogólna równania:    
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jest postaci:   
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gdzie:

H – oznacza pewną funkcję pierwotną funkcji h na (c,d)

F – oznacza pewną funkcję pierwotną funkcji f na  (a,b)

Ponadto, przez każdy punkt (x,y) prostokąta:
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przechodzi jedna i tylko jedna krzywa całkowa tego równania.
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Przykład

Znaleźć całkę szczególną równania:    
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przechodzącą przez punkt (0,0).

Jest to równanie o zmiennych rozdzielonych:
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Mamy zatem:  
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dla x=0 i y=0          
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Rozwiązanie szczególne jest postaci:
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Szukaną całką szczególną jest funkcja:
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Przykład

Znaleźć krzywą całkową równania:
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przechodzącą przez punkt (1,1).

· Rozdzielamy zmienne w równaniu:

ydy=-2xdx

· Całkujemy równanie:


[image: image109.wmf]C

x

y

+

-

=

2

2

2


Stąd:                        
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Równanie to przedstawia elipsę dla każdego C>0.

· Warunek początkowy 
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· Szukaną krzywą jest:
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RÓWNANIA JEDNORODNE
· f(u) – funkcja określona i ciągła na przedziale (a,b)
· f(u) spełnia warunek 
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Definicja

Równanie różniczkowe zwyczajne rzędu pierwszego o funkcji niewiadomej y(x):
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nazywamy równaniem różniczkowym jednorodnym.
Uwaga

Równanie to można sprowadzić do równanie o zmiennych rozdzielonych za pomocą podstawienia:
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Przykład

Znaleźć całkę ogólną równania:
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Rozpatrzmy równanie postaci:
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jest równaniem o zmiennych rozdzielonych.
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Przykład

Znaleźć całkę szczególną równania
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spełniającą warunek początkowy: y(0)=-3

· Podstawiamy:            u=x+y+7

stąd:                         
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· Rozwiązujemy równanie postaci:
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gdzie C jest dowolna liczbą.

Mamy:             
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Zatem rozwiązanie ogólne jest postaci:
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· Znajdujemy rozwiązanie szczególne:

Z warunku: y(0)=-3,
C=0  

Uzyskujemy rozwiazanie: 
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Zastosowania równań różniczkowych
Zjawisko promieniotwórczości naturalnej

Z badań eksperymentalnych wiadomo, że prędkość m'(t) 

z jaką zmniejsza się masa izotopu jest proporcjonalna do masy m(t) izotopu w danej chwili t:

m'(t) = a ( m(t)

gdzie a < 0.
Znajdziemy rozwiązanie powyższego równania.  

Ponieważ m(t) > 0, więc mamy:
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Dla stałej C postaci:   
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otrzymamy:   m(t)= C0 ∙ eat   
Zauważmy, że C0 = m(0); możemy więc interpretować stałą C0 jako wartość rozwiązania dla chwili 0. 

· jest to masa próbki w chwili t = 0, gdy zaczynamy śledzić proces rozpadu.

Zależność:         m(t)= C0  eat   
 w przypadku, gdy a < 0, jest prawem zaniku 
(the law of decay), stała a jest stałą zaniku. 
Charakterystyczną wartością dla równania:

m(t)= C0  eat   

jest okres połowicznego zaniku t1/2 określony przez zależność:
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Przykład

Przyjmijmy, że z badań eksperymentalnych znaleziono, że okres połowicznego zaniku pewnego izotopu wynosi 150 lat. 

Znajdziemy postać prawa zaniku dla tego izotopu. 

Mamy:
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Prawo zaniku rozpatrywanego izotopu ma postać:

m(t) = m(0) ( e-0.0046t
Gdy w równaniu:

m'(t) = a ( m(t)

stała a jest dodatnia: a > 0, to mówimy, że rozwiązanie

m(t) = m(0) ( eat.

określa prawo wzrostu (the law of growth); stała a jest w tym przypadku stałą wzrostu. 
Rozwiązanie powyższe możemy interpretować jako prawo wedle którego wzrasta liczebność pewnej populacji wtedy, gdy szybkość jej przyrostu jest proporcjonalna do jej liczebności w danej chwili.

Definicja

Równaniem różniczkowym liniowym rzędu pierwszego

nazywamy równanie postaci:
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Równanie to nazywamy:

· jednorodnym (przyjmiemy dla niego symbol RJ), jeżeli 
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· niejednorodnym  (symbol RN) w przeciwnym przypadku tzn. f(x)≠0
Przykład
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ROZWIĄZYWANIE RÓWNAŃ RÓŻNICZKOWYCH ZWYCZAJNYCH LINIOWYCH NIEJEDNORODNYCH (RN)

 Rozważmy równanie postaci:  
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Krok 1: Rozwiązanie RJ.
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Równanie to spełnia oczywiście funkcja 
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Rozwiązanie równania jednorodnego (RJ)

· Rozdzielamy zmienne:   
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Ostatecznie całka ogólna (RJ) jest postaci:
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gdzie C jest dowolną stałą różną od zera.

Jeżeli 
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Twierdzenie

Jeżeli funkcja 
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przedstawia całkę ogólną równania: 
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 przechodzi dokładnie jedna krzywa całkowa tego równania.

Przykład

Znaleźć całkę szczególną równania:   
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spełniającą warunek początkowy: 
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rozwiązaniem jest:    
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Rozwiązanie równania liniowego niejednorodnego 
►Metoda uzmienniania stałej
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Krok 1  

Znajdujemy rozwiązanie równania jednorodnego
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Krok 2

Zastępujemy w otrzymanym wzorze stałą C funkcją, którą oznaczamy symbolem C(x), 
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Krok 3

Podstawiamy do równania niejednorodnego funkcję
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gdzie:
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otrzymujemy:      
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dla każdego x w rozważanym przedziale. 

Krok 4

Rozwiązujemy otrzymane równanie różniczkowe i wyznaczamy funkcję C(x)
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Krok 5

Podstawiamy wyliczoną funkcję C(x) do rozwiązania równania niejednorodnego :
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Otrzymany wynik jest 

całką ogólną równania niejednorodnego:
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gdzie: P(x) jest dowolnie wybraną funkcją pierwotną funkcji p(x).


Całka ogólna równania niejednorodnego
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Całka szczególna równania niejednorodnego
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Twierdzenie

Jeżeli funkcje 
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 przedstawia całkę ogólną  równania:
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Przykład

Znaleźć całkę szczególną równania
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spełniającą warunek początkowy: 
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· Całka ogólna równania jednorodnego jest postaci:
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dla każdego przedziału ciągłości funkcji 
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· Całkę ogólną równania niejednorodnego znajdujemy metodą  uzmiennienia stałej. 

· Przyjmujemy:                   
[image: image224.wmf]x

x

C

y

sin

)

(

=


· Obliczamy pochodną:     
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· Podstawiamy wielkości 
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Stąd:
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więc:
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Całka ogólna równania niejednorodnego jest postaci:
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Znajdujemy rozwiązania szczegółowe dla warunku początkowego:      
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po podstawieniu do równania otrzymamy:
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Przykład

Znaleźć całkę ogólną równania
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Równanie to nie jest równaniem liniowym dla funkcji niewiadomej 
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Krok 1. Wyznaczamy najpierw całkę ogólną równania jednorodnego
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stąd:     
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gdzie C jest dowolną stałą różną od zera. 

Zatem całka ogólna równania jednorodnego jest postaci
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gdzie C jest dowolną stałą.

Krok 2.     W celu znalezienia całki ogólnej równania niejednorodnego:     
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stosujemy metodę uzmiennienia stałej.

· Przyjmujemy:     
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· Obliczamy pochodną: 
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· Podstawiamy do równania:
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· Otrzymujemy:
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więc:  
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gdzie 
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 jest dowolną stałą.

Ostatecznie:    
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jest całką ogólną równania:  
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 a tym samym równania:
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►Metoda przewidywań

Metodę przewidywań stosujemy do równania postaci:
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wówczas, gdy:

· funkcja dana 
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· funkcja 
[image: image265.wmf](
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· funkcja f(x) jest sumą funkcji postaci 
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· funkcja f(x)  jest funkcją typu 
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, gdy 
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· funkcja f(x) jest sumą lub iloczynem funkcji trzech danych typów. 

W każdym z wymienionych przypadków całkę szczególną równania niejednorodnego należy przewidzieć w tej samej postaci co 
[image: image270.wmf](
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· stopień wielomianu, 

· liczbę 
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[image: image272.wmf]b

, 

przyjmując natomiast w miejsce pozostałych stałych (współczynniki wielomianu, 
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) pewne stałe (A, B, C...) chwilowo nieokreślone, które następnie wyznaczymy z warunku, jaki przedstawia sobą równanie 
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Przykład

Znaleźć całkę ogólną równania
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Całka ogólna równania jednorodnego jest postaci: 
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Ponieważ:                   
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więc całkę szczególną równania niejednorodnego przewidujemy w postaci: 
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czyli:   
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Równość ta jest spełniona dla każdego 
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, zatem funkcja 
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 jest całą szczególną równania niejednorodnego 
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wtedy i tylko wtedy, gdy

4A = 1,


3A + 4B = 0,



2B + 4C = 0,
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Funkcja:    
[image: image293.wmf](

)

3

1

4

1

x

x

y

=


[image: image294.wmf]2

16

3

x

-



EMBED Equation.3[image: image295.wmf]x

32

3

+



EMBED Equation.3[image: image296.wmf]128

3

-


jest więc całką szczególną równania:
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a zatem w myśl udowodnionego wyżej twierdzenia
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jest rozwiązaniem ogólnym równania : 
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Przykład

Znaleźć całkę szczególną równania
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spełniającą warunek początkowy: 
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Całka ogólna równania jednorodnego jest postaci:
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Całkę szczególną równania niejednorodnego przewidujemy w postaci iloczynu wielomianu stopnia pierwszego i funkcji wykładniczej 
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Zatem:
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Warunek ten jest spełniony wtedy i tylko wtedy, gdy
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czyli gdy:    
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     dla każdego 
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Rozwiązaniami równania   
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· rozwiązanie szczególne
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· rozwiązanie ogólne 
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Uwzględniając warunek początkowy, otrzymamy 
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Szukaną całką szczególną jest więc funkcja
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Twierdzenie

Suma całki szczególnej równania
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i całki szczególnej równania
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jest całką szczególną równania
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Przykład

Znaleźć całkę szczególną równania
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Spełniającą warunek początkowy: 
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Całka ogólna równania jednorodnego:
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Skorzystamy teraz z ostatniego twierdzenia, z którego wynika, że suma całki szczególnej równania niejednorodnego:
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i calki szczególnej równania niejednorodnego:
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jest całką szczególną równania niejednorodnego:
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Rozwiązanie równania:     
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przewidujemy w postaci wielomianu stopnia drugiego: 
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Otrzymany warunek jest spełniony dla każdego x wtedy i tylko wtedy, gdy jednocześnie zachodzą równości: 
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Całką szczególną równania:
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jest funkcja:     
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Rozwiązanie równania:    
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przewidujemy w postaci kombinacji  
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Otrzymany warunek ma być spełniony dla każdego x, a więc w szczególności dla 
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A zatem: 
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 Dla tych wartości A i B równość
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jest spełniona dla każdego x, ponieważ po obu jej stronach współczynniki przy 
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Całką szczególną równania:
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jest więc funkcja: 
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Ostatecznie:
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przedstawia całkę ogólną równania 
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Uwzględniając warunek początkowy otrzymamy:
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Szukaną całką szczególną jest zatem funkcja
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Równanie liniowe jednorodne rzędu II 
o stałych współczynnikach

ay''(t) + by'(t) + cy(t) = 0                                                      

gdzie: a, b, c = const

Zakładamy, że rozwiązanie równania ma postać:


[image: image367.wmf]st
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Po podstawieniu do równania:

as2est + bsest + cest = 0 tj.

as2 + bs + c = 0

Definicja

Wielomian:

w(s) = a s2 + bs + c

nazwiemy wielomianem charakterystycznym równania 

różniczkowego:

ay''(t) + by'(t) + cy(t) = 0                                                      

Funkcja 
[image: image368.wmf]t
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 spełnia równanie:

ay''(t) + by'(t) + cy(t) = 0 

wtedy i tylko wtedy, gdy s0 jest pierwiastkiem równania 

as2 + bs + c = 0

Przypadek 1. 

w(s) ma dwa różne pierwiastki rzeczywiste: s1, s2.

y1(t) =
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,  y2(t) =
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 są rozwiązaniami równania:

ay''(t) + by'(t) + cy(t) = 0                                                      

 Funkcja:      y(t)= C1 
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jest rozwiązaniem tego równania przy każdym wyborze stałych C1, C2. 

Przypadek 2. 

w(s) ma 2 - krotny pierwiastek rzeczywisty s0.

y1(t) = 
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 spełnia równanie:

ay''(t) + by'(t) + cy(t) = 0                                                      

Zauważmy, że rozwiązaniem jest także funkcja:

y2(t) = t
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Istotnie, mamy: 

y'2(t) =
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y''2(t) = 2 s0 
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stąd po wstawieniu do:  ay''(t) + by'(t) + cy(t) = 0                                                      
otrzymujemy: (as02 + bs0 + c)t 
[image: image379.wmf]t
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 + (2a s0+b) 
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stąd, że: w(s0) = 0 i s0 = - b/2a.

Rozwiązaniem ogólnym w przypadku 2. jest funkcja:

y(t) = C1 
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Przypadek 3. 

w(s) nie ma pierwiastków rzeczywistych.

Rozwiązaniami równania są funkcje:
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oraz każda funkcja postaci:

y(t) = C1 y1(t) + C2 y2 (t)

gdzie C1, C2 są pewnymi stałymi, też spełnia to równanie.
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