PJWSTK

Analiza Matematyczna 1


	WYKŁAD 9 - CAŁKA OZNACZONA


Konstrukcja całki oznaczonej Riemanna

Myśl przewodnia: przybliżanie pola pod krzywą

Załóżmy, że dana jest funkcja

f(x) : [a,b] 
[image: image1.wmf]®

 R

· określona na skończonym przedziale [a, b] 

· ograniczona na przedziale [a,b]

Podzielmy [a,b] na n podprzedziałów dowolnie wybranymi punktami  x0 , x1 , x2 , ..., xn  tak, że

a = x0 < x1 < x2 < ... < xn = b
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Ciąg x0, x1, ..., xn nazywamy podziałem przedziału [a,b]; podział ten oznaczamy symbolem 
[image: image2.wmf]n
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. Liczba n jest ilością podprzedziałów w danym podziale.
Długość podprzedziału [xk-1, xk], dla k=1,2,3, ..., n , oznaczamy przez 
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 , to znaczy:
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Średnicą podziału 
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 nazywamy liczbę
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tj. długość najdłuższego z przedziałów postaci [xk-1, xk ]

na które elementy podziału 
[image: image8.wmf]n
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 dzielą przedział [a, b].

Dygresja

Ciąg 
[image: image9.wmf])
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 nazywamy normalnym jeżeli odpowiadający mu ciąg średnic dąży do 0, tzn.:   
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Przykłady

· Ciąg podziałów [0,1] na n podprzedziałów (n=2,3,...) o jednakowych długościach jest normalny, ponieważ:


[image: image11.wmf]0

1

lim

lim

=

=

n

n

d


[image: image292.wmf]1

x


· Ciąg podziałów [0,1] określony przez dokładanie cięć z ciągu punktów 
[image: image12.wmf]k
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 nie jest normalny ponieważ:
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                                                                         n=2              
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                                                                         n=4

Dla danego podziału 
[image: image14.wmf]n

D

 przyjmujemy, dla poszczególnych dla k=1, ..., n:

mk = inf { f(x): x ( [xk-1, xk ] },

Mk = sup { f(x): x ( [xk-1, xk ]}

mk, Mk są odpowiednio kresem dolnym i kresem górnym dla zbioru wartości funkcji f(x) na przedziale [xk-1, xk ]

Dla danego podziału 
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 rozpatrzmy 3 sumy:

Suma całkowa dolna funkcji f(x)  dla podziału 
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Suma całkowa  funkcji f(x) dla podziału 
[image: image18.wmf]n
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Suma całkowa górna funkcji f(x)  dla podziału 
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Wahaniem sum całkowych nazywamy różnicę:
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 Przykładowo: Pole zielonej figury oznacza sumę dolną
Każdemu ciągowi 
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 odpowiadają:

· ciąg sum dolnych - 
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· ciąg sum - 
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· ciąg sum górnych - 
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· ciąg wahań - 
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Definicja

Jeżeli dla każdego normalnego ciągu podziałów [a,b], granice ciągów sum dolnych oraz sum górnych istnieją i są sobie równe, to ich wartość nazywamy                        całką oznaczoną funkcji f(x) w przedziale [a,b]                        i oznaczamy symbolem:
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G. Riemann – definicja całki dla funkcji ograniczonej

A. Cauchy – definicja całki w przypadku funkcji ciągłej

Warto od razu podreślić różnicę:

	Całka nieoznaczona funkcji f(x) na [a,b] – rodzina funkcji 



	Całka oznaczona funkcji f(x) na  [a,b] – liczba




· Warunki całkowalności

Warunek konieczny – ograniczoność funkcji

Uwaga

Nie każda funkcja określona i ograniczona w przedziale [a,b] jest w tym przedziale całkowalna.

Przykład

Funkcja Dirichleta:
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jest określona i ograniczona w przedziale [0,1], 
ale nie jest w nim całkowalna, ponieważ dla 
dowolnego normalnego ciągu podziałów mamy:

Całka dolna:  s=
[image: image30.wmf]0
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Całka górna: S=
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Wniosek

Ograniczoność funkcji w przedziale [a,b] nie jest warunkiem wystarczającym  całkowalności funkcji 

w tym przedziale.
Twierdzenie
Funkcja monotoniczna w przedziale domkniętym [a,b]

jest w tym przedziale całkowalna.

Funkcja ciągła w przedziale domkniętym [a,b]

jest w tym przedziale całkowalna.

· WŁAŚCIWOŚCI CAŁKI OZNACZONEJ

Twierdzenie  Newtona – Leibnitza ( sposób obliczania )
	Jeżeli:

     funkcja f(x) jest ciągła na przedziale [a, b] 

to wówczas:

     
[image: image32.wmf])

(

)

(

|

)

(

)

(

a

F

b

F

x

F

dx

x

f

b

a

b

a

-

=

=

ò

 



	F(x) jest dowolną funkcją pierwotną funkcji f(x) na przedziale [a, b]


Wyrażenie postaci F(b) - F(a) nazwiemy całką Newtona-Leibnitza. 

Dla funkcji ciągłych: całka Newtona-Leibnitza jest więc równa całce w sensie Riemanna.

Przykład      Obliczyć
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Wybierzmy funkcję pierwotną F(x) = -cos x:
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 = - cos(() - (-cos 0) = - (-1) + 1 = 1 + 1 = 2.

Twierdzenie:

	Jeżeli:     f(t) jest ciągła na [a,b] 
To wówczas:
· funkcja  
[image: image35.wmf]ò
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  jest różniczkowalna na [a,b] 

· jej pochodna  
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Twierdzenie (o wartości średniej dla całki oznaczonej)

	Jeżeli f(x) jest ciągła na [a,b] to istnieje c ( (a, b):
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 = f(c)∙ (b - a)   albo

Liczbę f(c) nazywamy całkową wartością średnią


Twierdzenie (o liniowości całki oznaczonej)
	Jeżeli:

  funkcje 
[image: image38.wmf](
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 są całkowalne w przedziale [
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to wówczas:

	1. funkcja 
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 EMBED Equation.3  [image: image45.wmf](
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	2. funkcja C∙
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    jest całkowalna w przedziale [
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	3. funkcja 
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 jest całkowalna w przedziale [
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Wniosek
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Twierdzenie

	Jeżeli:

1. funkcje 
[image: image58.wmf](
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 są określone i ograniczone 

   w przedziale [
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2. funkcja 
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 różni się od funkcji 
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    jedynie w k punktach przedziału [
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3.funkcja 
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 jest całkowalna w przedziale [
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	To wówczas:

funkcja h(x) jest całkowalna w przedziale [
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], oraz
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Przykład
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f(x): [0,1] 
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h(x): [0,1] 
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f(x)   dla   x= 1/3, 2/3 i 1 (k=3).

	Twierdzenie

Jeżeli:

· funkcja 
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 są dowolnymi punktami [a,b] 

to:  funkcja 
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Ponieważ istnieje 
[image: image84.wmf]ò

1

0

2

dx

x

, więc istnieje 
[image: image85.wmf]ò

2

/

1

0

2

dx

x

.

Twierdzenie

	Jeżeli:

· funkcja 
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[image: image87.wmf]b

a

,

],

· 
[image: image88.wmf](

)

b

a

c

,

Î

, 

to wówczas:
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Twierdzenie

	Jeżeli:

· funkcja 
[image: image98.wmf](

)

x

f

 jest całkowalna w przedziale [
[image: image99.wmf]b

a

,

],

· dla każdego 
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Czyli:           
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Wniosek

Jeżeli całka oznaczona pewnej funkcji nieujemnej istnieje, to jest liczbą nieujemną.

Dowód

Jeżeli funkcja
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Twierdzenie

	Jeżeli:  funkcja 
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 To:  funkcja 
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 Zatem istnienie całki         
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 zapewnia  istnienie całki   
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Uwaga:
Twierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe.

Np.


[image: image123.wmf](

)

î

í

ì

-

+

=

1

1

x

f




[image: image124.wmf]ą

niewymiern

liczb

ą

jest

x

gdy

wymiern

ą

liczb

ą

jest

x

gdy
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podczas gdy funkcja 
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· Rozszerzenie znaczenia symbolu całki. 

Określając całkę oznaczoną      
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Całki niewłaściwe:

· Całki funkcji ciągłej na przedziale nieskończonym 

· Całki funkcji nieograniczonej na przedziale skończonym 

	Całki niewłaściwe I rodzaju

	Niech f(x) określona  w przedziale (-(,+()
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Jeżeli istnieje tak określona granica (granice) to mówimy że  
dana całka niewłaściwa jest zbieżna, w przeciwnym razie 

mówimy że całka niewłasciwa jest rozbieżna.
	Przykład-1: (zbieżność z definicji)

Zbadać zbieżność całki    
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A więc całka jest zbieżna.


	Przykład-2:  (zbieżność z definicji)

Zbadać zbieżność całki    
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A więc całka jest rozbieżna.



	Przykład-3:  (zbieżność z definicji)

Zbadać zbieżność całki    
[image: image148.wmf]ò

¥

¥

-

+

9

2

x

dx


   
[image: image149.wmf]3

)

2

2

(

3

1

]

)

3

(

3

1

[

lim

]

)

3

(

3

1

[

lim

9

lim

9

lim

9

9

9

0

0

0

2

0

2

0

2

0

2

2

p

p

p

=

+

=

+

=

+

+

+

=

+

+

+

=

+

®¥

-¥

®

®¥

-¥

®

¥

¥

-

¥

¥

-

ò

ò

ò

ò

ò

b

b

a

a

b

a

b

a

x

arctg

x

arctg

x

dx

x

dx

x

dx

x

dx

x

dx


A więc całka jest zbieżna.



Nie zawsze określanie z definicji zbieżności całek jest najwygodniejsze – często korzystamy z kryteriów zbieżności całek
	            Kryteria zbieżności całek niewłaściwych I rodzaju

	Kryterium porównawcze (dwie wersje):
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	Kryterium ilorazowe (dwie wersje):
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W kryterium porównawczym lub ilorazowym często musimy znać zbieżność lub rozbieżność całek niektórych prostszych funkcji.Pomocne są wówczas następujące ”całki porównawcze”.
	Całki niewłaściwe I rodzaju postaci(całki porównawcze):
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 Ich zbieżność zależy od wykładnika p:

· Są zbieżne dla p>1 

· Są rozbieżne dla p(1



	Kryterium zbieżności bezwzględnej
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Przykład-1: (kryterium porównawcze)

Zbadać zbieżność całki    
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Dla x ≥ 0 zachodzi układ nierówności:
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Jednocześnie ponieważ całka: 
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jest zbieżna więc również zbieżna jest   
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Przykład-2: (kryterium ilorazowe)

Zbadać zbieżność całki    
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Przyjmijmy zatem zgodnie z tym kryterium:
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i policzmy granicę ilorazu f(x)/g(x) w nieskończoności:
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jest zbieżna więc również badana całka też jest zbieżna
Przykład-3: (kryterium zbieżności bezwzględnej)

Zbadać zbieżność całki    
[image: image166.wmf]ò

¥

1

2

3

)

(

sin

dx

x

x


Zauważamy że dla x ≥ 1:         
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Przykład-4: (kryterium zbieżności bezwzględnej)

Zbadać zbieżność całki    
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Zauważamy że dla x ≥ 2:   
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Liczymy teraz całkę 
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Zatem badana całka jest zbieżna na mocy kryterium zbieżności bezwzględnej.

	Kryterium całkowe zbieżności (rozbieżności) szeregu

	Jeżeli:

· f(x)(0  w przedziale [n0,+()

· f(x) nierosnąca w przedziale [n0,+()

to wówczas:  całka i szereg :
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Przykład: (kryterium całkowe zbieżności szeregu)

Zbadać zbieżność szeregu     
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Widać też że jest ona malejąca bowiem: 
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Jednocześnie ponieważ całka:   
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jest rozbieżna zatem badany szereg jest też rozbieżny.
	Całki niewłaściwe II rodzaju

	f(x) określona  w przedziale (a,b]

f(x) nieograniczona prawostronnie w punkcie x = a
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	f(x) określona  w przedziale [a,b)

f(x) nieograniczona lewostronnie w punkcie x = b
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	f(x) określona  w przedziale [a,c)((c,b]

f(x) nieograniczona obustronnie w punkcie x = c
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Jeżeli istnieje tak określona granica (granice) to mówimy że  dana całka niewłaściwa jest zbieżna, w przeciwnym razie mówimy że całka niewłasciwa jest rozbieżna
Nie zawsze określanie z definicji zbieżności całek jest najwygodniejsze – często korzystamy z kryteriów zbieżności całek

	Kryteria zbieżności całek niewłaściwych II rodzaju

	Kryterium porównawcze:
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Kryterium ilorazowe:
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W kryterium porównawczym lub ilorazowym często musimy znać zbieżność lub rozbieżność całek niektórych prostszych funkcji.Pomocne są wówczas następujące ”całki porównawcze”.

	Całki niewłaściwe II rodzaju postaci(całki porównawcze):
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Ich zbieżność zależy od wykładnika p:

· są zbieżne dla p < 1  

· są rozbieżne dla p ( 1



Przykład-1: (z definicji całki niewłasciwej II rodzaju)

Zbadać zbieżność całki    
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Łatwo widzieć  że  w lewym krańcu przedziału   
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   zatem:   
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A więc badana całka jest zbieżna.
Przykład-2: (z definicji całki niewłasciwej II rodzaju)

Zbadać zbieżność całki    
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Łatwo widzieć że na obu krańcach przedziału:  
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zatem naszą całkę rozbijamy na sumę całek niewłaściwych II rodzaju:   


[image: image195.wmf]ò

ò

ò

-

+

-

=

-

-

-

1

0

2

0

1

2

1

1

2

1

1

1

x

dx

x

dx

x

dx


Z parzystości funkcji podcałkowej wynika że obie całki składowe są takie same zatem liczymy całkę drugą:
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zatem  
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A więc badana całka jest rozbieżna do  
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Przykład-3: (z definicji całki niewłasciwej II rodzaju)

Zbadać zbieżność całki    
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Łatwo widzieć że w środku przedziału:  
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 zatem zgodnie z definicją takiej całki:   
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Liczymy pierwszą granicę:
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Liczymy drugą granicę:
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Zatem badana całka jest zbieżna do wartości (¾)+(-¾) = 0
Przykład-4: (kryterium porównawcze)

Zbadać zbieżność całki    
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Łatwo widzieć  że  w lewym krańcu przedziału   
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zatem jest to całka niewłaściwa II rodzaju,którą trudno policzyć z definicji.

Ponieważ dla x>0 zachodzi układ nierówności:   
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możemy zastosować kryterium porównawcze.

Całka niewłaściwa 
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   jest zbieżna (całka porównawcza)

Zatem badana całka jest zbieżna.
Przykład-5: (kryterium ilorazowe)

Zbadać zbieżność całki    
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Łatwo widzieć  że  w lewym krańcu przedziału   
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Wykorzystamy kryterium ilorazowe przyjmując
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Wtedy      
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Ponieważ    
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całka niewłaściwa 
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   jest zbieżna (całka porównawcza)

więc badana całka także jest zbieżna.
	Szeregi potęgowe


Szeregiem potęgowym 

o współczynnikach  
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 i  środku w punkcie 
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nazywamy szereg postaci
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Dla ustalonego 
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 otrzymujemy szereg liczbowy zbieżny lub rozbieżny.

Jeżeli szereg potęgowy jest zbieżny dla wszystkich  
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  to liczbę  r  nazywamy promieniem zbieżności szeregu potęgowego.

	Kryterium d’Alamberta zbieżności szeregu potęgowego

	Jeżeli w szeregu potęgowym 
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	Kryterium Cauchy zbieżności szeregu potęgowego

	Jeżeli w szeregu potęgowym 
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to promień zbieżności r  tego szeregu: 
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Podsumujmy zatem zbieżność szeregu potęgowego.

Szereg potęgowy spełniający kryterium  d’Alamberta lub Cauchy jest :

	· zbieżny bezwzględnie dla 
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	· rozbieżny dla 
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	· dla wartości 
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Przykład: (przedział zbieżności )

Wyznacz przedział zbieżności szeregu potęgowego:
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Zastosujmy  kryterium d’Alamberta zbieżności szeregu potęgowego o współczynnikach:                                                                                        
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Liczymy granicę:   
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Zatem promień zbieżności:        
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czyli szereg jest zbieżny dla  każdego 
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[image: image235.wmf]]

2

,

0

[

Ï

x


Na krańcach przedziału musimy badać zbieżność osobno.
Dla x=0 otrzymujemy szereg liczbowy  
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 naprzemienny, który jest zbieżny na mocy kryterium Leibniza.
Dla x=2 otrzymujemy szereg liczbowy  
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 , 
który jest rozbieżny na mocy kryterium porównanwczego.
Podsumowując nasza analizę widać że badany szereg 
jest zbieżny dla każdego 
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Mówiąc inaczej przedziałem zbieżności badanego szeregu jest [0,2) .
Rozważmy teraz konsekwencje zbieżności szeregu potęgowego w określonym przedziale.

	Działania na szeregach potęgowych zbieżnych

	Dwa szeregi potęgowe zbieżne można tak jak wielomiany :

· dodawać wyraz do  wyrazu 

·  mnożyć wyraz po wyrazie

Przedziałem zbieżności tak uzyskanego szeregu jest                                                   część wspólna przedziałów zbieżności szeregów składowych.



	Szereg potęgowy zbieżny można w przedziale zbieżności 

· różniczkować wyraz po wyrazie

· całkować wyraz po wyrazie 

Uzyskane szeregi mają ten sam przedział zbieżności co szeregi przed różniczkowaniem i całkowaniem. 

………………………………………………………….
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Przykład-1: (całkowanie szeregu zbieżnego )

Oblicz sumę podanego szeregu 
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stosując twierdzenie o całkowaniu szeregu potęgowego zbieżnego.                              
Wiemy że szereg geometryczny  
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 dla |q| < 1 jest zbieżny
i możemy również podać jego sumę     
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Zatem:      
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Całkując lewą stronę ostatniej równości otrzymujemy:
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Całkując prawą stronę ostatniej równości otrzymujemy:
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A zatem porównując obie strony po całkowaniu dostajemy:  
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Przyjmując w ostatnim równaniu   
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Przykład-2: (różniczkowanie szeregu zbieżnego )

Oblicz sumę podanego szeregu 
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 stosując
twierdzenie o rózniczkowaniu szeregu potęgowego zbieżnego.
Na podstawie rozważań z poprzedniego przykładu mamy:
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Różniczkując lewą stronę ostatniej równości otrzymujemy:
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Różniczkując prawą stronę ostatniej równości otrzymujemy:
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A zatem porównując obie strony po różniczkowaniu dostajemy:  
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Przyjmując w ostatnim równaniu   
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i ostatecznie po prostych rachunkach: 
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	Szereg potęgowy Taylora (szereg potęgowy MacLaurina)

	Rozwinięcie Taylora funkcji f(x) (suma skończona):

Jeżeli funkcja f(x) jest (n+1) razy różniczkowalna w otoczeniu 
[image: image258.wmf])
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	Rozwinięcie funkcji f(x) w szereg Taylora (suma nieskończona):

Jeżeli: 

·  
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to wówczas:
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	Założenia ostatniego twierdzenia są w szczególności spełnione jeżeli wszystkie pochodne funkcji f(x) są wspólnie ograniczone tzn.:
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Przykład-1: (rozwinięcie w szereg Taylora )
Podaj rozwinięcie funkcji 
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 w szereg Taylora 
w otoczeniu 
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Badamy czy pochodna dowolnego rzędu n jest ograniczona w otoczeniu  
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Zatem dla dowolnego n pochodne są wspólnie ograniczone w  pewnym otoczeniu 
[image: image268.wmf])
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czyli  funkcja badana jest rozwijalna     w tym otoczeniu w nieskończony szereg Taylora.
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Rozważmy teraz otoczenie punktu 
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Badamy czy pochodna dowolnego rzędu n jest ograniczona w otoczeniu  
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Zatem dla dowolnego n pochodne są wspólnie ograniczone w  pewnym otoczeniu 
[image: image273.wmf])
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czyli  funkcja badana jest rozwijalna     w tym otoczeniu w nieskończony szereg Taylora.
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Przykład-2: (rozwinięcie w szereg MacLaurina )
Podaj rozwinięcie funkcji 
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 w szereg MacLaurina. 
Z poprzednich przykładów pamiętamy że:
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czyli funkcja
[image: image277.wmf]t
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 jest rozwijalna w szereg MacLaurina dla  tє(-1,1).
Teraz możemy to wykorzystać w rozwinięciu naszej funkcji:
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Szeregi MacLaurina niektórych funkcji elementarnych.
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