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Analiza Matematyczna 1


	WYKŁAD 8

	FUNKCJA PIERWOTNA, CAŁKA NIEOZNACZONA

	METODY CAŁKOWANIA


Rozważmy funkcję f(x) na przedziale (a, b)
Definicja

	Funkcję F(x) określoną na (a, b) nazwiemy

funkcją pierwotną dla funkcji f(x) na (a, b) 

wtedy i tylko wtedy, gdy:  

F'(x) = f(x)  dla każdego x( (a, b)



Uwaga

Nie dla każdej funkcji f(x) istnieje funkcja pierwotna: 

Funkcja f(x) musi mieć własność Darboux mówiącą, 
że funkcja przyjmuje wszystkie wartości pośrednie:

Własność Darboux: 
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Przykład 

Funkcja f(x) gdzie:

· f(x)=0 dla x < 0, 

· f(x)=1 dla x ( 0 

nie ma funkcji pierwotnej na przedziale (-1, 1),

gdyż nie ma na tym przedziale własności Darboux.

Twierdzenie (o istnieniu funkcji pierwotnej)
	Jeżeli funkcja 
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 jest ciągła w przedziale X, 

to posiada w tym przedziale funkcje pierwotną


Przykłady funkcji pierwotnych

Funkcja:    
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jest funkcją pierwotną dla f(x)=x w przedziale 
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Funkcja:    
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jest także funkcją pierwotną dla funkcji f(x) =x.

Funkcja:      F(x)=lnx
jest funkcją pierwotną dla 
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Funkcja:     F(x)= sin(x)
jest funkcją pierwotną dla f(x)=cosx

(sin(x))’= cos(x)  dla każdego 
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Podobnie, funkcją pierwotną dla f(x)=cos(x) jest np.:

F(x)= sin(x) + 2

Funkcja pierwotna - całka w sensie Newtona

Znajdowanie funkcji pierwotnej – całkowanie 

Definicja

Jeżeli funkcja posiada w pewnym przedziale funkcję pierwotną, to mówimy, że jest ona w tym przedziale

całkowalna w sensie Newtona
Znajdowanie funkcji pierwotnej dla danej 
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 w przedziale X (czyli całkowanie 
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· Należy znaleźć taką funkcję 
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    lub inaczej: 
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Uwaga podsumowująca:

Jedna funkcja 
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 ma wiele funkcji pierwotnych. Całkowanie w sensie Newtona nie jest więc działaniem jednoznacznym (w przeciwieństwie do różniczkowania). 

Przykład:

Funkcje pierwotne dla f(x)=
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Ogólnie  x2 + C,  C dowolna stała

	Twierdzenie (o funkcjach pierwotnych)

	Jeżeli F(x) jest funkcją pierwotną dla funkcji f(x) w  (a, b), to:

1) Funkcja 
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, gdzie C oznacza dowolną stałą,
jest także funkcją pierwotną dla funkcji 
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2) Każdą funkcję pierwotną 
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     w (a, b) można przedstawić w postaci 
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Dowód

1. Jeżeli zachodzi 
[image: image30.wmf](

)

(

)

C

x

F

x

+

=

F

, 
    to z równości 
[image: image31.wmf](

)

(

)

x

f

x

F

=

'

 mamy 
[image: image32.wmf](

)

(

)

(

)

x

f

x

F

x

=

=

F

'

'

, 
    dla każdego 
[image: image33.wmf]X

x

Î

 oraz dla każdej stałej C.

Zatem funkcja 
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 jest funkcją pierwotną dla funkcji
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2. Jeżeli 
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 jest dowolną funkcją pierwotną dla funkcji 
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 w przedziale (a, b), to przyjmując:
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     otrzymujemy:
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 Stąd musi istnieć stała C0 dla której:


[image: image40.wmf](

)

(

)

0

C

x

F

x

=

-

F

  dla każdego x ( (a, b).

Interpretacja geometryczna funkcji pierwotnej

Założenia:

· Funkcja f(x) jest całkowalna w przedziale (a, b)
· F(x) jest funkcją pierwotną dla f(x) w tym przedziale

Zauważmy, że założenie 
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 oznacza, że dla każdego x ( (a, b) kąt między styczną do krzywej 
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Zadanie

Znaleźć wykres funkcji pierwotnej przechodzący przez punkt 
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Warunek ten spełnia już tylko jedna funkcja ф(x)

Dowód

Wiemy, że każda funkcja pierwotna 
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 dla funkcji f(x) ma postać 
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· F(x) oznacza którąkolwiek jej funkcję pierwotną

· 
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Przechodzenie 
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z której otrzymujemy 
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Funkcja ta jest jedyną funkcją pierwotną dla f(x) w przedziale X, spełniającą warunek 
[image: image59.wmf](

)

0

0

y

x

=

F

, a więc taką, której wykres przechodzi przez punkt 
[image: image60.wmf](

)

0

0

,

y

x

.
Przykład:
Znaleźć funkcję pierwotną funkcji 
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której wykres przechodzi przez punkt 
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Każda funkcja pierwotna funkcji 
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Z warunku 
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Szukaną funkcją jest więc: 
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Przykład:
Funkcja    
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Nie wszystkie funkcje pierwotne dla powyższej 
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Na przykład funkcja
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spełnia dla każdego 
[image: image75.wmf]Z

x

Î

 warunek 
[image: image76.wmf](

)

2

/

1

'

x

x

=

F

. 
Jest więc funkcją pierwotną funkcji 
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Zgodnie z udowodnionym wyżej twierdzeniem, 
wzór   
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Przykład:
Funkcja  
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posiada w przedziale 
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 funkcję pierwotną. 

Jedną z funkcji pierwotnych jest:
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· CAŁKA NIEOZNACZONA
· WZORY PODSTAWOWE
Niech 
[image: image87.wmf](

)

x

f

 będzie funkcją całkowalną w sensie Newtona w przedziale (a, b).

Definicja

	Zbiór wszystkich funkcji pierwotnych funkcji 
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	   Symbol 
[image: image91.wmf]ò

 wprowadzony został przez Leibnitza.




· Funkcję 
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· Zmienną x nazywamy zmienną całkowania
Z twierdzenia charakteryzującego funkcje pierwotne wynika, że:
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Przykład


[image: image97.wmf]C

x

dx

x

+

=

ò

3

2

3

1



[image: image98.wmf]C

x

xdx

+

=

ò

sin

cos


Równość      
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Piszemy przy tym:
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całkowanie jest operacją odwrotną do różniczkowania


Biorąc pod uwagę wzór    
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Podstawowe wzory całek
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Przykład

Wzór                      
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Przykład
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	Twierdzenie (liniowość całki nieoznaczonej)

	Jeżeli funkcje f(x) i  h(x) są całkowalne w sensie Newtona w pewnym przedziale, to funkcje: 

(i) f(x) + h(x) 

(ii) C∙f(x), gdzie C oznacza dowolną stałą

są także całkowalne w tym przedziale, przy czym: 
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Dowód  (i)  
F oznacza funkcję pierwotną dla f, H – funkcję pierwotną dla h.
 Wtedy: 
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Stąd wynika pierwszy wzór.

Dowód (ii)

F oznacza funkcję pierwotną dla f,  zaś A –dowolną stałą. 
Wtedy:      
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Stąd wynika drugi wzór.

Przykład
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Uwaga:

	· Stałą całkowania C dopisujemy dopiero na końcu, po znalezieniu pewnej konkretnej funkcji pierwotnej. 



	· Dopóki w sumie występuje co najmniej jedna całka nieoznaczona, dopisywanie stałej całkowania jest zbędne; tkwi ona wówczas ukryta w symbolu całki nieoznaczonej, zgodnie z sensem tego symbolu.


Twierdzenie (całka logarytmiczna): 

	(  
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Przykład
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	METODY OBLICZANIA CAŁEK NIEOZNACZONYCH


· Całkowanie przez zamianę zmiennych (podstawienie)
Twierdzenie  

	Jeśli: 

· mamy całkę   (  g(f(x)) f'(x)dx  

· wprowadzimy podstawienie  t = f(x)  

to wówczas:

   (  g(f(x)) f'(x)dx = (  g(t) dt = G(t)+C = G(f(x))+C  



Dowód:

     [G(f(x))]' = G'(f(x)) f'(x) =  g(f(x)) f'(x) dx.

Technika całkowania przez zamianę zmiennej: 

w miejsce f(x) wprowadzamy nową zmienną t.

Przykład

Obliczyć całkę nieoznaczoną:   ( (sin2x) cos x dx 
Podstawienie:    t = sin x;   dt = cos(x)dx
Ponieważ:      ( (sin2x) cos x dx =( t2 dt= (1 / 3) t3 + C
Więc :            ( (sin2x) cos x dx   = (1 / 3) (sin3x)+ C
Przykład

Obliczyć całkę:       
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Przykład

Obliczyć całkę:        
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Podstawienie:     
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· Całkowanie przez części

Twierdzenie
	Jeżeli: 

     funkcje u(x) i v(x) mają w pewnym przedziale 

     ciągłe pochodne u’(x) i v’(x),

 to:
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	 Pisząc krócej:    
[image: image150.wmf]ò

ò

-

×

=

dx

uv

v

u

vdx

u

'

'





Dowód:
          [u(x)v(x)]’ = u’(x)v(x) + u(x)v’(x)

(
u’(x)v(x)  =  [u(x)v(x)]’ - u(x)v’(x)
Zatem:
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czyli:
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Przykład:
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na mocy podstawienia
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Do ostatniej całki stosujemy podstawienie
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Przykład
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na mocy podstawienia
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Do ostatniej całki stosujemy podstawienie
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Zatem:
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czyli:
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Przykład
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Stąd:        
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Podobnie obliczamy:
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· Całkowanie funkcji wymiernych 
Zanim przystąpimy do całkowania funkcji wymiernej musimy przedstawić ją jako sumę ułamków prostych.
Funkcja wymierna to funkcja będąca ilorazem dwóch wielomianów:

                          
[image: image168.wmf])
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określona dla wszystkich liczb rzeczywistych nie będących pierwiastkami wielomianu  P(x).
Jeżeli stopień W(x) >= stopień P(x) wtedy funkcję wymierną nazywamy niewłaściwą.

Jeżeli stopień W(x) < stopień P(x) wtedy funkcję wymierną nazywamy właściwą

Jeżeli stopień wielomianu W(x)  jest równy lub wyższy od stopnia wielomianu P(x) to wówczas możemy wykonać dzielenie wielomianów i uzyskujemy postać:
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gdzie :    stopień R(x) < stopień P(x)

Wówczas funkcja R(x)/P(x) jest funkcją wymierną właściwą, którą można przedstawić jako sumę ułamków prostych. 
Ażeby wypisać postać ułamków prostych wielomian P(x) należy przedstawić w nierozkładalnej postaci iloczynowej.
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Postać ta zawiera czynniki liniowe o określonej krotności lub czynniki kwadratowe o określonej krotności  nierozkładalne w dziedzinie rzeczywistej
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Każdemu czynnikowi  liniowemu postaci  
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odpowiada suma ułamków prostych pierwszego rodzaju postaci: 
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Każdemu czynnikowi kwadratowymu postaci 
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odpowiada suma ułamków prostych drugiego rodzaju postaci:


[image: image175.wmf]1

1

)

(

...

,

)

(

,

)

(

1

1

2

1

2

2

2

2

2

1

1

l

l

l

q

x

p

x

B

x

A

q

px

x

B

x

A

q

px

x

B

x

A

+

+

+

+

+

+

+

+

+


Zatem funkcję wymierną przedstawiamy jako:
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gdzie u(i) oznacza i-ty ułamek prosty.
Zatem całka z takiej funkcji daje się rozbić na sumę:

· całki z wielomianu
· całek z poszczególnych ułamków prostych
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Obliczanie całek z funkcji wymiernych  postaci       
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prześledzimy na przykładach.
Postać funkcji pierwotnej dla powyższej funkcji zależy od wyróżnika trójmianu kwadratowego.

Przykład- 1:
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​Rozkładamy funkcję podcałkową na sumę ułamków prostych
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Mnożąc obie strony przez wspólny mianownik otrzymujemy:
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Mamy tu do czynienia z tożsamością, która ma miejsce dla każdego x. Z tożsamości tej wynika, że:
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Skąd:
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A zatem:       
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Podstawienie do całki daje:
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 EMBED Equation.3  
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Przykład 2:
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Podstawienie:         
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daje:   
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Przykład 3:
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​Rozkładamy funkcję podcałkową na sumę ułamków prostych:
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Mnożąc obie strony przez wspólny mianownik otrzymujemy:
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Mamy tu do czynienia z tożsamością, która ma miejsce dla każdego x. Z tożsamości tej wynika, że:
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Skąd obliczamy, że    
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A zatem:        
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Wstawienie do całki daje:
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Przykład 4:
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Sprowadzamy mianownik do postaci kanonicznej
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Zatem:         
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Wykonujemy podstawienie:
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obliczamy całkę:
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Przykład-5:

Rozważmy bardziej ogólny przypadek całki funkcji wymiernej.


[image: image213.wmf]dx

x

x

x

x

ò

×

+

+

+

2

4

3

5

3

1

6

2


Funkcja wymierna pod całką jest niewłaściwa zatem wykonujemy dzielenie licznika przez mianownik 
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 Ułamek z resztą przedstawiamy jako sumę ułamków prostych.
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Po doprowadzeniu do wspólnego mianownika i porównaniu wielomianów w licznikach(współczynniki przy odpowiednich potęgach zmiennej x muszą być równe dostajemy układ równań na stałe A,B,C,D:
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Zatem rozkład konkretny na ułamki proste daje:
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Możemy zatem przystąpić do całkowania całej funkcji wymiernej.
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W bardziej złożonych przypadkach całkowania funkcji wymiernej pojawia się konieczność obliczania całki następującej postaci:  
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Całkę taką można obliczyć ze wzoru rekurencyjnego:
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· Całkowanie funkcji niewymiernych (niektórych)  :

	Wzory:
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	są prawdziwe na przedziałach:
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	Wzory:
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	są prawdziwe dla  
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Wyjaśnienia

	Całkę   
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       a wówczas:
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	Całkę   
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 liczymy najpierw przez części 
a potem korzystamy ze wzoru: 
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	Całkę 
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· Całkowanie funkcji trygonometrycznych

 Całki postaci:    
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można obliczyć stosując różne podstawienia w zależności od własności parzystości i nieparzystości funkcji 
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	t=sinx
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Za pomocą tych podstawień sprowadzamy wyrażenie podcałkowe do postaci funkcji wymiernej zmiennej t 

i stosujemy metody całkowania funkcji wymiernej.

W całkach z funkcji trygonometrycznych pomocne mogą być podstawowe tożsamości trygonometryczne.
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Przykład-1
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Przykład-2
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Przykład-3
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Przykład-4 (podstawienie uniwersalne)
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