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Plan laboratorium

» Modele masowej obstugi (SMO),
» Charakterystyki modeli masowej obstugi,

» Systemy kolejkowe:
z pojedynczym kanatem obstugi: M/M/1, M/G/1, M/D/1,

z wielokrotnym kanatem obstugi: M/M/s

» Model matematyczny funkcjonowania SMO.

na podstawie :

» D.PAgrawal, Q.-A. Zeng, Introduction to Wireless and Mobile Systems, 2e,
Thomson, 2006

» Jedrzejczyk Z., Kukuta K., Skrzypek J.,Walkosz A., Badania operacyjne
w przyktadach i zadaniach, PWN, Warszawa, 2007



Modele masowe] obstugi

» Potrzeba masowe] obstugi zrodzita sie w okresie ||l wojny
Swiatowe;.

» Jako pierwszy rozwazany byt problem, gdy stosunkowo duza
liczba samolotow bombowych, po wykonaniu zadania
bojowego, musiata wyladowa¢ w mozliwie krotkim czasie na
ograniczonej, zwykle matej liczbie ladowisk.

» Teoria masowej obstugi, zwana takze teoria kolejek, zajmuje sie
budowa modeli matematycznych, ktore mozna wykorzystac w
racjonalnym zarzadzaniu dowolnymi systemami dziatania,
zwanymi systemami masowej obstugi (SMO). Przyktadami
takich systemow sa: sklepy, porty lotnicze, podsystem
uzytkowania samochodow przedsiebiorstwa transportowe,
podsystem obstugiwania obrabiarek itp.

» Rozrozniamy
jednokanatowe systemy obstugi
wielokanatowe systemy obstugi



Modele masowej obstugi c.d.

WV systemie masowej obstugi mamy do czynienia z:

>

naptywajacymi w miare uptywu czasu zgtoszeniami (np. uszkodzony
pojazd, klient, statek, proces, klient/abonent w sieci),

kolejka obiektow oczekujacych na obstuge,

stanowiskami obstugi (np. stanowiska diagnozowania pojazdu,
sprzedawca, stanowisko wyladunku, procesor, serwer/stacja
bazowa/mobilna sieci).

Rozrdznia sie systemy masowej obstugi:

z oczekiwaniem
bez oczekiwania

W SMO z oczekiwaniem zgtoszenie (obiekt zgloszenia) oczekuje w
kolejce na obstugg, zas w systemie bez oczekiwania, wszystkie
stanowiska obstugi s3 zajete i obiekt zgloszenia wychodzi z systemu nie
obstuzony.
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Charakterystyki

procent czasu zajetosci wszystkich stanowisk obstugi
prawdopodobienstwo, ze system nie jest pusty
srednia liczba klientow czekajacych

srednia liczba klientow czekajacych i obstugiwanych
sredni czas czekania

sredni czas czekania i obstugi

prawdopodobienstwo, ze przybywajacy klient czeka

prawdopodobienstwo, ze n klientow jest w systemie



Proces wejsciowy

Pojecia zwiazane z procesem wejsciowym:

» intensywnosc strumienia wejsciowego (intensywnosc przybywania),
» liczba klientow-trend,

» czas czekania na klienta.

Rozktad przybycia n zadan w jednostce czasu T (w przedziale [0,

t)), np. Poissona:
(41)°

PO<T <t)=~—"¢e",n=012,..

|
gdzie: n:

A — Iintensywnosc¢ przybywania
1/ A — sredni czas przybywania



Proces obstugi

Pojecia zwiazane z procesem obstugi:

» czas obstugi (bez czasu czekania w kolejce),

Rozktad czasu obstugi w jednostce czasu T (w przedziale
[t;, 1,]), np. wyktadniczy:
t2
P(t, <T <t,) = j e dx = —e 2t <t,

tl

gdzie:

u — intensywnosc¢ obstugi

1/u — Sredni czas obstugi



Przyktad 1:

>

Rozwazmy organizacje obstugi kasowej w sklepie
samoobstugowym.WW momencie podejscia klienta do kasy
moze zaistniec sytuacja:
Przed kasa nie ma kolejki, klient jest obstuzony natychmiast
Przed kasa stoi kolejka, klient ustawia sie na jej koncu i oczekuje na
obstuge.
Istotne jest ustalenie czy kolejka pozostaje nie zmieniona,
kurczy sie, czy wydtuza.

WV interesie wtasciciela sklepu jest nieprzerwana praca kasjera,
a w przypadku liczniejszej obsady kasowej, mozliwie petne je;
wykorzystanie.

Nalezy skalkulowac optacalnos¢ uruchomienia nowego
stanowiska, ktore usprawni obstuge klientow.



Notacja Kendalla

» System kolejkowy opisany jest 3 lub 4 parametrami:
1/2/3/4

czas przybycia / czas obstugi / liczba stanowisk / liczba miejsc w systemie

Parametr | — rozktad naptywu
M = Markowa (rozktad Poissona) czas przybycia
D = Deterministyczny czas przybycia
Parametr 2 — rozkiad czasu obstugi
M = Markowa (wykfadniczy) czas obstugi
G = Dowolny rozktad czasu obstugi
D = Deterministyczny czas obstugi (jednopunktowy)
Parametr 3
Liczba stanowisk obstugi
Parametr 4
liczba miejsc w systemie (facznie stanowiska obstugi+ kolejka)
Jesli jest nieskonczona jest pomijana w zapisie



System M/M/s

w

r stanowisk obstugi,

w

strumien wejsciowy, rozkfad Poissona z parametrem A,

w

obstuga wyktadnicza z parametrem g,

w

dyscyplina obstugi FIFO,

w

pojedyncza kolejka,
A<r*u

w



System M/G/ 1

Model :
Strumien wejsciowy Poisson z parametrem |I.
Czas obstugi o dowolnym rozktadzie, sredniej m i odchyleniu
standardowym s.

Jedno stanowisko obstugi.

» Czas obstugi nie musi miec rozktadu wykfadniczego.
np.:
Naprawa telewizora
Badanie wzroku
Ustuga fryzjerska
Ustuga sieciowa (np. pofaczenie telefoniczne)



System M/D/ 1

» Czas obstugi moze byc ustalony, np..
Tasma produkcyjna.

Myjnia automatyczna.
» Czas obstugi deterministyczny

» Aby uzyskac system M/D/| w systemie M/G/I trzeba przyjac
odchylenie standardowe rowne 0 (s= 0).



Schemat systemu masowej obshugi (SMO)
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| — zgtoszenia (obiekty zgloszenia),

2 — kolejka obiektow,

3 — stanowiska obstugi,

4 — przemieszczenia obiektow w systemie bez oczekiwania,

5 — przemieszczenia obiektow w systemie z priorytetem obstugi,
6 — przemieszczenia obiektu w systemie z oczekiwaniem,

Awej — strumien wejsciowy zgtoszen,

Awyj — strumien wyjsciowy obstuzonych obiektow.



Rodzaje dyscyplin obstugi

WV zaleznosci od dyscypliny obstugi SMO mozna podzielic
nastepujaco:

» FIFO (first in first out), czyli kolejnosc obstugi wedtug
przybycia;

» SIRO (selection in random order) czyli kolejnosc obstugi
losowa;

» LIFO (last in first out), czyli ostatnie zgtoszenie jest najpierw
obstuzone;

» priorytet dla niektorych wariantow obstugi (5 na poprzednim
slajdzie), np. bezwzgledny priorytet obstugi oznacza, ze zostaje
przerwane aktualnie wykonywana obstuga obiektu, a na jego
miejsce wchodzi obiekt z priorytetem.



Model matematyczny funkcjonowania SMO

Model matematyczny funkcjonowania SMO opiera si¢ na
teorii procesow stochastycznych.

W modelu tym wystepuja zmienne losowe:

czas uptywajacy miedzy wejsciem do systemu dwoch
kolejnych zgtoszen;

czas obstugi jednego zgtoszenia przez stanowisko
obstugi;

liczba stanowisk;

liczebnosc miejsc w kolejce zgtoszen oczekujacych na
obstuge.



Zatozenia modelu okreslaja

typ rozktadu prawdopodobienstwa zmiennych losowych
(rozkfad deterministyczny — rowne odstepy czasu), rozkiad
wykfadniczy, rozktad Erlanga, dowolny rozkiad;

zaleznosc lub niezaleznosc zmiennych losowych czasu
czekania na zgtoszenie i czasu obstugi;

skonczona lub nieskonczona wartosc liczby stanowisk
obstugi, dtugosci poczekalni;

obowiazujaca w systemie dyscypling obstugi.



Kanat obstugi:

» stopa przybycia A - przecietna liczba klientow
przypadajaca na jednostke czasu, ma rozktad Poissona,

» stopa obstugi 1 - przecietna liczba klientow
obstuzonych w jednostce czasu, ma rozkiad
wykfadniczy,

» liczba rownolegtych kanatow obstugi r,

» parametr intensywnosci ruchu p - stosunek liczby
klientow przybywajacych do liczby klientow
obstuzonych w jednostce czasu.



Zalozenia w teoretycznym modelu:

» rozpatrywane s3 tylko sytuacje w ktorych klienci
obstugiwani s3 wedtug kolejnosci przybywania do punktu
swiadczacego ustuge, zatem wszyscy klienci s3 traktowani

na rowni.



Rozpatruje sie dwa przypadKki:

» Gdy A < ru uktad zmierza do stanu rownowagi

(jezeli obie wartosci state) to prawdopodobienstwo
tego, iz kolejka ma okreslong dtugosc, jest state w
kazdej jednostce czasu.

» Gdy A 2 ru uktad jest niestabilny, a
prawdopodobienstwo dtugiej kolejki rosnie (ukfad
nie moze nadrobic czasu w ktorym byt chwilowo
niewykorzystany).



Rozwiazanie problemu kolejki

» Rozwiazanie nastepuje po ustaleniu podstawowych
parametrow (A, L, p, r).

» Rozwiazanie sprowadza sie do wskazania najlepszego w danych
warunkach uktadu czynnikow kontrolowanych przez
kierownictwo kontrolowanej jednostki.

» Chodzi tu przede wszystkim o zalecenie usprawnienia pracy
samego stanowiska obstugi na drodze zwigkszenia wydajnosci
lub postulat zwigkszenia liczby stanowisk.



System z pojedynczym kanatem obstugi

; Przyktad: system M/M/1

» Charakterystyka systemu:

naptyw: proces Poissona z intensywnoscig A

czas obstugi: rozktad wyktadniczy z parametrem p

procesy naptywu i obstugi sa niezalezne

pojedyncze urzadzenie obstuguijace

nieskonczona kolejka

+ N(t): stan systemu (liczba klientéw) w chwili t

A A A A
I I J7 H



Wlasnosci:

liczba _ kilentow

) przecietha stopa przybycia A: 1=
P Q Pa przyby czas _ przyjscia

liczba_ kilentow
czas_obslugi

4
U
» Gdy A < u (p < I) ukfad zmierza do stanu rownowagi

» Przecigtna stopa obstugi |: £/ =

» parametr intensywnosci ruchu p: p =

(jezeli obie wartosci state) to prawdopodobienstwo tego, iz
kolejka ma okreslona dtugosc, jest state w kazdej jednostce
czasu.

» Gdy A 2 u (p 2 |)ukiad jest niestabilny, a
prawdopodobienstwo dtugiej kolejki rosnie (uktad nie moze
nadrobic czasu w ktorym byt chwilowo niewykorzystany).



Przyktad 2:

» Na poczcie obok innych stanowisk jedno jest
przeznaczone do obstugi wptat i wyptat gotowkowych
osob fizycznych. Ruch w godzinach 14-18 jest tak
duzy, ze rozwaza sie¢ mozliwosc uruchomienia
dodatkowego stanowiska obstugi. Sprawdzic, czy jest
to stuszna decyzja. Ponizej podano obserwacje
poczynione w czasie jednej z godzin szczytowych.




Przyktad 2 c.d.:

Numer klienta

Czas przyjscia

Czas obstugi

Numer klienta

Czas przyjscia

Czas obstugi

liczony od klienta (w liczony od klienta (w

przybycia min) przybycia min)

poprzednie poprzednie

go klienta go klienta

(W min) (w min)
1 0 1,5 11 1 5,5
2 0,5 2,5 12 1,5 4,5
3 1 1 13 2 4
4 1,5 2 14 1,5 3
5 1 3 15 1 2
6 2,5 5 16 2,5 1,5
7 0,5 0,5 17 3 3
8 6 1,5 18 3,5 g
9 2 2,5 19 4 4

10 1,5 6 20 3,5 3
Razem 40 60




Rozwiazanie:

» stopa przybycia 1-2_o5

40

o, =20 1
» stopa obstugi #=_;=3

=15

3
2

|~

W= ||\>\—-

» parametr intensywnosci ruchu »=

» Zatem zachodzi nierownosc A > u , czyli stopa przybyc
przewyzsza stope obstugi.Wartosc parametru o >1
sugeruje, ze mamy do czynienia z ukladem niestabilnym, a
prawdopodobienstwo dtugiej kolejki sie zwieksza.

» Osiagniecie stanu rownowagi jest tylko mozliwe dzieki
podjeciu radykalnych dziatan:
skroceniu czasu obstugi klienta
zainstalowaniu dodatkowego stanowiska obstugi.



System z wielokrotnym kanatem
obstugi

uogolnienie przypadku z pojedynczym kanatem obstugi




Wlasnosci:

liczba _ kilentow

) przecietha stopa przybycia A: 1=
P Q Pa przyby czas _ przyjscia

liczba_ kilentow
czas_obslugi

A

» parametr intensywnosci ruchu p: p = —
ur

» Gdy A < ur (p < |) uktad zmierza do stanu rownowagi

» Przecigtna stopa obstugi |: £/ =

(jezeli obie wartosci state) to prawdopodobienstwo tego, iz
kolejka ma okreslona dtugosc, jest state w kazdej jednostce
czasu.

» Gdy A 2 ur (p 2 l)uktad jest niestabilny, a
prawdopodobienstwo dtugiej kolejki rosnie (uktad nie moze
nadrobic czasu w ktorym byt chwilowo niewykorzystany).



Prawdopodobienstwo, ze w systemie
jest brak klientow, czyli n=0
obliczamy ze wzoru:

P(n=0)=

r-1




Przecietna (Srednia) liczba klientow
oczekujacych w kolejce to:

pr+1P(n _ O)

(r—p)(r-2)

Q=



Przecietny (Sredni) czas oczekiwania
klientow na wykonanie ustugi:

W :g: prP(n 20)2
A ru(r(1-p)



Prawdopodobienstwo, ze w kolejce
oczekuje n klientow okresla wzor:

p”P(n—o) dlan<r
Pin)=q ., nn!
() ' pP(n—O) dlan>r
\ r



Prawdopodobienstwo, ze w kolejce oczekuje
wiecej niz n, klientow (pod warunkiem gdy
n,2r—1) okresla wzor




Prawdopodobienstwo, tego ze czas
oczekiwania w kolejce jest dtuzszy niz ¢,
okresla wzor:

P(t>t,)=P(n>r—1)



Przyktad 3:

» W pewnej komorce sieci telefonii komorkowej dostepne
sa dwie czestotliwosci na ktorych mozna zrealizowac
potaczenie. Przeciety czas zgltoszenia abonenta wynosi 3,8

na godz., a stopa obstugi (realizacja rozmow) wynosi 2
rozmowy na godz.

Czy system obstugi zmierza do stanu
rownowagi?



Rozwiazanie:

ukfad zmierza do stanu rownowagi, gdy: A <ru

A =38

H="2

r=>2

b2 38 (o
ur  2-2

stan rownowagi systemu jest zachowany, bo

38<4



[le wynosi prawdopodobienstwo, ze
nie bedzie kolejki?

1+ 095+ (0.9

1,051

Prawdopodobienstwo, ze nie bedzie kolejki do realizacji
potaczenia wynosi 0,36 (36% szans).



[le wynosi prawdopodobienstwo, ze
klient bedzie musial oczekiwac?

P(n>n,)= - [Z,O_ 5)(:: =

2°7°0,95"0,36

P(n>0)= (2-0,95)21

~ (0,04

Prawdopodobienstwo, ze klient bedzie musiat oczekiwac na
realizacje rozmowy wynosi 0,64 (64% szans).



[le wynosi prawdopodobienstwo, ze w
kolejce znajduja sie wiecej niz dwie osoby?

B rr—nopnoﬂp(n _ O)

P(n > no)— (r—p)r!
2—2 2+1

p(n>2)= 270,950,361
(2-0,95)2!

Prawdopodobienstwo, ze w kolejce znajduja sie
wiecej niz dwie osoby wynosi 0,15 (15% szans).



[le wynosi prawdopodobienstwo, ze klient
bedzie musiat oczekiwac w kolejce dtuze;j
niz 0,5 godz.?

P(t>t,)=P(n>r-1) 6~

2-1 1+1
270,957°036 _
(2-0,95)2!

P(n>1)=

P(t >0,5)=0,3e22%0%) = 0.3.0,35~ 0,11

Prawdopodobienstwo, ze klient bedzie musiat oczekiwac w
kolejce dtuzej niz 0,5 godz. wynosi 0,1 | (1 1% szans).



[le przecietnie klientow oczekuje w
kolejce na realizacje potaczenia?

Q _ pr+1P(n _ O)
(r—p)(r-1)
2+1
o 0,95°70,36 ~0.28

(2-0,95)*(2-1)

Przecietnie w kolejce oczekuje 0,28 klienta.



Jaki jest przecietny czas oczekiwania
klientow na wykonanie ustugi?

w=2
A
0,28 . .
W = a8 ~0,074godz.=0,074*60min.=4,44min.

Przecietnie w kolejce oczekuje sie 4,44 minuty.



Jak wyglada sytuacja z punktu widzenia
zarzadcy sieci?

» Sytuacja z punktu widzenia zarzadcy sieci jest komfortowa.

» Wprawdzie prawdopodobienstwo bezkolejkowej realizacji
pofaczenia nie jest duze, bo wynoszace 0,36.

» Ale mate jest prawdopodobienstwo oczekiwania w kolejce
wiecej niz dwoch abonentow, bo wynoszace 0, 1 5.

» Bardzo mate jest prawdopodobienstwo, ze abonent bedzie
czekat dtuzej niz pot godziny, bo wynosi 0,1 1.

» Z analizy wynika, ze przecietnie w kolejce przez 4,44 minuty
oczekuje 0,28 klienta.



