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Wspotczynnik b, jest rowny

¢, natomiast

Wspolezynniki te oraz wspdlczynnik d, zaleza tylko od licznosci proby i dla matych
n podano wartosci wspotezynnikow b, i d, w tablicy 22, w ktoérej podano rdéwniez
efektywnos¢ estymatora Rd,. Jak pokazuje tablica, efektywnosé estymatora Rd, odchylenia
standardowego o maleje, totez zazwyczaj korzysta si¢ z niego w przypadku proby
o licznosei n nie przekraczajacej 10; w przypadku n wigkszego (rzedu kilkudziesieciu) dzieli
ﬂe wyniki proby na kilka grup o liczno$ciach okoto 10, dla kazdej z tych j grup oblicza si¢
*, = R;d,, gdzie k jest licznoscig danej grupy, a nastepnie ]ako estymator ¢ populacji
mrmalnej przyjmuje si¢ $rednia arytmetyczng estymatorow aJ O innych estymatorach
parametru ¢ traktuje praca [33].

23. ESTYMACJA PRZEDZIALOWA

2.3.1. Pojecie przedziatu ufnosci. Metody estymacji, ktorymi zajmowalismy sie dotych-
- wxas, pozwalajg uzyskiwaé oceny punktowe nieznanych parametrow rozkladu, przy czym
- e potrafimy da¢ odpowiedzi na pytanie, jaka jest dokladno$é uzyskanej oceny.
Innym sposobem estymacji, dajacym mozliwo$¢ oceny tej doktadnosci, jest metoda
- wredzialowa polegajaca na podaniu tzw. przedzialéw ufnosci dla nieznanych parametrow
. adz ich funkcji) danego rozkladu.
Przedzialem ufnosci dla parametru 0 na poziomie ufnoéci 1 — a (0 <a<1) nazywamy
weredziat (64, 0,) spelniajacy warunki:
' - Jego konice 0, =0, (X,..., X,), 0, =0,(X,,...,X,) sa funkcjami proby losowej i nie
W73 od szacowanego parametru 0;
- prawdopodobiefistwo pokrycia przez ten przedzial nieznanego parametru 6 jest
' Wwne 1 — o, tzn.

P(0,(X,,....X,)<0<0,(X,,..X,)=1-a (2.3.1)

wzbe 1 —o nazywamy takze wspdlczynnikiem ufnosci. Jak widaé z definicji konce
esedzialu ufnoci sq zmiennymi losowymi. Nieznana warto$¢ parametru @ moze wiec by¢
Wryta przez ten losowy przedziat albo tez nie. Jezeli jednak dla réznych zaobser-
Wewanych probek losowych x,,...,x, znajdziemy wiele realizacji przedziatlu ufnosci, to
Sesosc tych, ktore beda zawieraé rzeczywista wartosé parametru 8 w duzej liczbie tych
acjl, bedzie w przyblizeniu réwna 1 — « (rys. 2.1). Konstrukcje przedziatu ufnosci
azemy na przykladzie.

B2 matematyczna
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Zapanie 2.7. ZnalezC przedziat ufnosci dla nieznanej wartosci przecietnej u populacii,
w ktorej badana cecha ma rozktad N(u, o), w przypadku gdy o jest znane, na podstawie
n-elementowej proby prostej X, ..., X,

j i
Rozwiazanie. Wiemy, ze statystyka X = Z X; ma rozklad N (,u, \/ ), nato-
n
miast statystyka U otrzymana w wyniku standaryzacp

_X—u
SLSLNC

ma rozklad N (0, 1). Statystyke te, poniewaz jej rozklad nie zalezy od szacowanego
parametru y, mozna wykorzysta¢ do konstrukcji szukanego przedziatu ufnosci.

= , Rys. 2.1. (1 — )100-procentowe realizacje przedzia-
e tu ufnosci dla parametru 6 utworzone dla réznych
— - ' n-elementowych probek

Dla danego 2 (0 <a < .1) mozemy znalez¢ takie wartosci u, i u,, aby
Plu,<U<uy)=@(u,)— ®u,)=1-—a.

Wystarczy w tym celu obra¢ o i o, spetniajace warunki: oo, + o, =, 0 <o, a, <o i przy-
ja¢ uy = u(oy), uy = u(l — o), gdzie u(a,) i u(1 — a,) sa kwantylami rozktadu zmiennej U
rzedow o, i 1 — a, odpowiednio (rys. 2.2).

Rys. 2.2.
< g
PI:u(ocl) <X—p)—<ul- cxz):| =1—-a
i

n

-3 —'2[ -1 0 T ] 2 3 u
u(OCT) U.('-sz)

Wynika to stad, ze
Plu(l —ay))] — Plu(e)]=1—o0, —a; =1 —a.
Wobec powyzszego mamy

[ <2 ]
Plu(e) <——Jn<u(l —a,) [=1—u0.

Rozwigzujac nieréwnos¢ znajdujaca si¢ wewnatrz nawiasu wzgledem p, otrzymujemy szu-
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1

Widzimy, ze nawet przy wykorzystaniu jednej statystyki U do wyznaczenia szukanego
przedziatu w zaleznosci od sposobu wyboru wartosci o, i o, mozemy utworzy¢ nieskon-
<zenie wiele przedziatow ufnosci. Gdy przyjmiemy «, =0, o, = o, wtedy u(o,) =u(0)= —
oraz u(1 — a,) = u(l — o) i uzyskujemy przedzial postaci (rys. 2.3)

— o
X—ull —a)—, + o0 |,
( Jn )

X—u(l—ua,)

_ o
Rys. 2.3, P[(X—u):— > u(oc)] =1l—-a
Jn

-3 -2 | - 0 1] 2 34
u(e) u(l-et)

- Wiory nazywamy prawostronnym przedzialem ufnosci. Gdy o, = a, a, = 0, wtedy u(a,) =
= wl2), u(l — o) = u(1) = oo i otrzymujemy lewostronny przedzial postaci

(—oo )?—u(cx)—g—)
s ,\/; &

‘ Wykorzystujac symetri¢ rozktadu N(0,1), mamy: u(x) = — u(l — ) i przedzial ten
“mocemy zapisaC w postaci (rys. 2.4)

- o
~o0y X+l —)—— .
( ﬁ)

s 2 4. P[()?—u):i< u(l— fx)] =l
: Vn

n

u(1-ot)

tiycznie najezesciej o, i o, wybieramy tak, aby o, = a, = 30, otrzymujac wowczas

pedziat
()7 -()7)
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! R = o o
-3 =2 [ - 0 1 2 B i PI:|X—,u|:—<u(1——):[=1—cx
u(1oc) u(1—%‘cx) . : \/; 2

2

Ze wzgledu na symetri¢ rozktadu N(0, 1) przedzial ten mozna zapisa¢ w’postaci (rys. 2.5)

(y_u(l_g)% m(l_g)ﬁ),

poniewaz wtedy —u(%cx):u(l—%cx). B
W przypadku tym otrzymujemy przedzial symetryczny wzgledem X o dlugosci

2u (1 —% %. Dhugosc¢ ta nie zalezy od wartosci x; proby, lecz jest zalezna od:
n

— obranego wspofczynnika ufnosci 1 —a (im wigkszy wspoOlczynnik ufnoéci, tym
dluzszy przedziat),

— licznosci proby s (im wigksza licznosé, tym krotszy przedzial).

Przy danym wspotczynniku ufnosci i ustalonej licznosci proby przedziat symetryczny
wzgledem X jest przedzialem ufnoéci o najkrotszej dtugosci.

Niech ¢ = 2, na podstawie probki o liczno$ci n = 16 wyznaczono np. X = 34,1; przyj-

mijmy o = 0,05. Z tablicy 6 kwantyli rozkladu N(0,1) odczytujemy, 7ze u(l—3a)=

= u(0,975)=1,96. Realizacja przedziatu ufnosci, dla nieznanej warto$ci przecietnej u uzys-

kana dla danej probki przy poziomie ufnosci 1 —a = 10,95, jest 33,12 < u < 35,08.
Nalezy tutaj przestrzec, ze bledem jest twierdzic, ze

P(33,12 < 4 < 35,08)=0,95.

Taki zapis jest bledny, bo warto$¢ przecigtna u badanej cechy populacji — aczkolwiek
nieznana — jest stala i nierownos¢ 33,12 < u < 35,08 albo jest spelniona, jezeli wartoéé
przecigtna p zawiera si¢ w tych granicach i wowczas prawdopodobieristwo jej spetnienia
wynosi 1, albo sprzeczna i wtedy prawdopodobienistwo jest rowne 0.

Gdybysmy jednak z tej samej populacji pobrali nie jedna lecz wiele probek 16-elemen-
towych i na podstawie kazdej z nich wyznaczyli odpowiadajace im realizacje przedziatow
ufnosci, to przecigtnie 95% tych przedziatlow pokryloby stala, aczkolwiek nieznana warto$é
u (rys. 2.1).

Jaki jest wobec tego sens znalezionego przedziatu ufnosci (realizacji przedziatu ufnosci)
na podstawie jednej probki, jezeli nie wiemy, czy pokryje ona nieznana warto$é u, czy tez
nie? -

Otoz kierujemy si¢ tutaj praktyczna zasada, wedtug ktorej zdarzenie o bardzo matym
prawdopodobienistwie w jednym doswiadczeniu praktycznie nie zachodzi, tak np. rzucajac
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jeden raz pigcioma monetami nie jest niemozliwe wyrzucenie pigciu ortdw, bo praw-

dopodobienstwo tego zdarzenia wynosi (3)° = 0,03, jednakze z taka mozliwodcia, przy
jednokrotnym rzucie pigciu monetami, nie liczymy si¢ w praktyce. Natomiast w duzej
iczbie rzutow po pig¢ monet wynik pig¢ ortow bedzie si¢ realizowal przecietnie raz na 32
rzuty.

2.3.2. Przedzialy ufnoéci dla parametréw rozkladu badanej cechy populaciji.
A. Przedzialy ufnosci dla nieznanej wartosci przecietne;.

Model 1. Cecha X populacji generalnej ma rozktad N(u,¢) o nieznanej wartosci
przecigtnej u i znanym odchyleniu standardowym o.

Jest to model, ktory rozpatrywaliSmy w zadaniu 2.7. Przy danej licznosci n proby

‘danym wspotczynniku ufnosci 1 — « najkrotszym przedziatem ufnosci dla u jest przedziat

()?—:{h%)\%, X+u(1——)$) | (2.32)

Model 2. Cecha X populacji ma rozktad N(u, ¢), przy czym zaréwno u jak i o nie sa
mmane.
W teorii statystyki dowodzi si¢ ([11]), ze statystyka z(%)

X—p

f=s a1, (2.3.3)

. L -
pizie X =- 3 X,, §> =- ) (X;— X)* ma rozklad o gestosci
ny oiF

1) = ! ! . 1eR,

—1B(3,3(n—1)) (L+2/(n—1))"2

sazywany rozkladem Studenta o v=n—1 stopniach swobody. Poniewaz rozklad tej sta-
swstyki jest niezalezny od nieznanych parametréw p i o (zalezny tylko od licznosci proby),
watystyketemozna wykorzysta¢ do konstrukcji przedziatu ufnosci dla wartosci przecietnej p.

Z tablic kwantyli rozktadu ¢ Studenta przy n— 1 stopniach swobody i przyjetym z gory
poziomie ufnosci 1—a (rys. 2.6) znajdujemy kwantyl rzedu 1—3o (tzn. taka wartosé

Rys. 2.6. Kwantyle rzedéw 3 o1 1 —% o rozkladu Studen-
ta o v stopniach swobody

t(1—3,v)=—1Ga, )

1 Wyjatkowo — ze wzgledu na tradycje¢ — oznaczona mala litera.
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t(1—30,n— 1) zmiennej losowej ¢, 7e jest spetniony warunek P(r < t(1—ioa,n—1)) =1—1a
1 wowczas

X

1—a=Pﬂﬂ<ﬂ1—%%n—U)=Pq ;”JZ:T

Rozwigzujac nierowno$¢ zawarta w ostatnim nawiasie wzgledem g, otrzymujemy
(1 — o) 100%-owy przedziat ufnosci

<t(l—3a,n— 1)).

7 — S
X—1(1—zan—1) <pu<X+t(l—tan—1 (2.3.4)
n—1 ‘n—1
o hw g ; 1 S : .
Dlugosc¢ tego przedziatu jest rowna 2¢(1 —50,n— 1) 7—, wiec przy danym o« i nie
n—1

zmieniajacej si¢ licznosci proby nie jest stala (jest zmienna losowa), zalezy bowiem jeszcze
od odchylenia standardowego proby, ktore na ogdél — mimo statego n — przyjmuje dla
roznych prébek rézne wartoSci.

Zapanie 2.8. Zmierzono wytrzymatos¢ 10 losowo wybranych gotowych elementow
konstrukcji budowlanych i otrzymano nastepujace wyniki (w MPa): 383, 284, 339, 340, 305,
386, 378, 335, 344, 346.

Zakladajac, ze rozktad wytrzymatosci tych elementow jest rozktadem N(u, ¢) o nie-
znanych parametrach, wyznaczy¢ na podstawie tej probki 95%-owa realizacje przedziatu
ufnosci dla nieznanej wartosci przecigtnej u badanej cechy populacii.

12 12 |
Rozwigzanie. Obliczamy Xx=-) x;=3440, s> ==Y (x,— x)* = 968,80, skad
Ry Ry
s = 31,13. Z tablicy kwantyli rozktadu Studenta (tabl. 7) odczytujemy, ze 1 (1 — 3o, n— 1) =
= 1(0,975,9) = 2,26. 95%-owa realizacja przedziatu ufnosci dla p, wyznaczona na pod-
stawie tej probki, jest przedzial okre§lony podwojna nierownoscia

31,13 31,13
344—2,26-'—3—<u<344,0+2,26- 3

czyli przedzial (320,55, 367,45).

ZapANIE 2.9. W celu wyznaczenia fadunku elektronu wykonano 26 pomiardéw tego
tadunku metoda Millikana, otrzymujac (w C)

Xx=1574-10""°, $=0,043-10""'°.

Zakladajac, ze warto$¢ przecietna uy bledu Y przyrzadu pomiarowego jest rowna zeru
1 bledy pomiaréw przy wyznaczaniu tadunku elektronu maja rozklad normalny o nie-
znanym o, wyznaczy¢ na podstawie otrzymanych danych 99%-owy przedziat ufnosci dla
prawdziwej wartosci wielkos$ci fadunku elektronu.

Rozwigzanie. Oznaczmy przez a — rzeczywista warto$é tadunku elektronu,
a przez Y, blad losowy i-tego pomiaru, wtedy i-ty pomiar X;,=a+ Y, a jego warto$é prze-
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cgtna puy = a + py = a. W takim razie przedziatem ufnosci dla py, a tym samym dla a, jest
przedzial okreslony warunkiem

X—t(l—2a,n—1) <a<X+i(l—La,n—1)

n—1 - n—1

2

co po podstawieniu wartoéci liczbowych x i s oraz (1 — 1o, n—1)=1(0,995, 25) = 2,79
‘odczytane z tablicy 7) daje realizacje

1,550-1071° < g < 1,598 1019,

Model 3. Cecha X populacji generalnej ma rozktad dowolny o nieznanych: wartosci
przecigtnej 1 skonczonej wariancji o2; proba o licznosci 7= 100.
Z centralnego twierdzenia granicznego Lindeberga-Levy’ego (cz. I, p. 6.1) wynika, Ze

X — _ :
statystyka U = TH\/ n ma asymptotyczny rozktad N(0, 1). Dla duzych » mozna zatem

rozklad statystyki U przyblizy¢ tym rozkladem. Ze wzgledu na duza licznos¢ prébki
mieznang wartos¢ o zastgpujemy ocena s* obliczona z probki i, postepujac jak w modelu 1,
wyznaczamy dla danej probki przedziat ufnosci na poziomie ufnosci 1—a, okreslony
merownoscia
_ O o
x—u(l—z0)—<pu<x4u(l—12a)—_.
7 7
Zapanie 2.10. Z populacji widkien bawelny pobrano 300-elementowa probke wlokien
« zmierzono ich dlugosci, grupujac dane w nastgpujacy szereg rozdzielczy

*

Pﬁigal 0, 5,5 (5,5, 10,5 (10,5, 155> | (15,5, 20,55
Scodek przedziatu X, 2,75 775 12,75 17,75
Licznosc n; 2 5 11 19
Przedziat '
- (2052555 | (255305 | (305,355 | (355.405
$eodek przedziatu , 22,75 27,75 32,75 37,75
Laxcznose n, 41 117 87 18

Znalez¢ 95%-owa realizacje przedziatlu ufnosci dla nieznanej wartosci przecietnej
& dlugosci wldkna,

12 1 8
Rozwigzanie. Obliczamy x=-Y x;n,=2743, s*2=¥12(xi—-7c)2ni=51,598,
n n—1%

wead s7=7,18. Z tablicy kwantyli rozktadu N (0, 1) odczytujemy, ze u (1 —%a):u(0,975)=
= 1.96. Zatem 95%-owa realizacja przedzialu ufnosci dla nieznanej wartosci przecietnej
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p uzyskana dla tej probki losowej jest okreslona nierdwnoécia
Hie 27441960
— < p<il4+ 156"

300 v/ 300
co po wykonaniu rachunkéw daje rezultat 26,59 < u < 28,21.

274 —1,96-

o)

B. Przedzialy ufnosci dla wariancji i odchylenia standardowego.

Model 1. Cecha X populacji ma rozklad N(u,¢) o nieznanych u i ¢. Proba
o licznosci n < 50.
Konstrukcje przedziatu oprzemy na statystyce
B X - EP
P Y T (2:3.5)

o 3 o

ktora ma rozklad chi-kwadrat o n — 1 stopniach swobody (tabl. 27). Rozktad ten dalej

bedziemy oznaczali y*(n — 1). Niech jak zwykle y* (5%, n— 1), x2(1 — 3o, n— 1) oznaczaja
kwantyle rozktadu y?*(n — 1). Wtedy (rys. 2.7)

PlrGun—D)<y*<y?(l—2a,n—1)] =

S2
= P[xz(%oc, B~ 1)<n—2<xz(1 — 3, n—l):|= 1—o
. g

Rys. 2.7. Kwantyle rzedow 3o i 1 — 3o rozkladu y?
o n—1 stopniach swobody

N\

5
A
i

Rozwiazujac nastg¢pnie nierOwnos¢ zawarta w ostatnim nawiasie wzgledem o2, otrzymuje-
my (1 — 2)100%-owy przedziat ufnosci dla ¢* okre§lony warunkiem
nS> 5 nS?
5 1 <0< TP (236)
X (1-30(,”—1) X (Ed,n—'l)

dla odchylenia standardowego ¢ natomiast

_ _
\/ — " s<o< " s :37)
(l—z0,n—1) (Go,n—1)

Nier6wnosci te, wykorzystujac nieobciazony estymator wariancji §*2

1 52 -
Z(Xi_X)Zs

r—1"

§%2 =
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mozna rowniez zapisa¢ w postaci rownowazne;j

(n—1)8*2 (n— 1)5*2

1 02 < —— (2.3.6)
(1—z0,n—1) ria,n—1)
oraz
—1 —1
\/ L Pgwg |-~ gk (2.3.7)
x*(1—50,n—1) PGoa,n—1)

Dia wygodnego wyznaczania przedziahu ufnosci dla odchylenia standardowego o w tablicy
2 podano dla pozioméw ufnosci 1 —oa = 0,99, 0,98, 0,95, 0,90 wartosci wspdlczynnikow

n—1 n—1
gion—1)= : oraz gy n—1)= [—
Xz(l_ia,n_l) XZ(Ema n_l)

« witedy przedzial ufnosci dla ¢ mozna zapisa¢ za pomoca warunku
gi(o,n—1)8* <o <gy(a,n—1)S* (2.3.8)
! ZxpaNie 2.11. Wykonano pomiary liczby skretow dla losowo wybranych odcinkow
przedzy o dlugosci 1 m, uzyskujac wyniki: 87, 102, 119, 81, 97, 93, 100, 114, 99, 100, 113, 93,
%885, 123, 99. Zakladajac, ze liczba skretow odcinkow przedzy ma rozktad normalny,
malez¢ 90%-owe realizacje przedziatow ufnosci dla wariancji i odchylenia standardowego
Sezby skretow calej partii przedzy.

16
#ozwiazanie Obliczamy x =100, s* = %Z(xi — x)? = 134,2, nastepnie, wykorzy-
1 1 '
- wwac tablice 8 kwantyli rozktadu y* przy 15 stopniach swobody, odczytujemy
1> Gan— 1) = 1*(0,05,15) = 7,26,
(1 — 30,n— 1) = 30,95, 15) = 25,00,

| W.-owa realizacja przedzialu ufnosci dla wariancji wyznaczona dla danej probki jest
aweem przedzial okre$lony nieréwnoscia
2

16-134,2 16-134,2
ERR T et < 0 < e
25,00 7,26

| 85,97 < 6% < 296,04,
. odchylenia standardowego ¢ otrzymamy

RI3wa<lil.

i ymik ten mozna takze uzyskac prosciej przy wykorzystaniu tablicy 20, a mianowicie:
srvtujemy z tej tablicy przy n — 1 = 15 stopniach swobody 1 poziomie 1 — o = 0,90, ze

g, n—1)=g,(0,10, 15)=0,775,  g,(0,10, 15) = 1,44.
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Obliczamy s* = | /143,28 = 11,97 i podstawiajac do wzoru (2.3.8) uzyskujemy identyczny
rezultat jak poprzednio. '
Model 2. Cecha X populacji ma rozktad N (y, ¢) o nieznanych pi 6. Proba o licznosa
n=50.
. , . nS?
W przypadku tego modelu mozna wykorzystaé fakt, ze statystyka \/ﬁ = 2? =

S
=—y/2n ma w przyblizeniu (') rozklad N(\/2n — 3, 1). Zatem
o

S
P(J/2n—3—u(l—z0)<=/2n< /=3 +u(l —30))=1—q,
ag

gdzie u(1 —%oc) jest kwantylem rzedu 1~§a rozkladu N(0, 1). Rozwiazujac nierownosc
wzgledem g, otrzymujemy (1 — ) 100%-owy przedzial ufnosci dla o okreslony nieréwnoscia

Sﬂ 5 <o< S\/2‘n _— (2.3.9)
V2n—=34+u(l—3a) V2n—3—u(l—3a)

Zapanie 2.12. W celu sprawdzenia dokladnosci skrawania za pomoca pewnego
urzgdzenia, dokonano pomiaréw wykonanych 50 czeSci i otrzymano s* = 0,00068.
Zakladajac, ze rozktad btedow wymiardw czgséei jest normalny o nieznanym o, na poziomie
ufnosci 0,95 wyznaczy¢ na podstawie danych realizacje przedziatu ufnosci dla odchylenia
standardowego o.

Rozwigzanie. Poniewaz it( 1— %oc) =u(0,975)=1,96, zatem dla danych zadania
z (2.3.9) otrzymujemy

/0,00068 /100 e /0,00068.,/100

J97+ 1,96 J97—1,96

Tak wigc 95%-owa realizacja przedzialu ufnodci dla ¢ jest (0,0221, 0,0330).

C. Przedzial ufnosci dla wskaznika struktury populacji. Oceng wskaznika struktury
(p. 2.2.3) wyznacza si¢ w zaleznosci od liczby K elementéw wyrdznionych w losowe;j
probie prostej o licznosci n. Zadanie sprowadza sie zatem do wyznaczenia takich dwoch
funkcji £,(K, n, ) i f5(K, n, ), aby

P(fuK na)<p<f,(K no)=1—o. (2.3.10)

Stosowanie efektywnych wzoréw na funkcje £, i f, jest do$¢ klopotliwe, dlatego te
stablicowano dla malych n wartosci tych funkcji w zaleznosci od liczb k i n—k przy
poziomie ufnosci 1 — o = 0,95 (tabl. 21).

(') Mozna tutaj uzyskaé¢ dokladniejsze przyblizenie, wykorzystujac fakt, ze dla duzych n statystyka

3f X : ma w przyblizeniu rozkltad N | 1 — .
n i

om—1) 3Vn=1
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Model 1. Cecha populacji generalnej ma rozktad dwupunktowy z parametrem p (tzn.
frakcja wyrdznionych elementow populacji jest rowna p). Probka o niewielkiej licznoscei a.

Niech & oznacza liczbe wyrdznionych elementow probki o licznosci n. Z tablicy 21
odczytujemy przy 95%-owym poziomie ufnosci wartosci f;(k, n, @) i f,(k, n, &) spetniajace
:2.3.10), otrzymujac realizacje przedziatu ufnosci dla p postaci

(filk, n, @), f,(k, 1, ).

ZapaNIE 2.13. Z partii towaru sztukowego pobrano losowo 20 sztuk i wsrod nich
zaobserwowano 2 sztuki wadliwe. Poda¢ 95%-owa realizacj¢ przedziatu ufnosci dla frakcji
wiuk wadliwych catej partii towaru.

Rozwiazanie. Z tablicy 21 przy k=2, n— k=18 i poziomie ufnosci 1 —a=0,95
sdezytujemy, ze f; =0,012, f,=0,317. Zatem 95%-owa realizacja przedziatlu ufnosci
“rakcji sztuk wadliwych jest przedziat okreslony nieréwnoscia 0,012 < p < 0,317.

Model 2. Cecha populacji generalnej ma rozktad dwupunktowy z parametrem p.
Proba o licznosci n > 100.

. K o
Wykorzystujemy tu fakt, ze statystyka p=— ma w przyblizeniu rozklad N( D,
n

pll—p)
% n

)- Po standaryzacji p otrzymujemy statystyke

Uz(f_p), p(l—p)_ K—mp

' L =\/np(1—p)’

- Wwora dla duzych n ma w przyblizeniu rozktad N (0, 1). W takim razie

1 K—np 1
P|U|<u(1—3d))=P(i <u(1—a))=1—oc
( Jnp(1—p) i

e (1 —%oz) jest kwantylem rzgdu 1—%0: rozkladu N(O, 1). Rozwiazujac ostatnig
& wypisanych nierownosci wzglgdem p, uzyskujemy szukany przedziat ufnosci

A(B—C)<p<A(B+C), (2.3.11)
4= n —, B=E+M,
n+ u?(l —30) m 2n
K(n—K) *(1—3
c=l\/ &) =g 125 (2.3.12)
n n 4 2

- Zwoanie 2.14. Sposrod 120 wylosowanych pracownikoéw pewnego zaktadu 17 nie
whonywalo normy wydajnoéci pracy. Wyznaczyé 95%-owa realizacje przedziatu ufnosci
» rakcji p pracownikow tego zakladu, ktorzy nie wykonuja normy.
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Rozwiazanie. Mamy tutaj n= 120, k = 17. Z tablicy rozktadu normalnego

odczytujemy kwantyl u(1 — %fx) = u(0,975)=1,96. Na podstawie wzorow (2.3.12) mamy
A=0969, B=0,158 C=0,064.

Podstawiajac do (2.3.11), otrzymujemy 95%-owa realizacj¢ przedziatu ufnosci dla p okres-
long nier6wnoscia 0,090 < p < 0,215.

2.3.3. Uogolnienie pojecia przedzialu ufnosci w przypadku dwéch paremetrow.
Obszar ufnosci. Niech 7( X, ..., X, ) bedzie dwuwymiarowym zbiorem (zbiorem plaskim)
zaleznym od proby, tak dobranym, aby prawdopodobienstwo, ze pokryje on parg
parametrow (6, 0, ), tzn. punkt o wspotrzednych 6,, 6,, byto rowne 1 — a, to jest

P((BI,HZ)EI) =1—-o

Kazdy zbior I speniajacy powyzszy warunek nazywamy (1 — o) 100%-owym obszarem
ufnosci dla pary parametréw (0,, 0,). Ze wzgledu na to, ze zbidr I mozna wyznaczy¢ na
nieskonczenie wiele sposobow, nalezy dokona¢ wyboru najodpowiedniejszego w pewnym
— zaleznym od zagadnienia — sensie.

Rozpatrzmy teraz dokladniej sytuacje w przypadku, gdy wyznaczamy laczny dwu-
wymiarowy zbior ufnosci dla wartosci przecietnej u i wariancji o 2, w przypadku gdy badana
cecha ma rozklad N (u,0) o nieznanych p i o. |

2 2
ﬂ-XJZ—mi Gy= r;iz sq niezalezne ([4]) i maja rozktad »2
odpowiednio o jednym oraz n — 1 stopniach swobody, mozemy je wykorzysta¢ do budowy
obszaru ufnosci. Mozemy np. wyznaczy¢ takie wartosci a, b, ¢, aby

Poniewaz statystyki G, =

P(Gi<a, b<G,<c)=P(G,<a)P(b<G,<c)=1—u.
Dla danego poziomu ufnoéci 1 — o mozna oczywiscie wartosci a, b, ¢ wybrac¢ na wiele

sposobow. Najczesciej jednak wybieramy je tak,aby P(G, <a)=./1 —a ~1 — %oc oraz
P(b<G,<c)=./1—uq, ale tak, aby P(G, > ¢)= P(G, < b).

Wystarczy wtedy przyjac
2 1 2,1 2 1
a:X(l—EOC,I), b:X (Za:n_l): C———X(].—Z(Z,n—-l)
Rozwiazujac nastepnie nieréwnosci

_n(X —p)?

Gy =—"— <72(1 =30, 1),

nS?*
12 (5o, n—1)<?<xz(1—%cx, n—1)

wzgledem ui o, otrzymamy dquymiarowy obszar ufnosci dla tych parametréw, okreslony




