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10.

Indukcja

. Udowodnié, ze

(a) 2" > n dla dowolnego n € N,
() Yy (@) =Fn(n+1)2n+1),
(c) Zl:ln(l?)) =1n2(n+1)?=(1+2+3+..4+n)?%

n+1

(d) Yo, nla) = aoqfl_l, gdzie a;411 = q - a;.

Niech F'(n) oznacza n-ty wyraz ciagu Fibonacciego zdefiniowanego rekurencyjnie nastepujaco:
F(0)=0,F(1)=1, F(n)=F(n—1)+ F(n—2) dla n > 1. Udowodnié, ze

(a) dla kazdego n > 0, F'(3n) jest liczba parzysta,

(b) dla kazdego n > 0, F(4n) jest podzielne przez 3,

(c) dla kazdego n > 0, F(n)?> + F(n —1)? = F(2n — 1),

(d) dla kazdego n > 4, 5|F(5n).

. Udowodnié, ze dla dowolnego n > 0,

(a) 133](11F! 4 12201y,
(b) 7|(8" —1),
(c) 8|(5™ Tt +2-3"+1).

. Udowodnij, ze (1 + p)™ > 1+ np, dla n naturalnego i p rzeczywistego i p > (—1).

. Udowodnij, ze dla dowolnej liczby naturalnej n > 0 i dowolnych dodatnich wartosci a i b zachodzi

wzér (a +b)" > a™ + b™.

. Udowodnij, ze kazda liczba naturalna n > 2 jest liczba pierwsza albo jest iloczynem liczb pierwszych.

. Udowodnij przez indukcje wzgledem n € N, ze Alg(n) = 2", gdzie

Alg(n) = {if n=0 then return 1 else return Alg(n —1) + Alg(n—1)}

. Udowodnij przez indukcje wzgledem n € N, ze Alg(n) = F(n), gdzie F(n) jest n-ta liczba Fibonac-

ciego oraz
Alg(n) ={if n=0 then
return 0
else
if n=1 then return 1 else return Alg(n—1) + Alg(n—2) fi
fi}

. Niech n bedzie liczba catkowita dodatnia. Dany jest algorytm:

1
Alg(n) = {m:=n; k:=0; while mmod2=0 do m:= 5 k:=k+1 od}.
Udowodnij, ze m - 2¥ = n jest niezmiennikiem petli w tym algorytmie.
Niech m, n beda liczbami naturalnymi takimi, ze m < n. Rozwazmy algorytm
Alg(m,n) = {k:=m; s:=2"; while k<n do k:=k+1; s:=s+2" od}.

Zbadaj, ktéra z wymienionych formul jest niezmiennikiem petli w tym algorytmie?

(a) s=Y0r (29,
(b) s= >0 ,(2%),
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11.

12.

13.

(c) s=2m42mtl 4 42k
(d) s=2m42m+t 4 4 2n,
Odpowiedz poprzyj dowodem indukcyjnym.
Niech Alg(n), gdzie n € N bedzie nastepujacym algorytmem. Zbadaj, ktéra z wymienionych formut
jest niezmiennikiem petli w tym algorytmie?
Alg(n) ={s:=0; i:=1;

while 1 <n+1 do

s:=s5+1 t:=1+1
od

return s}.
(a) s <mn,
(b) s=3_, 7,
(c) s=3i21d,
(d) s =51 i >0,
(e) s= ﬁT_l
Odpowiedz poprzyj dowodem indukcyjnym.

Niech Alg(A,n), gdzie n € N bedzie nastepujacym algorytmem, dla A bedacego tablica liczb natu-
ralnych dtugosci n (indeksowana od 1 do n wlacznie). Okresl rezultat dzialania algorytmu rozwaza-
nego algorytmu. Zbadaj, ktora z wymienionych formut jest niezmiennikiem petli w tym algorytmie?

Alg(n) ={p:= A[l]; q:=A[l]; i:=2
while i <n+1 do
if Al[i] >p then p:= Ali] fi
if q> Ali] then q:= A[i] fi
i =14 1;
od
return (p,q)}.
(a) p>q,
(b) i<n+1,
(¢) v <j <i)(g < A[j]<p),
(d) 31 <j k <i)(p = Alj] A q = A[K]).
Odpowiedz poprzyj dowodem indukcyjnym.

Niech Alg(A,n,z), gdzie n,z € N bedzie nastepujacym algorytmem, dla A bedacego tablica wspo6l-
czynnikéw pewnego wielomianu W stopnia n (indeksowana od 0 do n wlacznie). Uzasadnij, ze
Alg(A,n,x) = W(z) stosujac nastepujacy niezmiennik petli s = 7 Alj]zi =

Alg(A,n,z) = {i:=n; s:= A[n];
while i >0 do
si=sx*xmx; s:=s+Ali—1]; i:=i—1
od

return s}.
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14. Niech Alg(n), gdzie n € N bedzie nastepujacym algorytmem. Podaj niezmiennik NZ petli w tym

15.

16.

algorytmie taki, ze =(i < n) A NZ = s = nl. OdpowiedZ starannie uzasadnij.
Alg(n) ={s:=1; i:=0;
while 1 <n do
i:=14+1; s:=s5%1
od
return s}.
Niech Alg(a,b), gdzie a,b € N bedzie nastepujacym algorytmem. Podaj niezmiennik NZ petli w
tym algorytmie taki, ze =(w > 0) A NZ = s = a’. OdpowiedZ starannie uzasadnij.
Alg(a,b) ={s:=1; p:=a; w:=1b;
while w >0 do
if wmod2=0 then p:=pxp; w:=w/2
else s:=sxp; w:=w—1 fi
od
return s}.
Rozwazmy nastepujacy algorytm Alg(n), gdzie n € N. Okresl warunek poczatkowy jaki powinna

spelniaé¢ warto$¢ zmiennej n taki, ze Alg(n) = true wtedy i tylko wtedy, gdy n jest liczba pierwsza.
Wskaz niezmiennik petli pozwalajacy uzasadni¢ poprawnosé¢ algorytmu.

Alg(n) = {s :=true; i:=1;
while © < [y/n] do

i:=1+1;

if nmodi=0 then s:= false fi
od
return s}.
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