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Zliczamy relacje



Problem
]

Niech X bedzie zbiorem n elementowym.
lle roznych relacji binarnych mozna okreslic
w tym zbiorze?



Rozwiagzanie
— -

Kazda relacje binarng, okreslong w zbiorze
skonczonym, mozna przedstawi¢ w postaci
kwadratowej tablicy, ktorej wiersze i kolumny sg
oznaczone elementami zbioru X.

Fakt zachodzenia relacji miedzy elementami x iy
jest zaznaczony np. jedynkg w kratce o
wspotrzednych (Xx,y).

Zadanie obliczenia liczby roznych relacji binarnych
sprowadza sie do sprawdzenia, na ile sposobow
mozna umiescic jedynki w tablicy nxn?



Rozwigzanie c.d.




Rozwigzanie c.d.

Mamy n? kratek.
W kazdej kratce mozemy wstawic O lub 1.
Zatem jest
2:2:2-...-2=2""
mozliwosci uzupetnienia tablicy.



Lemat
«

W zbiorze n elementowym mozna
okreslic 2" relacji binarnych.



Problem
N

Niech X bedzie zbiorem n elementowym.
Ile roznych relacji zwrotnych mozna
okreslic w tym zbiorze?




Rozwiagzanie

Tablica incydencji, opisujgca relacje zwrotng, ma
bardzo charakterystyczng ceche: wszystkie
miejsca na gtownej przekatnej sq wypetnione
jedynkami. Inne miejsca w tablicy mogq byc
wypetnione jedynkami lub nie.

Czyli, aby utworzyc¢ relacje zwrotng musimy
wypetnic jedynkami wszystkie pozycje

na przekatnej i dowolne sposrdod n?-n (dlaczego?)
pozycji pozostatych.



Rozwigzanie c.d.




Rozwigzanie c.d.
—

Odpowiednios¢ miedzy relacjq zwrotng i
zbiorem wypetnionych kratek jest
wzajemnie jednoznaczna. Zatem liczba
relacji zwrotnych w zbiorze

n elementowym jest rowna liczbie
podzbiorow zbioru (n2-n)-elementowego.
Stad dochodzimy do wniosku, ze jest
doktadnie 2(n-1n relacji zwrotnych.



Lemat
«

W zbiorze n-elementowym mozna
okreslic 2(n-n relacji zwrotnych.




Problem
N

Niech X bedzie zbiorem n elementowym.
Ile roznych relacji symetrycznych mozna
okreslic w tym zbiorze?




Rozwigzanie c.d.
—

Aby zdefiniowac relacje symetryczng

wystarczy

wypetnic w dowolny sposob jedynkami pozycje na
i ponizej gtownej przekatnej, a potem "odbic"

wybrany zbior wzgledem przekatnej,

tzn.

jesli zaznaczona byta pozycja (x,y), to dopisujemy

tez jedynke na pozycji (y,X).
Poniewaz poczatkowy wybor dotyczy

 tylko

n(n+1)/2 (dlaczego?) par, zatem jest doktadnie

2(n+1)n/2 r6znych relacji symetrycznyc

.



Rozwigzanie c.d.
—
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n+(n-1)+(n-2)+...+2+1=n(n+1)/2



Lemat
«

W zbiorze n-elementowym mozna
okreslic 2(n+1)n/2 relacji symetrycznych.




Problem
]

Ile relacji zwrotnych i symetrycznych
mozna okreslic w zbiorze n elementowym?



Rozwiagzanie
— -

2(n-1)n/2 relacji, bo wypetniamy dowolnie
tylko pozycje tablicy nxn ponizej przekatnej.

1 2 3 |..... n
1 1 1 0 1 0
2 1 1 1 0 0
3 0 1 1 1 1
..... 1 0 1 1 0
n 0 0 1 0 1

(n-1)+ (n-2)+(n-3)...+2+1=(n-1)n/2



Zliczamy podziaty zbiorow



Liczba Stirlinga
-

Liczbg Stirlinga drugiego rodzaju

S(n,k) nazywamy liczbe podziatow zbioru
n-elementowego na k czesci (blokow).




Przyktad 1
-

Zbior {1,2,3} ma 3 mozliwe podziaty na 2
bloki:
{15, {12,355, {23, {1,3}},

Ten sam zbior ma tylko 1 mozliwy podziat na
3 czesci, a mianowicie

{13, 123, {3}

Odpowiadajgce tym podziatom liczby Stirlinga
wynoszg S(3,2)=3, S(3,3)=1.



Przykiad 2
S

Zbior {a,b,c,d} ma az 7 roznych podziatow
na 2 czesci:
{{a,b},{c,d}}, {{a,c},{b,d}},
{{a,d}, {b,c}}, {{a,b,c}, {d}},
, 1{a,c,d},{b}},

{{¢c,b,d}, {a’}.
Zatem S(4,2) = 7.



Liczba Stirlinga
-

Wprost z definicji wynika, ze

- S(n,k) = 0, gdy k>n
- S(n,n) =1,
- 5(n,1) =1,
- 5(n,0) = 0 dla n>0.



Liczba Stirlinga
-

Liczby Stirlinga II rodzaju mozna
generowac uzywajac zaleznosci
rekurencyjnej:

S(n,k) = S(n-1, k-1) + k-S(n-1,k)



Uzasadnienie
o

Zatdzmy, ze rozwazany przez nas zbior
n-elementowy X sktada sie z liczb naturalnych
1,2,...,n. Wszystkie podziaty tego zbioru na

k blokow (czesci) mozna podzielic na dwa typy:

e podziaty, ktore zawierajq blok jednoelementowy
{n},

e podziaty, w ktorych liczba n wystepuje w
wiekszych blokach.



Uzasadnienie c.d.
o

Jesli mamy podzieli¢ zbior n-elementowy na k
czesci, ale ustalimy rownoczesnie, ze jedng z tych
czesci jest zbior jednoelementowy {n?}, to
pozostate elementy trzeba rozdzieli¢c na k-1
blokow. Zatem, liczba podziatow, w ktorych jedna
z czesci to zbior jednoelementowy {n}, wynosi

S(n-1, k-1).



Uzasadnienie c.d.
o

Jesli natomiast rozwazamy podziaty, w ktorych
liczba n nie moze sama tworzyc bloku, to
wystarczy wzig¢ dowolny podziat zbioru
(n-1)-elementowego na k blokéw i do jednego

z nich dopisac liczbe n. Liczbe n mozemy dopisac
na k sposobow, a podziatow zbioru
(n-1)-elememtowego na k czesci jest

S(n-1,k). Razem k-S(n-1,k) podziatow.



Uzasadnienie c.d.
oo

Wynika stad nastepujaca zaleznosc¢
rekurencyjna:

S(n,k) = S(n-1,k-1) + k-S(n-1,k).



Przyktad
-

Korzystajac kilkakrotnie z tego wzoru, z tatwoscigq
wyliczymy na przyktad, ze S(7,3) = 301.
Rzeczywiscie,

S(7,3)=5S(6,2)+3-5(6,3)=
[S(5,1)+2-5(5,2)]+3-[S(5,2)+3-5(5,3)]=
S(5,1)+5-S(5,2)+32-[S(4,2)+3-5(4,3)]=...
=5(5,1)+5-5(4,1)+19-5(3,1)+65-5(2,1)+
130.S(2,2)+81-S(3,3) = 301.



Trojkat Stirlinga
—

Do wyliczenie wartosci S(n,k) dla danych
liczb n i k mozna uzy¢ pomocniczej tablicy.

Ustawmy wartosci S(n,k) w postaci
trojkatnej tablicy, zwanej trojkatem
Stirlinga:



Trojkat Stirlinga

(0,0) (3,2)=(2,1)+2*(2,2)
(1,0) (1,1)

(2,0) (2,1) (2,2) /

(3,0) 31) L—(3,2) (3,3)

(4,0) (4,1) (4,2) (4,3) (4,4)



Trojkat Stirlinga
—

Wypetnienie pozycji S(n,k) w n-tym
wierszu i k-tej kolumnie trojkata Stirlinga
polega na dodaniu do siebie liczby
S(n-1,k-1) (z poprzedniego wiersza i
poprzedniej kolumny) i, pomnozonej przez
k, liczby S(n-1,k) (z poprzedniego wiersza i
tej samej kolumny). Wyliczenie wartosci w
jakims wierszu wymaga wiec wyliczenia i
zapamietania wartosci z wiersza
poprzedniego.



Trojkat Stirlinga

1

15

10
65

25
90

15
31

63 | 301 | 350|140 | 21

1

0

S(n,k)




Trojkat Stirlinga

Algorytm wypetniajacy fragment tego trojkata
(do k-tej kolumny) moze wygladac nastepujaco:

procedure Stirling(n, k)
{fori:=1tondo S(i,0) :=0; S(i,1):=1; od;
fori:= 0 tondo S(i,i) :=1 od;
fori:= 3tondo
forj:=2to k do
S(i,j) := S(i-1,j-1) + j-S(i-1,))
od
od



Liczby Bella
-

Rozwazmy sume n-tego wiersza Trojkata
Stirlinga. Suma ta to liczba wszystkich podziatow
zbioru n-elementowego. Nazywamy ja

liczba Bella | oznaczamy B,

B, =S(n,0)+S(n,1)+S(n,2)+....+S(n,n)

Kilka pierwszych liczb Bella:1,1,2,5,15,52,203,877



Liczby Bella
-

Liczby Bella spetniajg nastepujgcg zaleznosc
rekurencyjna

n (n)

Bn+1 :Z - Bi

=0\ I/




Liczby Bella
-

Dowdd

Wybierzmy i ustalmy w n+1 elementowym
zbiorze X pewien element x. Najpierw policzymy
le jest podziatow zbioru X takich, ze blok
zawierajgcy x ma doktadnie i+1 elementow.
Pozostate | elementow tego bloku moze zostac
wybranych ze zbioru X na [”] sposobow.



Liczby Bella
-

Kazdy taki blok mozemy rozbudowac do podziatu
zbioru X poprzez podzielenie pozostatych n-i
elementow na bloki. Podziat taki jest mozliwy na

B, sposobow. Zatem otrzymujemy

n (N nn)

i=0 \i/ R \i/



Problem
N

Niech X bedzie zbiorem n elementowym.
Ile roznych relacji rownowaznosci mozna
okreslic w tym zbiorze?




Rozwiagzanie

Relacja rownowaznosci jest to relacja binarna,
ktora jest zwrotna, symetryczna i przechodnia.
Przypomnijmy jeszcze, ze kazda relacja
rOwnowaznosci wyznacza podziat zbioru, w ktorym
zostata okreslona, na roztgczne i niepuste
podzbiory, i odwrotnie, kazdy podziat zbioru
jednoznacznie wyznacza relacje rownowaznosci,
ktorej klasami abstrakcji sq wtasnie zbiory danego
podziatu.



Rozwigzanie c.d.
—

Wynika stad, ze aby policzyc ile roznych
relacji rownowaznosci mozna okreslic w
pewnym zbiorze X, wystarczy zbadac ile
jest roznych podziatdw tego zbioru.



Rozwigzanie c.d.
—

Relacja rownowaznosci okreslona w zbiorze
skonczonym n-elementowym moze miec

| klas abstrakcji, gdzie i=1,2,...n.

Poniewaz roznych relacji rownowaznosci
nosiadajqcych i klas abstrakcji jest tyle ile
nodziatow zbioru n-elementowego na i
blokow, to zachodzi ponizsze twierdzenie.




Twierdzenie
oo

Liczba roznych relacji rownowaznosci

jakie mozemy zdefiniowac w zbiorze
n-elementowym wynosi

Zeer,..n S(NK).



Zliczamy surjekcje



Lemat
«

Liczba funkcji odwzorowujgcych X na Y
gdzie |X|=ni |Y|=k, wynosi

k1.S(n,k).



Uzasadnienie
o

Zatézmy, ze f jest funkcjq okreslong w pewnym
skonczonym zbiorze X i o wartosciach w zbiorze Y,
przy czym moc zbioru X jest nie mniejsza niz moc
zbioru Y, |Y|< | X].

Zauwazmy, ze jesli Y = {y,,Y,,..., Y.t | dana jest
jakas funkcja catkowita f: X — naY, to kfadac

X. = f1({y,}) dlai=1,2,...k, otrzymujemy podziat
zbioru X na k czesci.



Uzasadnienie c.d.




Uzasadnienie c.d.
o

Rzeczywiscie, gdyby zbiory X; i X; , dla i # j, miaty
jakis element wspodlny x, to na mocy definicji
przeciwobrazu bytoby f(x) = y; oraz f(x) = vy;, co
nie jest mozliwe, bo f jest funkcjg. Zaden ze
zbiorow X. nie jest pusty, bo kazdy element zbioru
Y jest wartoscig funkcji zgodnie z zatozeniem, ze f
jest surjekcjq. Ponadto, skoro funkcja f jest
catkowita, to kazdemu elementowi X przypisano
wartos¢ w zbiorze Y, np. y,, ale wtedy xeX..
Wynika stad, ze suma wszystkich zbiorow
Xy X to X.



Uzasadnienie c.d.
o

Z drugiej strony, jesli mamy podziat zbioru X na
k czesci, X,,..., X, to przypisujac tym czesciom
elementy zbioru Y okreslamy funkcje z X na Y.

Na przykfad, mozemy jgq okresli¢ nastepujaco:
f(x) =y, wttw xeX,,
f(x) =y, wttw xeX,,

f(x) =y, wttw xeX,.



Uzasadnienie c.d.
o

Jest to dobrze okreslona funkcja catkowita, bo
zbiory X4,..., X, sq zgodnie z definicjg podziatu
parami roztgczne. Element y, przypisany
wszystkim elementom zbioru X, zostat wybrany
dosc¢ arbitralnie: rownie dobrze moglismy wybrac
kazdy inny element zbioru Y. Mamy zatem
doktadnie k! (wszystkie permutacje elementow
zbioru Y) roznych funkcji odpowiadajacych temu
samemu podziatowi.



Uzasadnienie c.d.

Poniewaz liczba podziatow zbioru X na k
czesci wyraza sie liczbg Stirlinga S(n, k),
zatem liczba funkcji odwzorowujqcych
X nayY, wynosi

k1.S(n,k).



Pytanie
-

Na ile sposobow mozemy rozdac 5 roznych
ksigzek trojce dzieci, tak aby kazde z nich
dostato co najmniej jedng?

315(5,3)=150



Zasada wigczania
| wytgczania



Problem
]

Niech X,,..., X, bedg zbiorami skonczonymi i niech

X = XU ... u X,
Jak zalezy liczba elementdéw zbioru X
od liczby elementéw zbiorow X,,..., X ?

n-*



Przyktad 1
S

Rozwazmy najpierw sytuacje gdy n=2,
tzn. X = X; u X,.

Jesli X, = {1,2}, X, = {3,4,53}.
Wtedy

|1 X,0X,[=1{1,2,3,4,5}|=|X;|+|X,|=2+3=5.



Przyktad 1
S

Jesli X, = {1,2,3}, X, ={ 2,3,4,5}.
Wtedy

|1 X,UX,[=14{1,2,3,4,5}|=5 = | X;|+|X,|=3+4.



Przyktad 1
-

Jesli zbiory X, X, sq roztagczne, to
[ X=X, [+1X,].

Jesli natomiast zbiory X;, X, nie sg roztaczne, to
sumujac po prostu |X,|+]|X,|, elementy nalezace
do przeciecia policzylibysmy dwa razy.

Prowadzi to do konkluzji zawartej w ponizszym
lemacie.



Lemat
«

Dla dowolnych zbiorow skonczonych
Xl , XZ’

X, U X, ] = X, | + 1% - 1X; Xl



Przyktad 2
-

Zbadajmy teraz przypadek trzech zbiorow.
Niech
X,={0,1,2,3%},
X,={0,2,3,4,5,6,7,8},
X5={0,6,7,8,9}.

Jesli dodamy [X;|+|X,|+]|X5|, to w tej sumie 2 i 3
zostato policzone 2 razy, bo te elementy
wystepowaty zarowno w X, jak i w X, .



Przyktad 2
-

Elementy 6, 7, 8 tez zostaty policzone
dwukrotnie, bo wystepowaty w X, i X;.

Element 0 wystepuje we wszystkich trzech
zbiorach, wiec w sumie policzylismy go
trzykrotnie.



Przykiad 2
S

Zatem

| X UXuX5] =
|{0111213} | + | {012131415161718} | + |{OI6I7I819}|
_|{01213} | - | {OI 61718} | - | {O}l

+[10}] =
4+8+5-3-4-1+1=10.



Lemat
«

Dla dowolnych zbiorow skonczonych
Xy, Xy, X3,

IX; 0 X, uXs| = |X |+ [ X + X5+
- [ Xy X - Xy XS] =X, X+
+[X; N X, XSl



Wzor przedstawiony w poprzednim lemacie
uogolnia sie na dowolng liczbe zbiorow
skonczonych o czym mowi kolejne
twierdzenie.



Twierdzenie:
Zasada wilaczania | wytaczania

Dla dowolnych zbiorow skonczonych
Xy Xy, veny Xy,

X, UX, U UX, = 2K = 3 X A X+

I<i, j<n

> XN X AX[— A (D) Y X N XN X

1<i, j,k<n 1<i, j<n




Twierdzenie:
7

Jezeli |[X| = mi |Y| = n, to liczba
wszystkich funkcji catkowitych z X na Y
jest rowna

n_

Z(—l)‘[?j(n—i)”‘

1=0



Zasada szufladkowa
Dirichleta



Przykiad

Jesli mamy 10 przedmiotow, a tylko 4 szufladki,
do ktorych chcemy te przedmioty wiozy¢, to co
najmniej jedna z szufladek bedzie zawierata
wiecej niz jeden przedmiot.




Twierdzenie:
Zasada szufladkowa Dirichleta

Jesli skonczony zbidr X podzielimy
na n podzbiorow, to co najmniej jeden
z podzbiorow bedzie miat co najmniej

X
n

elementow.



Uzasadnienie
o

Gdyby kazdy z podzbiorow, na ktoére
podzielimy zbidér X miat mniej elementow
niz | X|/n , to moc sumy tych zbiorow
bytaby mniejsza niz | X]|.



Przykiad
S

W grupie 13 osob muszg by¢ co najmniej dwie,
kKtore urodzity sie w tym samym miesigcu.

Wezmy 12 szufladek z nazwami miesiecy i
wktadajmy do nich osoby, ktore urodzity sie w
danym miesigcu. Poniewaz osob jest 13, a
szufladek 12, w jednej z nich muszg byc¢ co
najmniej dwie osoby.



Twierdzenie

(inne sformutowanie zasady szufladkowej Dirichleta)

Niech f bedzie funkcjq catkowitg
okreslong na zbiorze X, f:X—Y oraz
niech | X|>k-|Y]. Wtedy co najmniej
dla jednego y, przeciwobraz f1({y})
ma wiecej niz k elementow.



Przyktad 1
-

Przypusémy, ze pewne 9 oséb Oy, ..., Oy, wazy
razem 810kg. Czy dowolna trojka tych osob moze
wsigsc do windy o udzwigu 250 kg?



Przyktad 1
-

Rozwazmy tablice:

0, 0, O5 ... O, Og4 O,
0, 0, 0, ... Og O, O,
0,0, O ... 0, O, O,

Suma wag w kazdym wierszu tablicy wynosi
810kg, czyli razem w trzech wierszach mamy
2430kg.



Przyktad 1
-

Kolumny tej tablicy tworzg 9 roznych trojek.

Na mocy zasady szufladkowej Dirichleta,
przynajmniej w jednej kolumnie suma wag wynosi
co najmniej 2430/9 = 270kg.

Czyli istnieje (co najmniej jedna) taka trojka osob,
ktore nie moga razem wsigsc do windy.



Przyktad 2
-

Pewna Uczelnia zatrudnia 5 profesorow
reprezentujacych 4 rozne specjalnosci. Przewiduje
sie, ze na koniec roku akademickiego 40
studentow tej Uczelni bedzie chciato bronic¢ swoich
prac magisterskich. W kazdej komisji
egzaminacyjnej, zgodnie z przyjetymi ustaleniami,
powinno brac udziat 3 profesorow
reprezentujgcych rozne specjalnosci. Udowodnic,
Zze przynajmniej jedna z komisji bedzie musiata
uczestniczy¢ w co najmniej 6 egzaminach.



Przyktad 2
-

Rozwigzanie.

Oznaczmy profesorow-specjalistow w tej samej

dziedzinie przez A i B. Wszystkie komisje

trzyosobowe mozemy podzieli¢ na 3 kategorie:

1. takie, w ktorych nie uczestniczg ani A ani B,

2. takie, w ktorych uczestniczy A, a nie
uczestniczy B i

3. takie, w ktorych uczestniczy B, a nie
uczestniczy A.



Przyktad 2
-

Jest tylko jedna komisja 1go rodzaju, oraz 3
komisje drugiego i 3 komisje trzeciego rodzaju
(wybieramy dwoch pozostatych cztonkow komisji
sposrod trzech profesorow, czyli (3 nad 2) ).
Mozliwych komisji jest wiec 7.



Przyktad 2
-

Okresimy funkcje f, ktora kazdemu magistrantowi
przypisuje komisje egzaminacyjng.

Poniewaz 40>5.7, zatem na mocy zasady
szufladkowej Dirichleta, co najmniej dla jednego
X, przeciwobraz f1({x}) ma wiecej niz 5
elementdw, co oznacza, ze co najmniej jedna
komisja bedzie musiata uczestniczy¢ w co
najmniej 6 egzaminach.



Przykiad 3
-

Niech A bedzie ustalonym dziesiecioelementowym
podzbiorem zbioru {1,2,...50}. Udowodnic, ze w
zbiorze A istniejgq dwa rozne piecioelementowe
podzbiory takie, ze sumy wszystkich liczb kazdego
Z nich sg rowne.



Przyktad 3
c_—

Rozwigzanie.

Niech X bedzie zbiorem wszystkich
piecioelementowych podzbiorow A.
Oczywiscie zbior X sktada sie z 252 podzbiorow.
Okreslimy funkcje f:X—{15,...,240} tak, ze dla
dowolnego piecioelementowego zbioru
{a,b,c,d,e},

f({a,b,c,d,e}) = a+b+c+d+e.



Przykiad 3
-

Zbior wartosci funkcji f sktada sie z 226
elementow, bo

15 <f({a,b,c,d,e}) < 240.
Zatem, na mocy zasady szufladkowej Dirichleta

istniejg co najmniej dwa zbiory nalezace do X,
dla ktorych wartosci funkcji f sq takie same.



Przykiad 4
S

Pewna grupa osob wita sie podajgc sobie rece.
Nikt nie wita sie z samym sobg | zadna para osob
nie wita sie podwojnie. Czy muszg by¢ dwie
osoby, ktore witaty takg samg liczbe os6b?



Przykiad 4
S

e (Gdy jest n 0osob, to kazda z nich przywita O lub 1 lub 2
lub ... n-1 osob.

e Utworzmy n szuflad z etykietami k=0,1,2,...,n-1 1
umiesc¢my osobe w szufladzie o etykiecie k jesli witata
sie z doktadnie k osobami.

e Zauwazmy, ze nie jest to mozliwe, aby rownoczesnie
byta osoba, ktora przywitata wszystkie osoby i taka,
ktora nie przywitata zadnej.

e Zatem n 0sOb zajmie co najwyzej n-1 szuflad, wiec w
jednej z nich sg co najmniej dwie osoby.



