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Grafy

. Zalézmy, ze na jednym z brzegdw rzeki znajduja sie pies, kot oraz mysz. Masz do dyspozycji t6dke,

ktéra moze zabraé oprécz Ciebie jedynie jedno z wymienionych wezesniej zwierzat. Jak przetrans-
portowaé zwierzeta z jednego brzegu rzeki na drugi, tak aby nigdy nie doszlo do sytuacji, w ktorej
na dowolnym brzegu pozostana bez twojej opieki odpowiednio pies z kotem lub kot z mysza. Ile
istotnie réznych wariantéw przeprawy istnieje?. Sformutuj problem oraz rozwigzanie w terminach
teorii graféw.

. Pokaz, ze istnieje taka grupa pieciu oséb, w ktérej nie ma ani trzech oséb znajacych sie nawzajem,

ani trzech osob takich, ze zadna z nich nie zna dwéch pozostatych.

. Dany jest graf niezorientowany G = (V, E), gdzie V = {1,2,3,4,5,6}, E = {(1,4), (1,5), (1,6), (2,4),

(2,5),(2,6), (3,4),(3,5),(3,6),(4,1),(4,2), (4,3),(5,1), (5,2), (5,3), (6, 1), (6,2), (6, 3) }. Narysuj ten
graf. Wyznacz macierz sasiedztwa i incydencji. Sprawdz, czy jest to graf prosty, multigraf, regularny,
pelny, dwudzielny. Okredl stopnie jego wierzchotkdw.

. Uzasadnij, ze w kazdym grafie prostym liczba wierzchotkéw o nieparzystych stopniach jest parzysta.

. Uzasadnij, ze jezeli graf prosty zawiera co najmniej dwa wierzcholki, to zawiera takze co najmniej

dwa wierzcholki tego samego stopnia.

. Udowodnij, ze jezeli w grafie G istnieje droga laczaca dwa rézne wierzcholki u i v, to istnieje tez

droga prosta prowadzaca od u do v.

Udowodnij, ze jezeli G = (V, E) jest grafem niezorientowanym, spéjnym, o n wierzcholkach, to ma
co najmniej n — 1 krawedzi.

. Udowodnij, ze jesli G = (V, E) jest grafem niezorientowanym, acyklicznym, o n wierzcholtkach, to

G ma co najwyzej n — 1 krawedzi.

. Udowodnij, ze dla kazdego grafu prostego, suma rzedoéw wszystkich wierzchotkéw jest liczba parzysta

réwng podwojonej liczbie krawedzi.

Udowodnij, ze w kazdym grafie prostym sktadajacym sie n wierzchotkéw tylko nieparzystych stopni,
istnieja n/2 roztaczne drogi proste, ktérych krawedzie pokrywaja zbiér krawedzi rozwazanego grafu.

Rozcieciem grafu G = (V, E) nazywamy dowolny pozdbiér E’ zbioru F taki, ze graf G' = (V, E\ E')
nie jest grafem spdjnym, oraz dla dowolnego zbioru X C E’ graf G” = (V,E \ X) jest grafem
sp6jnym. Niech A oraz B beda rozcieciami grafu G takimi, ze |A| > | B|. Sprawdz, czy dla dowolnego
grafu G, jezeli |B| > 1, to istnieje taka krawedZ e ze zbioru B, ze zbiér A U {e} jest rozcieciem w
grafie G.

Rozcieciem grafu G = (V, E) nazywamy dowolny pozdbiér E’ zbioru F taki, ze graf G' = (V, E\ E’)
nie jest grafem spdjnym, oraz dla dowolnego zbioru X C E’ graf G” = (V,E \ X) jest grafem
spojnym. Udowodnij, ze jezeli w grafie istnieja dwa rdézne rozciecia zawierajace ta sama krawedz,
to istnieje takze rozciecie nie zawierajace owej krawedzi.

Udowodnij, ze jezeli w grafie G = (V, F) istnieja dwa rézne cykle zawierajace ta sama krawedz, to
istnieje takze cykl nie zawierajacy owej krawedzi.

Zbiorem krawedzi niecyklicznych grafu G = (V, E) nazywamy dowolny pozdbiér E’ zbioru E taki,
ze (wszystkie) krawedzie zbioru E’ nie tworza cyklu. Niech A oraz B beda zbiorami krawedzi
niecyklicznych grafu G takimi, ze |A| > |B|. Sprawd, czy dla dowolnego grafu G, jezeli |B| > 1,
to istnieje taka krawedZ e ze zbioru |B|, ze zbiér A U {e} jest zbiorem krawedzi niecyklicznych w
grafie G.

Drzewem rozpinajacym T = (V, E’) grafu spéjnego G = (V, E) nazywamy dowolny graf drzewo
rozpiety na wierzchotkach ze zbioru V', ktérego zbiér krawedzi E’ zawiera si¢ w zbiorze E. Udowod-
nij, ze jezeli zbiér krawedzi C' C E grafu G jest nadzbiorem wlasciwym zbioru krawedzi dowolnego
drzewa rozpinajacego tego grafu, to elementy zbioru C' (nie koniecznie wszystkie) tworza cykl w
grafie G.
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Czy jest mozliwe, aby owad poruszajacy sie wzdluz krawedzi szeécianu przeszedl kazda krawedz
doktadnie raz? Odpowiedz uzasadnij.

Graf prosty G nazywamy grafem losowo-eulerowskim, gdy startujac z dowolnego wierzchotka owego
grafu, i wybierajac kolejne mozliwe krawedzie w sposéb losowy, zawsze otrzymamy cykl eulera.
Uzasadnij, czy kazdy graf eulerowski jest losowo-eulerowski?

Udowodnij, ze kazdy skonczony, zorientowany graf, w ktorym dowolne dwa wierzchotki sa polaczone
doktadnie jedna krawedzig w jednym z dwéch mozliwych kierunkéw posiada droge Hamiltona.

Rozmies¢ zera i jedynki na okregu tak, by kazda trzycyfrowa liczba dwojkowa byla ciagiem trzech
kolejnych symboli na okregu.

Udowodnij, ze na dowolnej planszy szachowej rozmiaru n x n, gdzie n jest liczba nieparzysta, nie
istnieje cykl hamiltona dla konika szachowego taki, ze konik odwiedza wszystkie pola szachownicy.

Udowodnij, ze warunkiem koniecznym i wystarczajacym na to, by problem kojarzenia malzenstw
mial rozwigzanie, jest, by dla kazdego zbioru k dziewczat, wszystkie one tacznie znaly co najmniej
k chlopcow, gdzie 1 < k < m oraz m jest liczba wszystkich dziewczat.

Przedsigbiorca budowlany, ktéry poszukuje murarza, ciesli, hydraulika i $lusarza, otrzymuje pieé
zgloszen: jedno od murarza, jedno od ciesli, jedno od osoby, ktéra moze pracowaé jako murarz i jako
hydraulik oraz dwa zgloszenia od 0s6b, ktére moga pracowaé jako hydraulicy i jako §lusarze. Narysuj
odpowiedni graf dwudzielny. Sprawdz, czy w tym przypadku spelniony jest wraunek kojarzenia
malzenstw. Czy wszystkie miejsca pracy moga by¢ obsadzone przez pracownikéw o odpowiednich
kwalifikacjach?

Graf prosty G = (V, E), gdzie x(G) = k i x(G) jest liczba chromatyczna grafu, nazywamy k-
krytycznym, jezeli usuniecie dowolnego wierzchotka grafu G (wraz z krawedziami z nim incydentymi)
prowadzi do grafu G’ = (V' E’) takiego, ze x(G’) < k. Kolejno:

(a) narysuj dowolny graf 3-krytyczny,
(b) narysuje dowolny graf 4-krytyczny,

(¢) podaj przyktad dowonego grafu hamiltonowskiego skladajacego sie z n wierzchotkéw, ktéry jest
n-krytyczny,

(d) udowodnij, ze jezli graf G jest k-krytyczny, to kazdy wierzcholek grafu ma stopien nie mniejszy
niz k — 1.

Graf prosty G = (V, E), gdzie x(G) = k i x(G) jest liczba chromatyczna grafu, nazywamy k-
porzadkowo-kolorowalnym, gdy kolorujac wierzcholki zgodnie z nierosnacag kolejnoécia ich stopni,
zawsze uzyjemy nie wiecej niz k koloréw (zakladamy, ze w kazdym wierzchotku grafu dobér barwy
jest lokalnie optymalny, tj. pierwsza wolna barwa rézna od barw wierzchotkéw sasiednich). Uzasad-
nij, czy kazdy graf k-kolorowalny jest k-porzadkowo-kolorowalny?

Udowodnij, ze kazde drzewo o n wierzchotkach ma dokladnie n — 1 krawedzi.

Drzewem wywazonym nazywamy drzewo binarne z wyréznionym wierzchotkiem korzeniem, w kto-
rym dla kazdego wierzchotka prawda jest, ze réznica wysokosci jego lewego i prawego poddrzewa
wynosi —1, 0 albo 1. Kolejno:

(a) wyznacz maksynalng liczbe wierzchotkéw drzewa wywazonego wyskosci h,

(b) wyznacz minimalna liczbe wierzchotkéw drzewa wywazonego wysokosci h.

Drzewem dwumianowym D(n) stopnia n nazywamy drzewo z wyrdznionym wierzcholkiem korze-
niem i zdefiniowane w nastepujacy sposéb: D(0) - drzewo sklada sie z pojedynczego wierzchotka
(korzenia), D(i), dla ¢ > 0 - drzewo sklada si¢ z dwoch poddrzew Dq(i — 1) oraz Ds(i — 1) po-
taczonych tak, ze korzen drzewa Dj(i — 1) jest skrajnie lewym synem korzenia drzewa Da(i — 1).
Korzeniem drzewa D(i) jest wierzcholek korzen drzewa Dy (i — 1). Kolejno:

(a) oblicz z ilu wierzcholkéw sklada si¢ drzewo dwumianowe stopnia n,

(b) wyznacz wysoko$¢ drzewa dwumianowego stopnia n,
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(c) okresl stopien wierzchotka korzenia drzewa D(n).

Grafem krawedziowym L(G) = (V/, E’) grafu prostego G = (V, E) nazywamy graf, ktérego zbiér
wierzcholtkéw tworzg krawedzie grafu G, tj. V' = E, a krawedz (i, j) nalezy do zbioru E’ wttw, gdy
w grafie G istnieje wierzcholek v taki, ze krawedzie i = (u,v) oraz j = (v, w) naleza do zbioru E.
Kolejno:

(a) narysuj graf krawedziowy L(G) grafu G z zadania 3,

(b) uzasadnij, czy graf krawedziowy L(G) grafu drzewa G, jest takze drzewem,

(¢) wyznacz wzér na liczbe krawedzi grafu L(G) w zaleznoéei od stopni wierzchotkéw grafu G,

(d) podaj przyktad grafu eulerowskiego, dla ktérego graf krawedziowy L(G) jest takze grafem
eulerowskim,

(e) uzasadnij, czy graf krawedziowy L(G) grafu eulerowskiego G, jest takze grafem eulerowskim,
(f) uzasadnij, czy graf krawedziowy L(G) grafu hamiltonowskiego G, jest takze grafem hamilto-

nowskim.

Grafem dopelniajacym C(G) = (V, E’) grafu prostego G = (V, E) nazywamy graf taki, ze krawedz
(u,v) nalezy do zbioru B’ wtedy i tylko wtedy, gdy (u,v) nie nalezy do zbioru E. Kolejno:

(a) narysuj graf dopelniajacy C(G) grafu G z zadania 3,

(b) uzasadnij, czy graf dopelniajacy C(G) grafu drzewa G, jest takze drzewem,

(¢) wyznacz wzér na liczbe krawedzi grafu C(G) w zaleznosci od stopni wierzcholkéw grafu G,

(d) podaj przyklad grafu eulerowskiego, dla ktérego graf dopelmiajacy C(G) jest takze grafem
eulerowskim,

(e) uzasadnij, czy graf dopelniajacy C(G) grafu eulerowskiego G, jest takze grafem eulerowskim,

(f) uzasadnij, czy graf dopeliajacy C(G) grafu hamiltonowskiego G, jest takze grafem hamilto-
nowskim.
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