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Struktury danych

struktury algebraiczne



Przyktad
c ]

Rozwazmy nastepujqcy algorytm

{
y:=1;s:=1; ki=1;
while k < 100 do
y := operacjal(y, 2);
S := operacjal2(s, y);
k := operacja3(k,1);
od;
by

Czy mozna powiedziec¢ co robi ten algorytm?



Przyktad
c ]

Jesli zatozymy, ze wszystkie trzy operacje, to po
prostu dodawanie w zbiorze liczb naturalnych,
to algorytm w kazdej iteracji

- do zmiennej y dodaje 2,
- do zmiennej s dodaje v,
- do k dodaje 1.

tatwo teraz wywnioskujemy, ze k jest licznikiem
iteracji, y przyjmuje jako wartosc kolejne liczby
nieparzyste postaci 2k+1, a s sumuje je.



Przyktad
c ]

Gdybysmy jednak zinterpretowali operacje
pierwszg i drugq jako dodawanie, a operacje
trzecig jako mnozenie, wowczas zmienna k
nie zmieniataby wartosci (stale k=1) i petla
w naszym algorytmie nigdy nie zakonczytaby sie.



Intuicje
o000 |

Wynika stad, ze aby zrozumiec¢ co robi algorytm
(program) musimy znac strukture danych,

w ktorej wykonywane sg instrukcije.

Musimy wiedziecC jakiego typu sg zmienne
wystepujace w tym algorytmie, wiedziec¢ jak
interpretowane sq relacje i operacje w nim
wystepujgce.



Intuicje
o000 |

Intuicyjnie mozemy powiedziec, ze
struktura danych
jest to trojka

Zbior + operacje + relacje.

Taki system nazywa sie
systemem algebraicznym.



Intuicje
o000 |

Przypomnijmy, ze operacja n-argumentowa
w zbiorze X, to wieloargumentowa funkcja
okreslona na elementach produktu
kartezjanskiego X" i o wartosciach w X.

W szczegolnym przypadku rozwaza sie tez
operacje zeroargumentowe, tzn. state.



Definicja

O zbiorze X powiemy, ze jest

zamkniety
ze wzgledu na n-argumentowg operacje o wtedy |
tylko wtedy, gdy wynik operacji o dla dowolnych
argumentow wzietych z X nalezy do X:

jesli x,e X, x,eX, ..., x,e X, to o(Xy,X,,..., X,)e X.



Przykiad
S

Czy zbior liczb naturalnych jest zamkniety
ze wzgledu na operacje odejmowania?

NIE, bo np. 4-5=-1¢N

Czy zbiodr liczb catkowitych jest zamkniety
ze wzgledu na operacje dzielenia?

NIE, bo np. 4/5¢Z



Przykiad
S

Czy zbior liczb pierwszych jest zamkniety
ze wzgledu na operacje mnozenia?

NIE, bo np. 2*3 nie jest liczbg pierwszg

Czy zbiodr liczb catkowitych jest zamkniety
ze wzgledu na operacje mnozenia?

TAK



Intuicje
-

Operacje, z ktorymi mamy do czynienia w
praktyce, sq czesto funkcjami czesciowymi,
tzn. ich wartosc nie zawsze jest okreslona
dla wszystkich mozliwych uktadéw danych.

Takg operacjq jest np. dzielenie w zbiorze liczb
rzeczywistych, czy pierwiastkowanie.



Definicja struktury algebraicznej
-

Systemem (strukturqy)
algebraicznym (relacyjnym)
nazywamy uktad
<A 0,0,..,0,;,F, Iy ..., >
w ktorym
- A jest niepustym zbiorem, zwanym
uniwersum systemu,
- 04, 0,,..., O, S operacjami w A, (zbior A jest
domkniety ze wzgledu na operacje o4,..., 0,)
- I,y S relacjami w A,



Uwagi
—

Jesli uniwersum systemu skfada sie z obiektow
roznych typow, to mowimy o

systemie wielosortowym.
Kazda operacja systemu relacyjnego ma okreslony
typ, tzn. liczbe i typy argumentow oraz typ
wyniku. Podobnie, kazda relacja systemu ma
okreslony typ, tzn. liczbe i typy argumentow.
Na relacje w systemie relacyjnym bedziemy
zwykle patrzyli jako na funkcje charakterystyczng
zbioru reprezentowanego przez te relacje.
Zatem typ wyniku takiej funkcji jest booleowski.



Uwag|
-

Typy operacji i relacji systemu algebraicznego
tworzg razem

sygnature systemu.

Systemy algebraiczne o takiej samej sygnaturze
nazywa sie

podobnymi.



Uwagi
—

Podobienstwo to jest czysto formalne tzn. dwa
systemy podobne majq tyle samo relacji i tyle
samo operacji, a odpowiadajqce sobie operacje i
relacje majq takie same

arnosci
(liczby argumentow).



Algebra
-

Jesli w systemie nie rozwaza sie relacji,
to wowczas mowimy po prostu o

algebrze.



Przyktady
-

Zbior liczb naturalnych z dodawaniem i
mnozeniem tworzy system algebraiczny (algebre)
<N, +,* >
Rzeczywiscie wynik dodawania i mnozenia dwoch

liczb naturalnych zawsze jest liczbg naturalna.
Dodawanie i mnozenie sq operacjami
dwuargumentowymi w N, czyli sygnatura tego
systemu sktada sie z dwoch dwuargumentowych
operacji: + :NxN-—->N

**NxN-—>N



Przyktady
-

Podobnie, zbidr liczb parzystych z dodawaniem
| mnozeniem tez jest algebrg

<P,+,*>
bo suma dwoch liczb parzystych jest liczbg
parzystq i iloczyn dwoch liczb parzystych jest
iczbg parzystq:

+:PxP->P
*:PxP—>P



Przykiady
S

Systemy
<N,+,*> i <P,+,* >

sq podobne: oba majgq po dwie dwuargumentowe
operacje.



Przyktady
-

Zbior liczb nieparzystych NP z dodawaniem nie
jest strukturg algebraiczng, bo suma dwoch liczb
nieparzystych nie jest liczbg nieparzysta.

Wynika stqd, ze dodawanie nie jest dobrze
okreslong operacjq w zbiorze NP.



Przyktady
-

Przyktadem systemu algebraicznego jest tez krata
<A,inf,sup,r>

tzn. zbior A uporzadkowany przez relacje r

z dwoma operacjami dwuargumentowymi

inf i sup okreslonymi dla dowolnych x,yeA

nastepujqco:

inf(x,y) =kres dolny zbioru {X,y} w sensie

porzadku r,

sup(X,y)=kres gorny zbioru {x,y} ze wzgledu na

porzadek r.




Przyktady systemow
algebraicznych



Dwuelementowa algebra Boole’a
-

Zbior {true, false} z dziataniami
— : {true, false} — {true, false}
v : {true, false} x {true, false} — {true, false},
A 1 {true, false} x {true, false} — {true, false}
okreslonymi nastepujgco
— true = false, — false = true,

true v a = true i false v a = a dla ae {true, false}

true A a = a i false A a = false dla ae {true, false}
tworzy system algebraiczny

B,=<{true,false},- ,v,A false,true>.

Zwrocmy uwage, ze dziatania tu przedstawione pokrywajq
sie z operacjami logicznymi. B, jest dwuelementowg algebrg
Boole'a.



Algebra zbiorow
-

Niech X bedzie ustalonym zbiorem. Rozwazmy

zbior wszystkich jego podzbiorow z operacjami

teoriomnogosciowymi uzupetnienia w X, sumy

i przeciecia zbiorow. System
<P(X),-,u,n,d3,X>

jest algebra: wyniki wszystkich dziatan

zastosowane do podzbiorow zbioru X dajq

w wyniku podzbior zbioru X.



Algebra zbiorow

Zwrocmy uwage, ze powyzsze struktury
(dwuelementowa algebra Boole’a i algebra
zbiorow) sq podobne.

Kazdy z tych algebr ma jedng operacje
jednoargumentowg, dwie operacje
dwuargumentowe i dwie state.

Rzeczywiscie sygnatury tych dwoch systemow
sg takie same.



Algebra relacji
-

Niech U bedzie niepustym zbiorem. System

<P(UxU), °, 1>,
ktdrego uniwersum stanowi zbior wszystkich relacji
binarnych w U, a operacjami sg operacja sktadania
i operacja odwracania relacji, jest przyktadem systemu
algebraicznego.
Sygnatura tego systemu sktada sie z dwu operacji:
jedna z nich, -1, jest jednoargumentowa, a druga ° jest
operacjg dwuargumentowg. Zarowno operacja sktadania
relacji binarnych jak i operacja odwracania, zastosowane do
relacji binarnych w zbiorze U, prowadzg do relacji
binarnej w zbiorze U.



Standardowa struktura stosow
]

Rozwazmy niepusty zbior E i zbior S ciggow
skonczonych, ktorych elementy nalezg do E.
Zaktadamy, ze w zbiorze S znajduje sie cigg pusty
oznaczony tu przez 'empty’, emptyeS.
Niech w zbiorze SUE bedg okreslone operacje
push, pop, top o sygnaturze

push:SxE—S

pop:5—S
top: S > E



Standardowa struktura stosow
]

Dla dowolnhego ciggu s = (e,,e,,...,&,) i dowolnego
elementu ecE, przyjmujemy:

push((e,,e,,...,&,), €) = (e,,e,,...,€,,€) dla wszystkich n> 0,
pop((ey,e,,...,&,)) = (e(...,€,4) O ile n>0,
top((e,,e5,...,€,)) = €, 0ile n>0.

Operacje pop i top sg operacjami czesciowymi, bo
nie sg okreslone dla elementu 'empty’.



Standardowa struktura stosow
]

push((e,,e,,es,e,), €) = (e,,€e,,€5,84,€)

Ostatni utozony element

Pierwszy utozony element



Standardowa struktura stosow
]

push((e,,e,,es,e,), €) = (e,,€e,,€5,84,€)

Ostatni utozony element

Zauwazmy, ze argumenty
operacji push majg rozne typy:
jednym z argumentow jest

ciqg, a drugim element zbioru E.
Jest to wiec struktura dwusortowa.

Pierwszy utozony element



Standardowa struktura stosow
]

pop((e11e2/e3re4)) — (61,62,63)

Ostatni utozony element

Pierwszy utozony element



Standardowa struktura stosow

pop((e11e2/e3re4)) — (61,62,63)

Ostatni utozony element

|

m

Pierwszy utozony element



Standardowa struktura stosow

top((e,,€e,,€3,€4)) = €4




Standardowa struktura stosow
]

top((e,,€e,,€3,€4)) = €4




Standardowa struktura stosow
]

Wtedy
<SUE, push, pop, top, empty, = >
jest systemem algebraicznym.

System ten nazywamy
standardowgq strukturg stosow.



Standardowa struktura kolejek
-

Niech E bedzie niepustym zbiorem, a S zbiorem
ciggow skonczonych o wyrazach nalezacych do E.
Zaktadamy, tak jak poprzednio, ze w zbiorze S
znajduje sie cigqg pusty oznaczony przez 'empty’,
emptyeS. W zbiorze SUE definiujemy
dwuargumentowg operacje in i dwie
jednoargumentowe operacje czesciowe
out i first o sygnaturze:

iNn:SxE—-S,

out:S-S,

first : S — E.



Standardowa struktura kolejek
-

Dla dowolnego ciagu (e,,...,e,) i dowolnego
elementu ecE,

in((e...,e,),e)=(ey,...,e,¢e) dla wszystkich n > 0O,

out((e,,e,,...,e,))=(e,,...,e,), 0ile n>0,
i nieokreslone w przeciwnym przypadku,

first((e,,e,,...,€,))=€;, 0 ile n>0 , i nieokreslone
W przeciwnym przypadku



Standardowa struktura kolejek
-

in((e11e21e3/e4)re) — (61,62,63,64,6)

Koniec kolejki

|

Poczatek kolejki



Standardowa struktura kolejek
-

in((e11e21e3/e4)re) — (61,62,63,64,6)

Koniec kolejki

|

€

Poczatek kolejki



Standardowa struktura kolejek
-

OUt((e11e2/e3re4)) — (62,63,64)

Koniec kolejki

|

e, e

Poczatek kolejki



Standardowa struktura kolejek
-

OUt((e11e2/e3re4)) — (62,63,64)

Koniec kolejki

|

e, e

Poczatek kolejki



Standardowa struktura kolejek
-

first((e,,e,,e5,€,)) = €4

Koniec kolejki

|

Poczatek kolejki



Standardowa struktura kolejek
-

first((e,,e,,e5,€,)) = €4

Koniec kolejki

|

?—[:]—[:]—C]

Poczatek kolejki




Standardowa struktura kolejek
-

System
< SUE, in, out, first, empty, = >
jest przyktadem dwusortowego systemu
algebraicznego. Nazywamy go
standardowg strukturg kolejek.

Struktura stosow i struktura kolejek majq taka
samg sygnature. Sg to struktury podobne.



Generatory algebr



Intuicje
-

Niech A=< A, o4, 0,,..., O, > bedzie algebra.
Jakie elementy zbioru A sg konieczne,

by zdefiniowac (wygenerowac) przy ich pomocy i
przy pomocy operacji algebry A wszystkie inne
elementy uniwersum algebry?

Rozwazmy na przyktad algebre <N,+,*>.
Zauwazmy, ze 2=1+1, 3=1+1+1 itd.



Intuicje
-

Najmniejszy podzbior A, ktory wystarczy do
okreslenia wszystkich innych obiektow,
nazywa sie zbiorem generatorow algebry.



Podalgebra
-

Niech A = <A,0,,0,,...,0,> bedzie algebrq i

A' niepustym podzbiorem zbioru A.

Wodwczas A'=<A',0,,0,,...,0,> nazywamy
podalgebra

algebry A, jezeli zbior A' jest zamkniety

ze wzgledu na operacje 04, 0,,..., O,.



Podsystem
-

Jesli w zbiorze A okreslone sg relacjery, r,, ..., r
to sq one tez okreslone w podzbiorze A'. Zatem
definicje podalgebry mozemy rozszerzyc
na systemy relacyjne przyjmujac, ze

A'=<A',0,,0,,...,0,,;F{, M5 e, >
jest podsystemem systemu

A=<A,0,...,0 ;F,000, >

wtedy i tylko wtedy, gdy A' < Ai zbior A' jest
zamkniety ze wzgledu na wszystkie operacje
04, 05,..., O, Systemu A.

m/



Podsystem
-

W gruncie rzeczy, operacje i relacje w systemie
A' sg obcieciami funkcji i relacji systemu A,
do zbioru A'.



Przyktad
-

Rozwazmy algebre <R,+,*> jakg tworzy
zbior liczb rzeczywistych z operacjami dodawania
| mnozenia. Systemy
<R*,+,*>, <Q,+,*>, <N,+,*>,
<P,+,*>, <{3k:keN},,+,*>

Z operacjami dodawania i mnozenia obcietymi do
odpowiednich uniwersow sg roznymi podalgebrami
systemu <R,+,*>.



Intuicje
-

tatwo zauwazyc, ze przeciecie dwoch zbiorow
zamknietych ze wzgledu na pewng operacje jest
tez zamkniete na te operacje. Rzeczywiscie, jesli
rozwazane zbiory to Ai B, i rozwazana operacja
n-argumentowa o ma wfasnosc :

dla dowolnych a,,...,a, €A, o(a,...,a,)eA

dla dowolnych by,...,b,eB, o(b,,...,b.)eB,

to dla xy,...,x,eAnB, mamy o(X;,...,X,)€A

i 0(Xy,...,X,)eB, czyli o(Xy,...,X,)e ANB.



Lemat
«

Przeciecie dowolnego zbioru podalgebr dowolnej
algebry albo jest puste albo samo jest podalgebrg
tej algebry.



Definicja generatorow algebr

Niepusty podzbidor G zbioru A nazywamy zbiorem
generatorow

algebry <A,0,,0,,...,0,> wtedy i tylko wtedy,

gdy najmniejszg podalgebrg zawierajgcg G jest

sama algebra <A, o,, 0,, ..., 0.>.

O zbiorze G mowimy, ze generuje zbior A.



Uwagi
—

Z Lematu wynika, ze jesli rozwazymy rodzine
podalgebr pewnej algebry zawierajgcych jakis
ustalony niepusty zbidr G, to ich przeciecie tez
zawiera zbior G i jest podalgebrg A. Przeciecie
wszystkich podalgebr zawierajacych G jest
najmniejszg podalgebrg zawierajacq G.



Uwagi
—

Jezeli ta najmniejsza podalgebra zawierajgca G
ma byc identyczna z A, to znaczy, ze kazdy
element zbioru A da sie otrzymac jako wynik
dziatania pewnej operacji systemu na
argumentach z G. Kazdy element algebry A
mozna wygenerowac z elementdéw zbioru G
stosujgc odpowiednie operacje systemu.



Przyktady
-

Zbiorem generatorow algebry
<N,suc,0>

gdzie suc jest operacjq nastepnika w N,

jest zbior {0%.

Rzeczywiscie, kazda liczba naturalna moze byc
otrzymana z zera przez dodawanie jedynki.
Mamy suc(0)= 1, suc(suc(0))= 2,
suc(suc(suc(0))) = 3 itd.



Przykiady
S

Zbiorem generatorow algebry
<N, +, *>
jest zbior {0,1%.

Zauwazmy, ze samo zero ani sama jedynka
nie wystarczg.



Przyktady
-

Zbiorem generatorow algebry
<Z,+,*>
jest zbior {-1%.

Rzeczywiscie,

+1 otrzymamy w wyniku mnozenia (-1)*(-1),

a 0 w wyniku dodawania (-1)+(+1).

Kazdq dodatnig liczbg catkowitg otrzymamy z zera
przez dodawanie 1. Kazdg liczbe catkowitg ujemng
otrzymamy z O przez dodawanie (-1).



Przykiady
S

Zbiorem generatorow dla struktury stosow
<SUE,push,pop,top,empty,=>
jest zbior
{empty}UE
bo kazdy stos mozemy utworzyc ze stosu pustego
przez wtozenie przy pomocy operacji push
odpowiednich elementow.



Homomorfizmy
| izomorfizmy



Definicja homomorfizmu
—

Dane sq podobne systemy algebraiczne

A=<A,0,,05,...,0,, {,F5, ..., [ >,
B=<B,0';,0',,...,0' ,r',,r',...,r .>,
gdzie o, i 0', sq odpowiadajacymi sobie operacjami
oraz r; i r'; sq odpowiadajacymi sobie relacjami.



Definicja homomorfizmu
—

Homomorfizmem
systemu A w system podobny B nazywamy
odwzorowanie h: A — B takie, ze dla dowolnej
k--argumentowej operacji o, w A oraz dla dowolnej
k;-argumentowej relacji r; i dla dowolnych
argumentow a,, a, , ... ze zbioru A mamy

- h(o,(ay,...,a,)) = o' ,(h(a,),...,h(ay)),

- 1i(ay,..0,8,) Wttw r',(h(a,),...,h(a;))-



Przyktad
-

Funkcja h przyporzadkowujgca podzbiorowi zbioru
liczb naturalnych wartosc¢ 1 (tzn. wartos¢ prawda)
tylko wtedy gdy liczba 1 jest jego elementem, tzn.
dla dowolnego zbioru XcN,
h(X) =1, gdy 1e Xih(X) =0, gdy 1¢ X
jest homomorfizmem algebry
< 2N,u,N,- >

w dwuelementowgq algebre Boole'a
< {0,1},v,A,— >.



Przyktad
-

Rzeczywiscie, dla dowolnych zbiorow X iY
bedacych podzbiorami N,

h(XuY)=1 wttw 1eXuY wttw 1eX lub 1Y wttw
h(X)=1 lub h(Y)=1 wttw h(X)vh(Y)=1.
Zatem h(XuY)= h(X)vh(Y).



Przyktad
-

h(XNY)=1 wttw 1eXnY wttw 1eX i 1Y wttw
h(X)=1i h(Y)=1 wttw h(X)Ah(Y)=1.
Zatem h(XnY)=h(X)Ah(Y).

h(-X)=1 wttw 1e-X wttw 1X wttw h(X)=0
wttw —h(X)=1.
Zatem h(-X) = =h(X) .



Przyktad
-

Niech E bedzie zbiorem cyfr {0,1,2,3,...,9}.
Rozwazmy dwa podobne systemy algebraiczne:
standardowgq strukture stosow
<SUE,push,pop,top,empty>
| strukture
<NUE,wt0z,usun,pierwszy,0>,

gdzie O<E, w ktorych operacje sq okreslone
nastepujqco: dla dowolnych e,,e,,...,e ,ecE |
neN, wtoz(n,e)=(n+1)*10+e,

usun(n)=n div 10-1, dla n>0,

pierwszy(n)=n mod 10.



Przyktad

Funkcja h,

h(empty)= 0,
h(e) = g,
h(e,,e,...,e,)=wtoz(h(e,,e,...,e,;),h(e.))

okreslona dla dowolnych e
ze zbioru E odwzorowuje z
skonczonych S w zbior licz

ementéw e, e,,..., e e
bior ciggow

0 naturalnych i ustala

homomorfizm miedzy tymi systemami.



Definicja izomorfizmu
-

Jezeli h jest homomorfizmmem odwzorowujgcym
system A w system podobny B oraz h jest
bijekcja, to h nazywamy

izomorfizmem.

Jesli istnieje izomorfizm odwzorowujacy A na B,
to systemy A i B nazywamy izomorficznymi.



Przykiad
S

Kazdy graf
G=<V,E>

jest przyktadem systemu relacyjnego, z jedng
relacjg binarng.



Przykiad

Na rysunku przedstawilismy przyktad grafow
izomorficznych <G',E'> i <G",E">.

h(5)

h(6)  h(7)

h(4) h(9)

h(3) h(1)




Przyktad
-

Funkcja h, ktora wierzchotkom 1,2,...,9 grafu G'
przypisuje odpowiednio wierzchofki
h(1),h(2),...,h(9) grafu G", ustala izomorfizm
miedzy tymi grafami.

Warunek zachowywania relacji sprowadza sie

w tym przypadku do rownowaznosci:

dla dowolnych wierzchotkow x,y grafu G,
(X,y)eE" wttw (h(x),h(y))eE".



Przyktad
-

Funkcja

f(x)=2x
odwzorowujaca zbidr liczb naturalnych w zbior
liczb parzystych nieujemnych ustala izomorfizm

struktur
<N,+> 1 <P*,+>.

Funkcja f jest roznowartosciowa i odwzorowuje
liczby naturalne na zbior liczb parzystych, bo
jesli xzy, to 2x=2y i jesli xeP*, to x/2eN

oraz f(x/2)=x.



Przyktad
-

Ponadto,
f(x+y)=2(x+y)=2x+2y=Ff(x)+f(y)
dla dowolnych liczb naturalnych x i vy.
Wynika stad, ze f jest izomorfizmem
odwzorowujgcym system algebraiczny
<N,+> na system algebraiczny <P*,+>.



Wiasnosci
homomorfizmow i izomorfizmow
oo

Niech h bedzie homomorfizmem odwzorowujgcym
system A w system algebraiczny B.

1. Jezeli g jest homomorfizmem odwzorowujgcym
system B w system algebraiczny C, to ztozenie
(h°g) jest homomorfizmem odwzorowujgcym
system A w system algebraiczny C.

2. Obraz homomorficzny uniwersum systemu A,
h(A), tworzy podalgebre systemu B.



Wiasnosci
homomorfizmow i izomorfizmow
oo

3. Jesli zbior A, jest zbiorem generatorow algebry
A i h jest izomorfizmmem, to obraz zbioru

generatoréw h(A,) jest zbiorem generatorow
algebry B.

4. Jesli h jest izomorfizmem, to systemy A i B
majq takg samg moc, |A| = |B|.



Whniosek
N

Jezeli h jest izomorfizmmem odwzorowujgcym
system A na system algebraiczny B oraz g
jest izomorfizmem odwzorowujgcym system B
na system algebraiczny C, to ztozenie (h°g)
jest izomorfizmem odwzorowujgcym system A
na system algebraiczny C.



Twierdzenie
o

Jesli dwa homomorfizmy sg zgodne
(przyjmujq te same wartosci) na zbiorze
generatorow systemu algebraicznego,
to sq identyczne.



Twierdzenie o izomorfizmie
o

Jezeli h jest izomorfizmmem odwzorowujgcym
system algebraiczny A na system algebraiczny B
0 sygnhaturze S, to dla dowolnej formuty rachunku
predykatow o, w ktorej wystepujq tylko operacje
| relacje z rozwazanej sygnhatury

A |= a wtedy i tylko wtedy, gdy B |= «.



Twierdzenie o izomorfizmie -
Intuicje
o

Systemy izomorficzne sg nieodroznialne przez
wiasnosci zapisane jako formuty logiki
predykatow.

W praktyce oznacza to, ze jesli jakis warunek jest
spetniony w systemie A, to bedzie tez spetniony
w kazdym systemie z nim izomorficznym.



Kongruencje



Definicja kongruencii
-

Niech A=<A,0,,0,,...,0,,r{,I,...,I,> bedzie
dowolnym danym systemem algebraicznym.
Relacje rownowaznosci ~ w A nazywamy
kongruencja

wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnej
n-argumentowej operacji o i relacji r oraz dla
dowolnych elementéw a,, a,,...,a,,
jezelia, ~a'y, a, ~a',, ..., a,~a'_, to

- o(ay,a, ...,a,) ~o(a'y,a, ,...,a',),

- r(a,,a, ,...,a,) wttw r(a';,a’, ,..., a',).



Intuicje
-

Warunki podane w definicji mozna interpretowac
Intuicyjnie nastepujqco:

jezeli argumenty operacji sq rownowazne,
to wyniki operacji sq tez rownowazne oraz

jesli jakas relacja zachodzi dla danych
argumentow, to rowniez zachodzi dla
argumentow rownowaznych.



Przyktad
-

Relacja przystawania modulo p okreslona
w systemie algebraicznym <N,+> jako
n=n"wttwn mod p = n' mod p

jest kongruencjg, bo gdy a=a' oraz b =b’, to
mamy

a mod p = a mod p,
czyli dla pewnych liczb ki k',

a =kp+cia = k'-p+c
oraz



Przykiad
S

b mod p = b' mod p,
czyli dla pewnych m i m’,
b=mp+dib'=m'p+d.

Stad
a+b=(k+m)p+(c+d)
oraz
a'+b'=(k'+m')p+(c+d).
Czyli

(a+b) mod p = (a'+b') mod p.



Lemat

Niech h bedzie homomorfizmem odwzorowujgcym
system algebraiczny A w system podobny B.

Wtedy relacja:
a ~ a wttw h(a) = h(a') dla a,a'e A,

jest kongruencjg w systemie A.



Systemy ilorazowe



Definicja systemu ilorazowego
-

Niech dany bedzie system algebraiczny
A = <A,0{,0,,...,0,,F{,F5 00, l >
i niech relacja ~ bedzie kongruencjg w A. Wtedy system
A/~ = <A/~, 0%, 0%, ...,.0% , r* r*, ..., r* >
ktérego uniwersum stanowi zbior wszystkich klas
abstrakcji relacji ~, a operacje i relacje sq zdefiniowane
przez nastepujace rownosci
- o*([a,],...,[a,])=%0o(a,,..,a,)] dla dowolnej
n-argumentowej operacji o* i dowolnych a;,..,a,
- r*([a,],...,[a,,]) wttw r(a,,...,a,,) dla dowolne;j
m-argumentowej relacji r* i dowolnych a,,..,a,,
nazywamy systemem ilorazowym.




Przyktad
-

Rozwazmy relacje = przystawania modulo p (p>0) w zbiorze
liczb catkowitych Z. Relacja ta jest kongruencjg w algebrze
<Z,+,x>. Zbior klas abstrakcji relacji przystawania modulo
p, stanowig klasy reszt modulo p, tzn.
[O]I [1]Il[p_1]

Okresimy dwie operacje @ , ® na klasach abstrakcji,
dla dowolnych x, y € Z,

[X] & [y] =9 [x+y]

[X] ® [y] =9 [x x y]
System <Z/=,0,8> jest systemem ilorazowym otrzymanym
z algebry liczb catkowitych przez podzielenie jej przez relacje
kongruencji modulo p.



Lemat

System ilorazowy A/~ jest podobny do A,
a odwzorowanie h(a) =9 [a] ustala homomorfizm

systemow Ai A/~ .

Taki homomorfizm nazywamy
homomorfizmem naturalnym.



