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Funkcja:
definicja I intuicje



Definicja funkcji
—

Niech X i Y bedgq dowolnymi zbiorami.
Relacje binarng feXxY bedziemy nazywac
funkcja
ze zbioru X w zbior Y, co zapisujemy w postaci
f: XY
wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego xeX istnieje
co najwyzej jeden element yeY taki, ze (X,y)ef.
Jezeli para (x,y)ef, to piszemy y = f(x).



Czy ta relacja jest funkcja?
—

Niech A=zbior studentow, B=zbiér numerow indeksow
r = {(a,b): b jest numerem indeksu studenta a}

Janek ~ 53201
Piotr 3220
’ — \
Kasia 53441

To jest funkcja



Czy ta relacja jest funkcja?
—

Niech A=zbior studentow, B=zbior jezykdéw obcych
r = {(a,b): student a ptynnie mowi w jezyku b}

> angielski

francuski

niemiecki

To nie jest funkcja.



Czy ta relacja jest funkcja?
—

Niech A=zbior modeli samochoddw,
B=zbior marek samochodow
r ={(a,b): a jest modelem marki b}
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Czy ta relacja jest funkcja?
—

Niech A=zbior marek samochodow,
B=zbior modeli samochoddw
r ={(a,b): a jest markg modelu b}
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To nie jest funkcja. e la )



Czy ta relacja jest funkcja?
—

Niech A=B=zbior liczb rzeczywistych
r={(a,b): a+1=|bl[}

To nie jest funkcja, bo (0,1)eri (0,-1)er



Przykiad




| Jeszcze jedna funkcja

A to juz NIE jest funkcja



Wybrane funkcje w dziedzinie liczb
rzeczywistych

e f(X) = sgn(x) — znak liczby x
- sgn(x) = 1 dla x>0, sgn(x) = -1 dla x<0, sgn(0) =0
o f(x) =L x | - cze$é catkowita liczby x

(najwieksza liczba catkowita mniejsza lub
rowna X)



Wybrane funkcje w dziedzinie liczb
catkowitych

e f(z) =z mod 2 — reszta z dzielenia przez 2

e f(z) = z div 2 — czesc¢ catkowita z dzielenia
przez 2, tzn. | z/2]

e f(z) = max({z,3})



Wybrane funkcje w dziedzinie liczb
naturalnych dodatnich

e f(n) =log(n) — logarytm o podstawie 10

e f(n) =In(n) — logarytm o podstawie e

e f(n) =Ig(n) — logarytm o podstawie 2



Wybrane funkcje w dziedzinie liczb
naturalnych

e f(n) =n!
e f(n) = n?

e f(n) = nn



Przyktady zastosowania funkcji w
definiowaniu programow
-

Programl
begin
If z=0 then z:=z+1 else
If
z<0 then z:=sgn(z)
fi
fi
Z:=In(2);
end



Przyktady zastosowania funkcji w
definiowaniu programow
-

Program?2
begin
X:=2; 2:=0;
while z<10
do
Z2:=7+1;
X:=XX
od
end



Czy | kiedy relacja
,wejscie-wyjscie” jest funkcja?

Rozwazmy program
P1(n) = {y:=random({-1,0,1}), x:=n+y; return x}
gdzie n jest liczbg catkowitg i relacje r okreslong
w zbiorze liczb catkowitych taka, ze

arb wttw beRes(P1(a)),

gdzie Res(P1(a)) jest zbiorem mozliwych wartosci x uzyskanych po

wykonaniu programu P1 dla danej wejsciowej a.

Czy relacja r jest funkcjg”?



Czy | kiedy relacja
,wejscie-wyjscie” jest funkcja?
-

Rozwazmy program
P2(n) = {Xx:=n mod 2; return x}

gdzie n jest liczbg catkowitg i relacje r okreslong
w zbiorze liczb catkowitych taka, ze
arbwtw Pl1l(a)=Db.

Czy relacja r jest funkcjg”?



Argument i wartosc¢ funkcji
-

Element x nazywamy
argumentem
funkcji, a element y
wartosciq funkcji lub obrazem
elementu Xx.



Zbior argumentow
-

Zbior Dom(f) tych elementow x, ktorym
funkcja f przypisuje wartosc¢, nazywamy

zbiorem argumentow
lub dziedzing funkcji.

Dom(f) = {xeX : istnieje takie yeY, ze f(x)=y}



Zbior wartosci
oo

Zbior Im(f) tych y, ktore sq wartosciami
funkcji nazywamy
zbiorem wartosci
lub przeciwdziedzing
funkcji.

Im(f)={yeY : istnieje takie xeX, ze f(x)=y}



Dziedzina i zbior wartosci

Dziedzina

Z.b10r wartosci



Dziedzina i zbior wartosci
oo

Niech A=zbior studentow, B=zbiér numerow indeksow
f ={(a,b): b jest numerem indeksu studenta a}

s3201
Janek <3111
: s3220
Piotr ’ 4‘ s3001
el s3441

Dom(f)={Janek, Piotr, Kasia}, Im(f)={s3201, s3220, s3441}



Dziedzina
N

X
fX — m = -
( ) ¥ +5 Dom(f)=R\{-5}

f(x) — /X =2 Dom(f)={xeR : x>2 }

f(X) =1g(2x —=1) Dom(f)={xeR: x> 1/2}



Zbior wartosci
oo

f(X) =2x+5 Im(f)=R
f) =x"+1  1m(f)=[1,+x)

fX) =2"  1m(f)=R*



Okresl dziedzine i zbior wartosci
—

Rozwazmy program
P2(n) = {Xx;=n mod 2; return x}
gdzie n jest liczbg naturalna.
Niech
f(nN)=P2(n).

Wyznacz Dom(f) I Im(¥).



Funkcja catkowita i czesciowa
-

Jezeli Dom(f) = X, to f jest
funkcja catkowitq.

Jezeli Dom(f) < X, to f jest
funkcja czesciowas.



Funkcja czesciowa
-

Niech A=zbior modeli samochoddw,
B=zbior marek samochodow
r= {(a,b): a jest modelem marki b}
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Funkcja catkowita
S

Niech A=zbior modeli samochoddw,
B=zbior marek samochodow
r= {(a,b): a jest modelem marki b}

m Flesta ’
B, (N Ford
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Wiasnosci funkcji



Iniekcja (1-1)
-

Powiemy, ze funkcja f : X —» Y jest
odwzorowaniem
roznowartosciowym (iniekcjq),
jezeli roznym argumentom przypisuje
rozne wartosci, tzn. dla kazdego x,,x,eX
jesli x,# X,, to f(x,)=f(x,).

iInaczej (warunek rownowazny)
jesli f(x,)=f(x,), to x,;=x,.



Suriekcja (,,na’’)
-

Powiemy, ze funkcja f:X—Y jest
odwzorowaniem

~na"” zbior Y (suriekcjq)
wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy element
zbioru Y jest wartoscig funkcji, tzn.
dla dowolnego yeY istnieje xeX, ze f(x)=y.
Inaczej:

Im(f)=Y



Bijekcja (1-11i ,,na’)
-

Funkcja f:X—Y jest odwzorowaniem
wzajemnie jednoznacznym (bijekcja)
wtedy i tylko wtedy, gdy jest jednoczesnie

funkcjgq réoznowartosciowq (iniekcjq) i "na,,
(suriekcjq).



Suriekcja, iniekcja, bijekcja

To jest suriekcja To jest iniekcja To jest bijekcja




Czy to jest iniekcja, suriekcja,
bijekcja?
-

Niech A=zbior studentow, B=zbiér numerow indeksow
f ={(a,b): b jest numerem indeksu studenta a}

~ 53201
Janek =
ane 53676
: s3220
Plotr
J——x $3303
. s3441

To jest funkcja roznowartosciowa, ale nie ,,na”



Czy to jest iniekcja, suriekcja,
bijekcja?

Niech A=zbior modeli samochoddw,
B=zbior marek samochodoéw
f ={(a,b): a jest modelem marki b}

4
m Fiesta
b, +  >Ford
== Almera —_—
g Nissan

o 7 . A -

4 1 P SO AT .:-_‘2

4 A% 1Za
I

Seat

To jest funkcja ,,na”, ale nie r6znowartosciowa



Czy to jest iniekcja, suriekcja,
bijekcja?
-

Niech A=zbior panstw, B=zbior flag
f ={(a,b): b jest flagg panstwa a}

Andora

Islandia

Kenia
To jest bijekcja.\E



Czy to jest funkcja
roznowartosciowa?

f:R—>R f(x) =27
f(x,) =1(xy)
23x1—1 _ 23x2—1
33X, -1=3x,-1
3X, =3X,

— TAK
X1 =X,



Czy to jest funkcja ,,na”?
—

f:R—>R f(x) =27

Im(f)=R"”

Zatem jest to funkcja ,,na” zbior liczb
rzeczywistych dodatnich,

ale nie jest to funkcja ,,na”

zbior liczb rzeczywistych



Czy to jest funkcja
roznowartosciowa?

f:R>R f(X) = x* +1

f(—1) =2
f(1) =2
121 0 f(=1)=f(1)

NIE — dla roznych argumentow mamy te samg wartos¢



Jakie wlasnosci ma funkcja f?
-

Rozwazmy program
P2(n) = {Xx:=n mod 2; return x}
gdzie n jest liczbg naturalng i funkcje

f(nN)=P2(n).

Czy f jest bijekcjg w zbiorze liczb naturalnych?



Operacje na funkcjach



Ztozenie funkcji
S

Jezeli f:X—>Y ig:Y>Z, to

ztozeniem funkcji
f i g nazywamy funkcje

feg: X - Z

okreslong wzorem

(f ° g)(x) = g(f(x))
dla wszystkich x takich, ze xeDom(f) i
f(x)eDom(q).



Zlozenie funkcji



Zlozenie funkcji
-

f(x) = max{4,x -2} g(X) =x°

(fo9)(¥) =0(f(x)) =g(max{4, x—2}) =
= (max{4, x —2})*

(9N =f(99) =f(x") = max{4, x* -2}



Wyznacz f °g 1 g °f.
-

Rozwazmy programy
P1(n) = {Xx:=n mod 6; return x}
P2(n) = {x:=2"; return x}
gdzie n jest liczbg naturalng i funkcje
f(n)=P1(n) oraz g(n)=P2(n).

Wyznaczf°gig°f. Czyf°g=g°f?



Lemat
«

1. Sktadanie funkcji nie jest operacjq
przemienng, tzn. istniejq funkcje f, g takie, ze
feg-g?©°f.

2. Sktadanie funkcji jest operacjq tgczng, tzn. dla
dowolnych funkcji f, g, h, jezeli f:X->Y, g:Y—>Z
| h:Z—>V, to

fe(g°h)=(f°g)°h,



Lemat
«

Niech f: X->Y i g:Y—>Z.

1. Jezeli f i g sq funkcjami
roznowartosciowymi, to
f ° g jest funkcjq roznowartosciowa.

2. Jezeli funkcje f i g sq odwzorowaniami
odpowiednio "na" Y i "na" Z, to (f ° g)
jest odwzorowaniem na zbior Z.



Funkcja odwrotna
-

Funkcje g:Y—>X nazywamy odwrotng do
f:X-=Y, jezeli
Dom(g)=Im(f) i Dom(f)=Im(g)
oraz
g(f(x))= x

dla wszystkich xeDom(f).



Funkcja odwrotna

Niech A=zbior panstw, B=zbior flag
f ={(a,b): b jest flagg panstwa a}

Andora =

Islandia —

Kenia —

‘\




Funkcja odwrotna
G

2X +1
X -1

f:R\{1}>R\{2} f(X) =

2X +1
) y= >2(—+1 (5) y(x-2)=1+x
1
(2) x= 2;/:11 (6) y:XL_)Z(
(3) (Y'l)X=2y+1 (7) f-l(X) :])-(4‘%

(4) yx-2y=1+Xx



Czy mozna wyznaczy¢ funkcje
odwrotng?

Rozwazmy programy
P1(n) = {Xx;=n mod 6; return x}
P2(n) = {x:=2"; return x}
gdzie n jest liczbg naturalna.
Czy mozna wyznaczy¢ f1, gdy
() T(n)=P1(n),
() f(n)=P2(n)?



Lemat
«

Dla dowolnych funkcji f: X—=Y i g:Y—Z,
jezeli f i g sg wzajemnie jednoznaczne
(sq bijekcjami), to istniejq funkcje
(feg)l:Z—>X, gl:Z-Y, f-1.YoX
oraz zachodzi rownosc
(f e g)-1=g-1 of -1



Obrazy | przeciwobrazy



Obraz
]

Obrazem zbioru AcX
wyznaczonym przez funkcje f: X-Y
nazywamy zbior f(A) wartosci jakie
przyjmuje ta funkcja dla argumentow
ze zbioru A,

f(A)={y : istnieje xeA, f(x)=y}.



Zbior A Obraz zbioru A



Obraz

Obraz zbioru A




Obraz

Niech A=zbior studentow, B=zbiér numerow indeksow
f ={(a,b): b jest numerem indeksu studenta a}

. 53201
k S
SIS 3676

e

Zbior A Obraz zbioru A




Obraz
]

Wyznacz obraz zbioru A wzgledem funkcji f.

f(x) = max{3,x+1} A={2,3}

f(2) = max{3,2+1}=3, f(3) = max{3,3+1}=4
f(A) ={3,4}



Wyznacz obraz zbioru A .
-

Rozwazmy program
P1(n) = {Xx:=n mod 6; return x}
gdzie n jest liczbg naturalng i funkcje
f(n)=P1(n).

Wyznacz f(A) dla A={10,11,12}.



Lemat
«

Dla dowolnych zbiorow A,Bc=X i dla
dowolnej funkcji f: X-Y,

1. f(A U B) = f(A) U f(B),

5. f(A ~ B) c f(A) ~ f(B).



Przeciwobraz
I

Przeciwobrazem zbioru BcY
wyznaczonym przez funkcje f
nazywamy zbior

f-1(B)
ztozony z tych argumentow funkgcji f,
dla ktorych wartosci nalezg do B,
f-1(B)={xeX : f(x)eB}.



Przeciwobraz

Przeciwobraz zbioru B



Przeciwobraz

Zbior A

/

\/ Przeciwobraz zbioru A



Przeciwobraz

Niech A=zbior studentow, B=zbiér numerow indeksow
f ={(a,b): b jest numerem indeksu studenta a}

. 53201
k S
SIS 3676

e

Przeciwobraz zbioru A Zbior A




Przeciwobraz
o

Wyznacz przeciwobraz zbioru A wzgledem funkcji f.

f(x) = max{3,x+1} A={2,3)

f(x)=3 jesli x<2 oraz f(xX)=x+1 jesli x> 2

2 = max{3,x+1} =
3 =max{3,x+1} =

f1(A) = (- »,2]

X e
X <2



Wyznacz przeciwobraz zbioru B.
-

Rozwazmy program
P1(n) = {Xx:=n mod 6; return x}
gdzie n jest liczbg naturalng i funkcje
f(n)=P1(n).

Wyznacz f1(B), gdy B={0,1}.



Lemat
«

Dla dowolnych zbiorow A,BcY |
dowolnej funkcji f: X-Y,

1. f1(AUB)=Ff-1(A)uUf-!(B),
2. f1(ANB)=f-1(A)nf-l(B).



Funkcje
wieloargumentowe



Definicja
-

Jezeli zbior X jest produktem
kartezjanskim zbiorow Xj,...,X_, to
mowimy o n-argumentowej funkcji

fiXpxox X, =Y
odwzorowujgcej produkt kartezjanski
X % ...x X W zbior Y.



Przykiad
S

f : RxRxR - R, f(x,y,z) = min{x,y,z}

f(3,4,-1)=min{3,4,-1} = -1
f(0,2,2)=min{0,2,2} =0



Notacja asymptotyczna



Definicja

Niech f i g bedq funkcjami okreslonymi dla
liczb naturalnych i o wartosciach w R*.
Powiemy, ze funkcja
f=0(g)

wttw istniejq stata c>0 i liczba naturalna n,
takie, ze dla wszystkich liczb naturalnych
n > ng,

f(n) <cg(n).



Definicja
-

Analogicznie, powiemy, ze
f=Q(9g)
wttw istniejg stata c>0 i liczba naturalna n,

takie, ze dla wszystkich liczb naturalnych
n>n,,

c.g(n) <f(n).



Definicja
-

Jesli rownoczesnie zachodzg oba warunki

f=0(g) 1 f=Q(g),
to mowimy, ze funkcja f ma ten sam rzad
co funkcja g i oznaczamy krotko

f=0(9).



Przykiad
S

n=2 n=10 n=100
f(n)=logn | 0,30 1 2
f(n)=n3 8 1000 1,00 - 106°
f(n)=2n 4 1024 1,27 - 103

n3=0(2"), n3=Q (logn), n3=0(4n3+1)



Twierdzenie 1
N

Niech f:N—R*, g:N—>R* oraz

. (), _
I,!EQ (g(n)) -

gdzie c jest pewng statq.

Wtedy jesli c jest liczbg rzeczywistg
oraz cx0, to funkcje f i g majq ten
sam rzad,

f=0(9).



Twierdzenie 1
N

W przeciwnym przypadku funkcje
majq rozne rzedy i

e jesli c=0, to f=0(g),
e jeslic=+x, to f=Q(qg).



Przykiad
S

Czy 30"=0(2") ?

. 30" . n
Im —7 = lim (@57) = +=

N—>+o0 N—>+00

Nie, 30n=0(2")



Przykiad
S

Czy Ig(n) = O(lg(n")) ?
lgn 1

. lgn .. :
I|m,g =lim_— —=lim = =0

e IGN" W5 NIgN 5

Tak, Ig n=0(Ig nM)



Przykiad
S

Czy (3n+1)>=0(n>)?

. (3n+1° .. (3n+1) .. 1\’
Ilm( 5) =I|m( j =I|m(3+—j =

N—>+00 n N—>+00 Nn N—>+00 N

=[(3+0)°]=3°" =243

Tak, (3n+1)> = O(n%). Ponadto (3n+1)> = ®(n>)



Twierdzenie 2
]

Oto kilka pewnych znanych ciggow
uporzgdkowanych w ten sposob, ze kazdy z nich
jest O od wszystkich ciggow na prawo od niego:

1, lg(n), ...,nY4, n3 nl2 n n.lg(n),
n%2 n2, ns, n4 ...,2"3"...., n!, n".



Przeglad funkcji
elementarnych



Funkcja ,modulo”
-

f(x)= x mod 2
Inacze]
f(x)=reszta z dzielenia x przez 2

f(4)=0, £(3)=1, f(6)=0 itd.



Funkcje wielomianowe

Wielomianem stopnia n jednej zmiennej
nazywamy funkcje postaci:

W(x)=a x"+a, x"1+...+a,x+a,
gdzie xeR, neN, a,, a,,...,a,eR oraz a, # 0.

N\ AA / N\




Funkcja liniowa
-

Funkcja liniowa
f(x)=ax+b
a = 0 Jest wielomianem stopnia pierwszego.

Wykresem funkcji liniowe] y=ax+b jest linia prosta,
przecinajgca os OY w punkcie (0,b) i nachylona do
osi OX pod katem a takim, ze tgo=a.



Funkcja liniowa

) (0.b)
(_b ’O)/]
a

2

y = ax+b



Funkcja kwadratowa
-

Funkcja kwadratowa
f(x)=ax?+bx+c
a=0 jest wielomianem stopnia drugiego.

Wykresem funkcji kwadratowej jest parabola o wierzchotku

b —A
2a 4a

w=(

)

gdzie A=b’—4ac B

a jej osig symetrii jest prosta o réwnaniu X = o



Funkcja kwadratowa

" :—b+JZ

1 2a

y _—b-vA X, X,

2 2a

A=Db"-4ac

w:(_b,_A) of y=ax +bx+c
2a 4a



Funkcja homograficzna

ax+b

Funkcje postaci f(x) =
cxX+d

gdzie a,b,c,d sg danymi liczbami nazywamy i
funkcja homograficzna. i
Wykresem funkcji homograficzne] K
jest hiperbola majgca asymdptote :

pionowg obustronng x=-—— | |
asymptote poziomag ¢ |
obustronng y = a . i

C




Funkcja wyktadnicza
—

Funkcje postaci

f(x)=ax
XeR, gdzie a€(0,1)u(1,0) nazywamy funkcja
wyktiadnicza.




Funkcja logarytmiczna
-

Funkcje postaci

f(x) =log,x
gdzie xeR*, ae(0,1)u(1,0) nazywamy
funkcja logarytmiczng. |




Funkcja logarytmiczna
-

lg(x) — logarytm o podstawie 2

log(X) — logarytm o podstawie 10

In(x) — logarytm o podstawie e



Liczba Nepera
-

Jest to liczba bedgca granica ciggu liczbowego
nieskonczonego

N—o0

e =2,718281828 ............

€ = lim (1+1)n
N

e jest podstawg logarytmu naturalnego
In X
oraz podstawg funkcji wyktadniczej
eX



