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RACHUNEK ZDAN



Zdania



Definicja
S

Zdanie
jest to stwierdzenie w jezyku naturalnym,
ktoremu mozna przypisac wartos¢ prawdy
lub fatszu (ale nie obie wartosci jednoczesnie).

Zgodnie z notacjg stosowang w wiekszosci
jezykow programowania bedziemy uzywac liczby 1
dla oznaczenia prawdy i liczby 0 dla oznaczenia
fatszu.



Czy podane wyrazenie jest
zdaniem?

Czy program P ,zapetla sie” dla

danej wejsciowej x=17? NIE

Czy zdam egzamin z matematyki? NIE

Napisz ten algorytm! NIE

X+y=2 NIE



Czy podane wyrazenie jest
zdaniem?

2+2=5 TAK

W dowolnym zbiorze

uporzadkowanym, element najmniejszy Tak
jest tez elementem minimalnym.

Jezeli zbidr jest uporzadkowany
liniowo, to posiada element TAK
najwiekszy i najmniejszy.



Ktore zdanie jest prawdziwe,
a ktore fatszywe?

2+2=5 0

W dowolnym zbiorze
uporzadkowanym, element najmniejszy 1
jest tez elementem minimalnym.

Jezeli zbidr jest uporzadkowany
liniowo, to posiada element 0
najwiekszy i najmniejszy.



Ktore zdanie jest prawdziwe,
a ktore fatszywe?

(n+1)!=0(3"*1) 0

Kazda funkcja réznowartosciowa
jest funkcjg ,,na”.

Operacja sktadania relacji
nie jest przemienna.



Spojniki logiczne

$\L<>_|

- negacja (czyt. ,nieprawda, ze")

koniunkcja (czyt. ,i")

alternatywa (czyt. ,lub”)

implikacja (czyt. ,jesli ..., to...”)

rownowaznosc (czyt. ,wtedy i tylko wtedy,
gdy”, w skrocie ,wttw")



Przykiady
c ]

2:3 > 511 jest liczbg pierwsza.

p-2:3>5
g - 1 jest liczbg pierwszq

PA(



Przykiady
c ]

Jesli r jest relacjg przeciwsymetryczng,
to r jest relacjq przeciwzwrotng.

D - jest relacjq przeciwsymetryczng,
g - jest relacjg przeciwzwrotna.

P—>d



Przykiady
c ]

Zostane w domu lub pojde na wykitad.

p - zostane w domu
q - pojde na wykiad



Sktadnia



Definicja
S

Niech V bedzie zbiorem
zdan elementarnych

(nazywac je bedziemy zmiennymi zdaniowymi).
Zbior wyrazen poprawnych, tzw.

formut rachunku zdan,
jest to najmniejszy (w sensie inkluzji) zbior
wyrazen zawierajacy V i taki, ze jesli pi g sq
zdaniami, to wyrazenia:

-p, (Pva), (pArq) (p—9q) (p<q)
sq zdaniami.



Ktore wyrazenie jest formuta
rachunku zdan?

—(p Anq) e svt TAK

P—p A(Q NIE

(s At) v (g— (s ot)) TAK



Priorytet operacji
... 0000

—p Aq=((-p) Aq)

sAnt—>s=((saAt) —>5s)



Semantyka



Wartosciowanie
]

Wartosciowaniem
nazywamy funkcje, ktora kazdej zmiennej
zdaniowej przyporzadkowuje wartosc
logiczng O lub 1.

Funkcje takg, w naturalny sposob mozna
rozszerzyC na zbior wszystkich formut
rachunku zdan.



Przyktad
c ]

Dane sq zdania p, qg, r, S.
Przyktadowe wartosciowanie w:

w(p)=1, w(q)=0, w(r)=0, w(s)=1,



Wartosciowanie c.d
]

Majgc dane wartosciowanie zmiennych (wartosci zdan
prostych) mozna okresli¢ wartosc¢ logiczng zdan
ztozonych. Podang na kolejnym slajdzie tablice
nazywamy

matryca logiczng

Definiuje ona sens operacji zdaniotworczych i pozwala
obliczy¢ wartos¢ dowolnych zdan ztozonych (formut
rachunku zdan).



Wartosciowanie c.d
]

Wartosc¢ logiczng zdania ztozonego mozemy
obliczy¢ wyznaczajgc po kolei wartosci logiczne
zdan prostszych, z ktorych jest ono zbudowane.



Matryca logiczna
S

P 9 —p PAQ | PVQ | P—>Qq | Pe(q
0 0 1 0 0 1 1
0 1 1 0 1 1 0
1 0 0 0 1 0 0
1 1 0 1 1 1 1




Wyznacz wartosc logiczna
zdania

Jesli (2:3 > 5) i 1 jest liczbg pierwszg, to (2+2=5).

p-2:3>5
g - 1 jest liczbg pierwszq
r—2+2=5

(PAQ)—>r
w(p)=1, w(q)=0, w(r)=0

w(p A~ q) =0
w((pArqg)—>r)=1



TAUTOLOGIE



Tautologia
S

Zdanie ztozone, ktorego wartoscig jest prawda,
niezaleznie od wartosci zmiennych zdaniowych w
nim wystepujacych, nazywamy

tautologia
lub

prawem rachunku zdan.



Nastepujace formuty sa
tautologiami rachunku zdan

e (a > a) - prawo tozsamosci dla implikacji

e (a v —a) - prawo wytaczonego srodka

o —(—a) < a - prawo podwojnego przeczenia
e -a — (a—b) -prawo Dunsa Scotusa

e (—a— a)— a - prawo Claviusa



Nastepujace formuty sa
tautologiami rachunku zdan

o —(—a) ©&a - prawo podwojnego przeczenia

e (aAb)« (bAaa)-prawo przemiennosci
e (av b))« (bva)-prawo przemiennosci

e ((anb)ac) < (an(bac)) - prawo tgcznosci
e (an(bvc))«<>((anb)v(anc)) - prawo rozdzielnosci



Nastepujace formuty sa
tautologiami rachunku zdan

e (a v a) <« a- prawo idempotentnosci
e (a A a) <> a- prawo idempotentnosci

e —(avb)o (—-an—-b)-prawo de Morgana
e —(anb)o (—-av-—-b)-prawo de Morgana



Nastepujace formuty sa
tautologiami rachunku zdan

e (a > b) & (—=b — —a) - prawo kontrapozycji

e (A > b) & (—a v b) - okreslenie implikacji za
pomoca alternatywy

e a —(a v b) - wprowadzenie alternatywy

e (a A b) > a-opuszczenie koniunkcji



Sprawdz, czy formula jest
tautologia

(a— b) - (wa v b)

—d

a—b

(a—b)—>(—avb)

R | O] O QO

| O ,| O| O




Sprawdz, czy formula jest
tautologia

(a— b) - (wa v b)

—d

a—b

(a—b)—>(—avb)

R | O] O QO

| O ,| O| O

1
1
0
0




Sprawdz, czy formula jest
tautologia

(a— b) - (wa v b)

—d

a—b

(a—b)—>(—avb)

R | O] O QO

| O ,| O| O

1
1
0
0

1
1
0
1




Sprawdz, czy formula jest
tautologia

(a— b) - (wa v b)

—-a |—-avb| a>»b |(a—b)—>(—-avb)

R | O] O QO
| O ,| O| O

| O R,r| B

1 1
1 1
0 0
0 1




Sprawdz, czy formula jest
tautologia

(a— b) - (wa v b)

—-a |—-avb| a>»b |(a—b)—>(—-avb)

R | O] O QO
| O ,| O| O

R O] k| K
Rl R R P

1 1
1 1
0 0
0 1




Zdanie sprzeczne
o000 |

Zdanie ztozone, ktorego wartosciq jest
fatsz, niezaleznie od wartosci zmiennych
zdaniowych w nim wystepujacych,
nazywamy

zdaniem sprzecznym.



Przyktad
c ]

(—-avb) A =(a—>Db)

—a|—-avb| a-b —|(a —> b) (—laVb)/\—l(a—)b)

0

| k| O] O Q
| O] k,r| O| T
R O] k| K
oO| r| O] O

1 1
1 1 0
0 0 0
0 1 0




Zdania logicznie rownowazne
o000 |

Dwa zdania ztozone p i g sq zdaniami
logicznie rownowaznymi,
jesli majq takie same wartosci logiczne dla

wszystkich kombinacji wartosci logicznych
ich zmiennych zdaniowych p i q.



Przyktad
c ]

Formuty —(a v b) I (—a A — b) sg logicznie rownowazne.

alb|—-a|-b|-ar-b al|b|avb|—(avb)
0j0] 1] 1 1 0j0| O 1
01| 1 0 0 0|1 1 0
110101 0 110 1 0
11100 0 1|1 1 0




Twierdzenie
«

Jezeli formuta zalezna od zmiennych
zdaniowych p4,..., p, jest tautologig,

to wstawiajqc na miejsce zmiennych
zdaniowych dowolne zdania otrzymamy zawsze
zdanie prawdziwe. Co wiecej, jesli na miejsce
zmiennych wstawimy dowolne schematy zdan

(dowolne formuty), to otrzymany schemat bedzie
rowniez tautologia.



Przyktad
c ]

Formuta —(avb)«(—ar—b ) jest tautologia.
Wstawmy teraz w miejsce a zdanie
»X jest elementem A",
a W miejsce b zdanie
X jest elementem B".
Otrzymamy zdanie prawdziwe postaci:
"nie jest prawdg, ze x jest elementem A lub x jest

elementem B wtedy i tylko wtedy, gdy x nie jest elementem
A i X nie jest elementem B".

Po uproszczeniu otrzymamy prawo algebry zbiorow:
jesli x nie nalezy do sumy zbiorow A i B,
to x nie nalezy ani do A ani do B.



Przyktad
c ]

Formuta —(avb)«<(—-anr—-b) jest tautologia.
Wstawmy teraz w miejsce a zdanie
P—(

a W miejsce b zdanie
—t

Otrzymamy zdanie prawdziwe postaci:

=((pP—g)v(=1)) < (=(p—g)A=(=1))



Twierdzenie
«

Jesli zdanie ztozone P zawiera zdanie Q i jesli

zdanie Q zastgpimy zdaniem logicznym z nim
rownowaznym, to otrzymane zdanie ztozone jest
logicznie rownowazne ze zdaniem P.



Przyktad
c ]

Rozwazmy zdanie
(—(av b)) or.

Wiemy, ze formuty —(a v b) | (—a A = b) sg logicznie
rownowazne.

Zastgpmy wiec zdanie —(a v b) zdaniem (—a A — b).
Wowczas otrzymamy zdanie logicznie rownowazne:
(—|a /A — b) —TI.



Sprzecznosc i
niesprzecznosc



Zbior niesprzeczny
S

Zbior zdan (formut) X jest

niesprzeczny
wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taka
interpretacja zdan ze zbioru X, tzn. taki uktad w
wartosci zmiennych zdaniowych wystepujacych w
tych formutach, ze w(a) = 1 dla wszystkich formut
a e X.



Przyktad
c ]

Zatozmy, ze dana wejsciowa X programu P musi
spetniaC podane warunki:

- X nie jest liczbg parzystg i x nie jest liczbg pierwsza,
- X nie jest liczbg parzysta,

- jesli x jest liczbg parzysta, to x jest liczbg pierwsza.

Czy zbior danych wejsciowych jest niepusty?



Przyktad
c ]

Wprowadzmy oznaczenia:
a — x jest liczbg parzystg
b — x jest liczbg pierwsza.

Rozwazmy teraz zbior formut
{—|a AN —|b, —da, a—)b}

Czy istnieje wartosciowanie spetniajgce jednoczesnie
wszystkie powyzsze formuty?



Przyktad
c ]

Jesli przyjmiemy, ze
w(a)=0, w(b)=0,
to
w(—a A — b)=1, w(-a)=1, w(a—b)=1,

czyli zbior {—a A — b, —a, a—>b} jest niesprzeczny.

Zatem zbior danych wejsciowych programu P jest
niepusty.



Przyktad
c ]

Zatozmy, ze dana wejsciowa X programu P musi
spetniaC podane warunki:

- jesli x jest liczbg naturalng, to x jest liczbg wiekszg od
10 1 x jest liczbg parzysta,

- X jest liczbg naturalng i x nie jest liczbg parzysta.

Czy zbior danych wejsciowych jest niepusty?



Przyktad
c ]

Wprowadzamy oznaczenia:

a - x jest liczbg naturalna,

b - x jest liczbg wiekszg od 10,
C - X Jest liczbg parzystg

| sprawdzamy, czy zbior formut
{a > (bac), an—c}

jest niesprzeczny.



Przyktad
c ]

Zbior NIE jest niesprzeczny,
bo nie istnieje wartosciowanie
spetniajgce jednoczesnie formuty

a — (bac), an—c.



Reguty
whioskowania



Definicja
S

Reguta dowodzenia
(inaczej zwang reguta wnioskowania)
nazywamy przeksztatcenie postaci

ktore skonczonemu zbiorowi formut o4, ..., o,, zwanych
przestankami, przyporzadkowuje formute 3 zwang
wnioskiem, w taki sposob, ze przy dowolnie wybranych
wartosciach zmiennych wystepujacych w formutach a4, ...,
a,, B, jesli przestanki sgq zdaniami prawdziwymi, to wniosek
tez jest zdaniem prawdziwym. Bedziemy wtedy mowili, ze B
jest logiczng konsekwencjq formut a4, ..., a,.



Reguta MODUS PONENS
G

o, o —>f3




Przyktad
c ]

Przestanki:

Jesli otrzymam 45 punktdéw ze sprawdzianow, to
zalicze ¢wiczenia.

Otrzymatem 45 punktow ze sprawdzianow.

Whniosek: Zalicze ¢wiczenia.



Poprawnosc¢ regutly
MODUS PONENS

Zatozmy, ze w(a)=1i w(a - B)=1. Wowczas
zachodzi jeden z przypadkow:

(1) w(a)=11iw(a)=w(B)=1, czyli w(B)=1,
2) w(a)=11iw(a)=w(B)=0 - sprzecznosc,

3) wW(a)=11iw(a)=0, w(B)=1- sprzecznosc.

Ostatecznie jesli w(a)=1i w(a —» B)=1, to w(p)=1.



Reguty wnioskowania
0

reguta sylogizmu warunkowego (hipotecznego)

a—>pB, B>y

a—> v



Przyktad
c ]

Przestanki:

. Jesli otrzymam 90 punktdéw ze sprawdzianow, to
zalicze ¢wiczenia na ocene bdb.

. Jesli zalicze ¢wiczenia na ocene bdb, to bede
zwolniony z egzaminu.

Whniosek: Jesli otrzymam 90 punktow ze
sprawdzianow, to bede zwolniony z egzaminu.



Reguty wnioskowania
S

reguta modus tollens

OL_)BI_'B




Przyktad
c ]

Przestanki:

. Jesli otrzymam 90 punktdéw ze sprawdzianow, to
bede zwolniony z egzaminu.

Nie jestem zwolniony z egzaminu.

Whniosek: Nie otrzymatem 90 punktow ze
sprawdzianow.



Reguty wnioskowania
S

reguta wprowadzania alternatywy
(0

o Vv B

reguta opuszczenia koniunkcji
a AP




Reguty wnioskowania
S

reguta wprowadzania koniunkcji

o, B

o AP

reguta modus ponendo tollens
(sylogizm alternatywny)
oV B, -o

B



Reguty wnioskowania
S

dylemat konstrukcyjny
oa—>pB, —a—> P

p

dylemat destrukcyjny
a— B, a—> P

—0



Reguty wnioskowania
S

prawo kompozycji dla koniunkcji
a—>pB,y—>0

aAY—>PAD

prawo kompozycji dla alternatywy
oa—>pB,y—>0

avy—>pPvo



Reguty wnioskowania
S

dowod niewprost (sprowadzenie do sprzecznosci)

oa— 3

dowod niewprost (kontrapozycja)
(o A =) > —a

oa—



Kwadrat logiczny
S

implikacja prosta ]_ implikacja odwrotna
2,
oa— B k. B—> a
JG’O},/
o%
— 0 —> _IB %?@ —|B —> =
implikacja przeciwna implikacja przeciwstawna

Jezeli implikacja a—p jest twierdzeniem,
to a jest warunkiem wystarczajgcym na to, aby 3,
a B warunkiem koniecznym na to, aby a.



Kwadrat logiczny
S

implikacja prosta implikacja odwrotna
oa— 3 B— «a
implikacja przeciwna implikacja przeciwstawna

Dla dowodu twierdzenia a<>p wystarczy
udowodnic¢ jedng z par implikacji potozonych przy
sgsiadujgcych ze sobg wierzchotkach kwadratu
logicznego.



Kwadrat logiczny
S

implikacja prosta implikacja odwrotna
oa— 3 B— «a
implikacja przeciwna implikacja przeciwstawna

Na przyktad:
a— B, —a—> =P

o <>



Twierdzenie
«

Jesli wszystkie przestanki pewnej reguty wnioskowania
sg tautologiami, to wniosek w tej regule tez jest
tautologia.



Twierdzenie
«

Niech a4, ..., a,, B beda formutami rachunku zdan.
Formuta (o, A ... A o) = B jest tautologig, wtedy i tylko
wtedy, gdy

jest regutg dowodzenia.



Przykiad
S

Sprawdz, czy poprawne jest rozumowanie:

Jesli dang wejsciowg programu P jest liczba 2,
to program P ma obliczenie skonczone i dana
wyjsciowa spetnia warunek W. Zatem jesli

dana wyjsciowa nie spetnia warunku W, to dang
wejsciowg programu P nie jest liczba 2.



Przykiad
S

Sprawdz, czy poprawne jest rozumowanie:

Jesli dang wejsciowg programu P jest liczba 2, to
program P ma obliczenie skonczone i dana
wyjsciowa spetnia warunek W. Zatem jesli dang
wejsciowg nie jest liczba 2, to program P nie ma
obliczenia skonczonego lub dana wyjsciowa nie
spetnia warunku W.



Przykiad
S

Sprawdz, czy poprawne jest rozumowanie:

Jesli dang wejsciowg programu P jest liczba 2, to
program P ma obliczenie skonczone i dana
wyjsciowa spetnia warunek W. Zatem jesli
program P ma obliczenie skonczone i dana
wyjsciowa spetnia warunek W, to dang
wejsciowg jest liczba 2.



Przykiad
S

Sprawdz, czy poprawne jest rozumowanie:

Z faktu, ze program P ma obliczenie skonczone
wynika, ze dana wyjsciowa programu P spetnia
warunek W oraz z faktu, ze program P ma
obliczenie skonczone wynika, ze dana
wyjsciowa programu P nie spetnia warunku W.
Zatem program P nie ma obliczenia skonczonego.



Przykiad
S

Sprawdz, czy poprawne jest rozumowanie:

Z faktu, ze program P ma obliczenie skonczone i
dana wyjsciowa programu P spetnia warunek W
wynika, ze program P nie ma obliczenia
skonczonego. Zatem jesli program P ma
obliczenie skonczone, to dana wyjsciowa nie
spetnia warunku W.



Przykiad
S

Sprawdz, czy poprawne jest rozumowanie:

Z faktu, ze program P ma obliczenie skonczone i
dana wyjsciowa programu P spetnia warunek W
wynika, ze program P nie ma obliczenia
skonczonego. Zatem jesli program P nie ma
obliczenia skonczonego, to dana wyjsciowa nie
spetnia warunku W.



Przykiad
S

Sprawdz, czy poprawne jest rozumowanie:

Z faktu, ze dang wejsciowg programu P jest liczba
2 | dana wyjsciowa programu P spetnia warunek W
wynika, ze program P ma obliczenie skonczone i
program P nie ma obliczenia skonczonego. Zatem
jesli dang wejsciowg jest liczba 2, to dana
wyjsciowa nie spetnia warunku W.



Dowod



Definicja
S

Skonczony cigg formut o4, ..., o, hazywamy
dowodem

formuty o wtedy i tylko wtedy, gdy kazda z formut
o; (i=1,2...n) jest albo aksjomatem albo jest
wnioskiem w regule modus ponens, w ktorej
przestankami sq formuty o, i (o, — o)
wystepujace wczesniej w tym ciggu.



Metody
dowodzenia



Metody dowodzenia
o000 |

Przypusémy, ze mamy zbior zatozen 7., ..., Z_,
z ktorych chcemy wyprowadzi¢ wniosek W.
Wodwczas mozemy zastosowac jedng z metod

- dowdd wprost,
- dowod niewprost - kontrapozycja,

- dowdd niewprost — sprowadzenie do
Sprzecznosci.




Dowod wprost
...

LN . NL,=> W



Przyktad

Pokazemy dowod zdania o ze zbioru zatozen
{BAry, Bvy—>oar

(1) B A v - zatozenie
(2) 3 -z (1) i prawa opuszczania koniunkcji

(3) B vy-z(2)iprawa wprowadzania alternatywy
(4) B vy — a-zatozenie
(5) o -z (3), (4) i reguty Modus Ponens




Dowod niewprost -
kontrapozycja
o000 |

—|W :>(_'Zl V was v—.Zn)



Dowod niewprost -
kontrapozycja
o000 |

Niech m,n eN. Udowodnimy, ze
jesli m+n>11, to m>6 lub n>6.

W tym celu dowodzimy kontrapozycji
jesli —-(m>6 lub n>6), to -(m+n>11).

Dowod: Jesli —-(m>6 lub n>6), to m<6 i n<6.
Wowczas, m+n<11,
czyli nie prawda, ze m+n>11.



Dowod niewprost -
sprowadzenie do sprzecznosci

(ZiA oo AZy) A=W =
(Q A -Q)



Dowod niewprost -
sprowadzenie do sprzecznosci

Pokazemy, ze formuta ((a A B) - v) = (oo = (B — v))
jest tautologia.

Zatozmy, ze istnieje wartosciowanie w takie, ze
W((aAB) =>7) > (o> (B—7))=0

Wowczas
(1) w((a A B) = 7))=1
(2) w(a — (B —1v))=0



Dowod niewprost -
sprowadzenie do sprzecznosci

(1) w((a A B) = v))=1
(2) w(a - (B —7))=0

(3) w(a)=1-2z(2)

(4) w(p —»>v)=0 -2z (2)

(5) w(p)=1 -1z (4)

(6) w(y)=0 -z (4)

(7) wla A B)=1-2(3)i(5)

(8) w((a A B) »v)=0-2(6)i(7)
— sprzecznosc z (1)



Przyktad dowodu nie wprost
S

Twierdzenie: pierwiastek trzeciego
stopnia z 5 jest liczbg niewymierna.

Dowod.

Zatozmy, ze

Mozemy przyjac, ze liczby catkowite p i g
sq wzglednie pierwsze.



Przyktad dowodu nie wprost
-

Zatem 5=p3/qg3,
czyli

5g3=p3.
Stad p3 jest podzielne przez 5i w
konsekwencji p jest podzielne przez 5,
co mozemy zapisac

p=>5kK,
gdzie k jest liczbg catkowita.



Przyktad dowodu nie wprost
-

Zatem 5q3=53k3,
czyli

q>=25k3.
Stad g3 jest podzielne przez 5i g jest
podzielne przez 5.
Otrzymujemy sprzecznosc z zatozeniem, ze
liczby p i g sq wzglednie pierwsze.



Przykitad dowodu nie wprost
S

Twierdzenie: Jest nieskonczenie wiele liczb
pierwszych.

Dowod. Zatozmy, ze mamy n liczb pierwszych:
P1,P5;---»Pn-
Rozwazmy liczbe

a:(pl'pz""'pn)-l_l-
Liczba ta nie dzieli sie przez zadng z liczb

pierwszych p4,P5,...,Pp-



Przykitad dowodu nie wprost
S

Z Podstawowego twierdzenia arytmetyki,
Istnieje liczba pierwsza (inna niz wymienione)
dzielgca liczbe a. Zatem nie wymienilismy
wszystkich liczb pierwszych. Otrzymujemy
sprzecznosc.

Podstawowe twierdzenie arytmetyki:
Kazdg liczbe naturalng wiekszg od 1 mozna jednoznacznie
przedstawi¢ w postaci iloczynu liczb pierwszych.



Zadania



Zadanie 1
G

Udowodnij, ze jesli relacje r i s okreslone w
zbiorze U sg zwrotne, to relacja r ° s okreslona w
zbiorze U tez jest zwrotna.

ris sgzwrotne = r °s jest zwrotna



Metoda wprost
-

Zatézmy, ze relacje r i s sg zwrotne. Pokazemy,
ze relacjar ° s tez jest zwrotna.

Jesli r jest relacjg zwrotng, to dla kazdego ueU
zachodzi (u,u)er. Podobnie jesli s jest relacja
zwrotng, to dla kazdego ueU zachodzi (u,u)es.
Zatem istnieje z=u takie, ze (u,z)er i (z,u)es.

Stad dla kazdego ueU, (u,u)er ° s, czyli relacja r
° s Jest zwrotna.



Metoda wprost
-

Stad dla kazdego ueU,

(u,u)er °s,

czylirelacjar ° s jest relacjg zwrotng w zbiorze U.



Zadanie 2
G

Udowodnij, ze jesli relacja r okreslona w zbiorze
U jest przeciwsymetryczna, to jest w tym zbiorze
przeciwzwrotna.

przeciwsymetryczna = przeciwzwrotna



Metoda niewprost (kontrapozycja)
-

Pokazemy, ze jesli r nie jest relacja
przeciwzwrotng w zbiorze U, to r nie jest relacjg
przeciwsymetryczng w zbiorze U.

— przeciwzwrotna = — przeciwsymetryczna



Metoda niewprost (kontrapozycja)
-

Zatdzmy, ze r nie jest relacjg przeciwzwrotng w
zbiorze U. Zatem istnieje ac<U takie, ze ar a.
Przyjmijmy teraz, ze x=y=a. Zatem xryiyrx.
Stad nie jest prawda, ze dla kazdego x,yeU
jesli x ry, to nie prawda, ze y r Xx.

Zatem r nie jest relacjg przeciwsymetryczng w
zblorze U.



Zadanie 3
G

Udowodnij, ze jesli relacja r okreslona w zbiorze
U jest jednoczesnie symetryczna i
antysymetryczna, to jest w zbiorze U
przechodnia.

symetryczna A antysymetryczna =
przechodnia



Metoda niewprost (doprowadzenie
do sprzecznosci)

Pokazemy, ze jednoczesne zatozenie, ze relacja
jest symetryczna, antysymetryczna i nie jest
przechodnia, prowadzi do sprzecznosci

symetryczna A antysymetryczna A
—przechodnia = QA—-Q



Metoda niewprost (doprowadzenie
do sprzecznosci)

Zatdzmy, ze relacja r jest symetryczna,
antysymetryczna i nie jest przechodnia w
zbiorze U. Jesli relacja r nie jest przechodnia, to
Istniejg elementy x,y,z zbioru U takie, ze

(x,y)er 1 (y,z)er i nieprawda, ze (x,z)er.



Metoda niewprost (doprowadzenie
do sprzecznosci)

Jesli (y,z)er, to z symetrycznosci relac;i

r wynika, ze (z,y)er. Dalej z antysymetrycznosci
relacji r wynika, ze y=z.

Mamy zatem

(X,y)eriy=z.

Stad wynika, ze (x,z)er, co jest sprzeczne z
zatozeniem, ze (x,z)¢r.



Zadanie 4
G

Sprawdz, czy z faktu, ze relacja r okreslona w
zbiorze U jest symetryczna wynika, ze r nie jest
relacjg antysymetryczng w zbiorze U.

symetryczna = — antysymetryczna ?7??



Kontrprzykitad
S

Pokazemy, ze istnieje relacja, ktora jest
symetryczna | antysymetryczna jednoczesnie.



Kontrprzykitad
S

Niech r bedzie relacjg okreslong w zbiorze liczb
naturalnych taka, ze dla kazdego x,y,

X Ty wttw x=y.
Zauwazmy, ze dla kazdego x,y, jeslixry,toyr X
oraz dla kazdego x,y jeslixry iy rx, to x=y.
Zatem r jest relacjg symetryczng i
antysymetryczng w zbiorze U.



Zadanie 5
G

Sprawdz, czy z faktu, ze relacja r okreslona w
zbiorze U jest symetryczna wynika, ze r nie jest
relacjg przeciwysymetryczng w zbiorze U.

symetryczna = — przeciwsymetryczna ???



Inne metody dowodzenia twierdzen
S

Przez litoSC — Nie bede Panstwa zameczat dowodem....
Przez sztuciec — A nuz wyjdzie.

Przez przyktad — Widzg panstwo? Dziafa.
Cybernetyczny - To automatycznie wynika z...
Ezoteryczna — Intuicyjnie czujemy, ze....
Lekkoatletyczna — Rzut oka na tablice i widac....
Satanistyczna — Diabli wiedzg jak to udowodnic.
Humorystyczna — Caty dowcip polega na tym....
Teologiczna — Co tu dowodzic? Wystarczy troche wiary..



