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Systemy algebraiczne

. Czy zbiér {2¢:i € N} jest zamkniety ze wzgledu na dodawanie?
. Niech A bedzie niepustym zbiorem. Udowodnij, ze zbidr wszystkich bijekcji ze zbioru A w A z

operacja sktadania funkcji tworzy algebre.

. Udowodnij, ze zbiory (a) {0,3} i (b) {0,2,4} tworza podalgebry algebry

Zs = ({0,1,2,3,4,5}, +1modss Xmods), £dzie a +mods b = (@ + b)mod 6, a X moas b = (a X b)ymod 6.

. Udowodnij, ze algebra Z4 =< {0, 1,2, 3}, +moa4 > jest izomorficzna z algebra < {1, 3,7,9}, Xmod10 >-

. Udowodnié, ze jesli dwa dowolne skonczone grafy sg izomorficzne, to sumy rzedéw wierzchotkow

tych graféw sa takie same.

. Udowodnij, ze algebra < R,+,©,0 > jest izomorficzna z algebra < RT, x,®,1 >, gdzie operacje

+, x sa zwyklymi dwuargumentowymi operacjami dodawania i mnozenia liczb rzeczywistych, a
operacje © i ® sa jednoargumentowymi operacjami okreglonymi nastepujaco: ©a = —a, ®b = b~*
dla dowolnego a € R,b € RT.

. Niech h bedzie funkcja odwzorowujaca zbiér liczb catkowitych Z w Z, h(z) = 2z dla0 < z, h(z) =

—2x — 1 dla & < 0. Wyznacz zbiér h(Z). Zbadaj, czy h jest homomorfizmem odwzorowujacym
algebre < Z,+ > na algebre < h(Z),+ >7

. Zbadaj, czy relacja ~ okre$lona w zbiorze liczb rzeczywistych R, © ~ y wttw |z| = |y, jest

kongruencja w podanej algebrze. Jesli odpowiedz jest twierdzaca, wyznacz system ilorazowy. (a)
<R, x >. (b) <R,+ >.

. Udowodnij, ze (a) zbiér A = {3* : k € N} jest podalgebra algebry < Z, x >, (b) zbiér B = {3k : k €

N\{0}} jest podalgebra algebry < Z,+ >. W kazdym z rozwazanych przypadkéw wyznacz zbiory
generatoréw.

Udowodnij, ze odwzorowanie h(x) = x+1 jest izomorfizmem odwzorowujacym algebre < Q, ®, ® >
w algebre < Q,+, x >, gdzie operacje & i ® sa zdefiniowane nastepujaco: a @b = (a + b + 1),
a®b=axb+a+b, dla dowolnych liczb wymiernych a, b.

Niech p bedzie relacja réwnowaznosci w algebrze A =< A, (f;)icr >, gdzie f; jest operacja
jednoargumentowa w A, dla wszystkich ¢. Udowodnij, ze jezeli dla kazdego a € A, [a] jest podalgebra
algebry A, to p jest kongruencja w A. Wyznacz system ilorazowy A/,.

Niech U bedzie niepustym zbiorem i niech A bedzie ustalonym podzbiorem U. W zbiorze P(U)
definiujemy relacje ~4 nastepujaco: X ~4 Y wttw X UA = Y U A, dla dowolnych X,Y € U.
Udowodnij, ze ~ 4 jest kongruencja w algebrze zbioréw < P(U),U,N >. Wyznacz system ilorazowy.

Rozwazmy system relacyjny (X%, 0) , gdzie ¥* jest zbiorem sléw nad alfabetem ¥, a o jest operacja
konkatenacji stéw. Niech ~ bedzie relacjg binarng taka, ze w ~ w’ wtedy i tylko wtedy, gdy pierwsze
litery stéw w i w’ sg identyczne. Udowodnij, ze jest to relacja kongruencji i okresl system ilorazowy.
Niech ¥ bedzie zbiorem cyfr w systemie dziesigtnym, ¥ = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Rozwazmy
algebre

2 =< X UN, push, pop, top, empty >,

gdzie
push(i,n) = (n+1) x 10 +1
pop(n) =n divl0 —1
top(n) = n modl0
empty(n) = true wttw n =0
dla dowolnej liczby naturalnej n i dowolnej cyfry i. Zbadaj, czy podana struktura jest modelem
nastepujacego zbioru formut.
(a) not empty(push(i,s))
(b) not empty(s) — push(top(s),pop(s)) = s
(¢c) top(push(i,s)) =i
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