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10.

Relacje porzadkujace

. Sprawdz, czy relacja r jest relacja porzadku w zbiorze X. Jesli tak wskaz elementy wyrdznione.

(@) X =2, o ry witw, gdy |2] < lol,
(b) X =R, x r y wttw, gdy 2° > ¢°,

(c) X ={3:keN\{0}}, z r y wttw, gdy = < y,

(d) X =R xR, (z1,y1) 7 (T2, y2) witw, gdy 21 < 22,

(e) X =NxN, (z1,y1) 7 (22,92) Wttw, gdy 21 < 2 lub (21 = 22 1 y1 < y2),
) X =Z XZ, (x1,y1) v (x2,y2) wttw, gdy 1 + y1 < 22 + yo.

. Sprawdz, czy zbiér X jest (a) liniowo, (b) dobrze uporzadkowany przez relacje r, gdy:

(a) X ={1,2,3,...,10} oraz r = {(z,y) : © < y},

(b) X =(1,10) oraz r = {(x,y) : = < y},

(¢) X ={1,2,3,...,10} oraz r = {(z,y) : x|y},

(d) X =P({1,2,3,...,10}) oraz r = {(A,B) : A C B}.

. Narysuj diagram Hassego zbioru czesciowo uporzadkowanego (P(U),C), gdzie U = {1,10,11}.

Wskaz elementy wyréznione. Wyznacz supA i infA, gdzie A = {X : X € P({1,10})}. Czy w
zbiorze P(U)\{0, U} (zbiér zlozony z podzbioréw wtasciwych zbioru U) istnieje element najmniejszy
i najwiekszy?

Niech (A4, ]) bedzie zbiorem uporzadkowanym. Wskaz elementy wyrdznione, gdy:

(a) A=1{1,2,3,...,10},

(b) A=1{2,3,...,100},

(c) A={5":2 e N}U{3,4,6,9},
(d) A=N¥,

(e) A=N\{0,1},

(f) A=7z\{0}.

. Podaj, o ile to mozliwe, przyklad zbioru cze$ciowo uporzadkowanego w postaci diagramu Hassego,

ktéry ma:

(a) tylko jeden element maksymalny i nie ma elementu najwiekszego,

(b) ma tylko dwa elementy minimalne i nie ma elementu najwiekszego.

. Niech ¥ bedzie pewnym alfabetem, gdzie |X| > 0. Dla wy,ws € ¥* niech wy r we wttw, gdy

dlugosé(wy) <dlugosé(ws). Czy r jest czesciowym porzadkiem w zbiorze X*? Odpowiedz uzasadnij.

Niech F bedzie zbiorem wszystkich funkcji okreslonych na odcinku [0,1] o warto$ciach w RT.
Definiujemy relacje r w zbiorze F taka, ze f r g wttw, gdy dla kazdego x nalezacego do dziedziny
zachodzi f(z) < g(z). Udowodnij, Ze r jest czeSciowym porzadkiem w F'. Wskaz elementy wyrdznione.

Niech p(n) bedzie liczba réznych dzielnikéw pierwszych liczby naturalnej n. W zbiorze N\{0, 1}
okreslamy relacje r taka, ze x r y wttw, gdy albo p(z) < p(y) albo p(z) = p(y) i z < y.

(a) Udowodnij, ze zbiér N\{0,1},7) jest liniowo uporzadkowany. Wskaz elementy wyréznione.

(b) Zbadaj, czy relacja r jest dobrym porzadkiem w zbiorze N\{0,1}.

. Czy dla danego X # () mozna okredli¢ relacje r tak, by byla ona relacjg réwnowaznosci i jednoczesnie

zbiér (X, r) byl czeSciowo uporzadkowany?

Czy kazdy zbiér liniowo uporzadkowany jest krata?
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11.

12.

13.

14.

15.

Niech P(t), gdzie t € N bedzie nastepujacym programem
Pit)={z:=1; A:=0;
while x < t? do
if ©>t then A:=AU{a}; fi
r:=x+1;
od
return A}.
Rozwazmy zbiér P = {P(t) : t € N} z relacja zawierania zbioréw C. Czy (P, C) jest czeSciowym
porzadkiem? Jesli tak wyznacz elementy wyr6znione i sporzadz diagram tego porzadku.
Niech P(t), gdzie t € Z bedzie nastepujacym programem
P(t)={k:=0; z:=-3; A:=0;
if t=0 OR t=2 then k:=0 else
if t=1 OR t=3 then k:=—1 else
if t=4 OR t=06 then k:= -2 else k:= -3 fi
fi
fi
while x < 8 do
if <t+2 AND x>k—1 then A:=AU{z}; z:=x+1 else x:=x+1 fi
od
return A}.
Rozwazmy zbiér P = {P(0), P(1), P(2),...,P(6)} z relacja zawierania zbioréw C. Czy (A, C) jest

czeSciowym porzadkiem? Jesli tak wyznacz elementy wyrdznione i sporzadz diagram tego porzadku.

Zbiér czesciowo uporzadkowany (X, r) nazywa sie drzewem wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego z,
zbiér O (z) = {y : (y,xz) € r} jest dobrze uporzadkowany przez relacje r ograniczona do elementéw
tego zbioru oraz zbiér (X,r) posiada element najmniejszy. Rozwazmy zbiér X* bedacy zbiorem
wszystkich sléw (lacznie ze stowem pustym) nad alfabetem ¥ = {a, b} oraz relacje r okreslona w
zbiorze ¥* taka, ze (w,w’) € r wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje stowo w” takie, ze w’ = ww”. Czy
(X*,7) jest drzewem?

Niech U bedzie zbiorem wszystkich mozliwych stanéw gry “Koétko i krzyzyk”. Powiemy, ze stan gry
S; jest w relacji r ze stanem gry S; wtedy i tylko wtedy, gdy plansze¢ stanu S; mozna otrzymac
z planszy stanu S; przez dodanie dowolnej (takze zerowej) ilosci symboli zaréwno “kétko” jak i
“krzyzyk”. Sprawdz, czy relacja r jest relacja porzadku w zbiorze U. Jesli tak, to:

(a) ustal, czy relacja r jest relacja porzadku liniowego,
(b) narysuj wybrany fragment diagramu Hassego relacji ,
(¢) wyznacz elementy wyréznione wzgledem relacji r,

(d) podaj przyklad 3-elementowego zbioru A C U takiego, ze A posiada kres gorny i kres dolny w
zbiorze U wzgledem relacji r,

(e) podaj przyklad 3-elementowego zbioru B C U takiego, ze B nie posiada kresu gérnego w
zbiorze U wzgledem relacji r.

Niech uniwersum relacji r bedzie zbiér N. Powiemy, ze liczba naturalna p jest w relacji r z liczba
naturalng ¢ wtedy i tylko wtedy, gdy liczba p jest osiagalna na zmiennej ¢ poprzez wykonanie
algorytmu Alg dla argumentu g. Sprawdz, czy relacja r jest relacja porzadku w zbiorze U, gdy:

(a) Alg(n) ={i:=n; while i >0 do if i mod 2=0 then i:=1i/2; else i:=i—1; fi od},

(b) Alg(n) = {i :==n; while i >0 do if random({0,1}) =0 then i:=1i div 2; else i:=
2i—1; fi od},

(c) Alg(n) ={i:=n; while i >0 do if ¢ mod 2=0 then i:=1i/2; else i:=2i—1; fi od},

2 Magdalena Kacprzak, Pawet Rembelski



Matematyka Dyskretna — materiaty éwiczeniowe Studia PJWSTK @

(d) Alg(n) ={i:=n; while i >0 do if i mod 2=0 then i:=1i/2; else i:=3i+1; fi od}.
Jesli tak, to:

e ustal, czy relacja r jest relacja porzadku liniowego,
e narysuj wybrany fragment diagramu Hassego relacji r,
e wyznacz elementy wyrdznione wzgledem relacji r,

e podaj przyktad k-elementowego zbioru A C U, gdzie k € N\ {0}, takiego, ze A posiada kres
gorny i kres dolny w zbiorze U wzgledem relacji ,

e podaj przyklad k-elementowego zbioru B C U, gdzie k € N\ {0, 1}, takiego, ze B nie posiada
kresu gérnego w zbiorze U wzgledem relacji r.

16. Zbiér czeéciowo uporzadkowany (X, r) nazywa sie drzewem rzedu n, dla n € N, wtedy i tylko
wtedy, gdy jest drzewem (zobacz zadanie 13) oraz dowolny element x € X posiada doktadnie n
elementéw bedacych jego bezposrednimi nastepnikami w zbiorze X wzgledem relacji . Rozwazmy
zbiér U bedacy zbiorem wszystkich wykonan pewnego jednoargumentowego algorytmu rekurencyjnego
Alg (n), dla n € N. Powiemy, ze wykonanie algorytmu Alg (i) jest w relacji r z wykonaniem
algorytmu Alg (7) wtedy i tylko wtedy, gdy wykonanie Alg (i) jest rekurencyjnie osiagalne z wykonania
Alg (j). Podaj taki przyktad algorytmu Alg, dla ktérego relacja r jest relacja porzadku w zbiorze
U taka, ze:

(a) zbior (U,r) jest drzewem rzedu 1,

(b) jezeli rodzina {Uy, Us} jest podzialem zbioru U, to zbiory (Uy,r), (Us,r) sa drzewami rzedu 1,

(c) jezeli rodzina {Uy,Us,... Uy} jest podzialem zbioru U, to zbiér (U;,r) jest drzewem rzedu 1,
dla dowolnych £ € N1 i1 <7 <k,

(d) zbior (U,r) jest drzewem rzedu 2,
(e) zbiér (U,r) jest drzewem rzedu k, dla dowolnego k € N,

(f) jezeli rodzina {Uy,Us,... U} jest podzialem zbioru U, to zbiér (U;,r) jest drzewem rzedu i,
dla dowolnych kK € N i1 <7 < k.
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