Matematyka dyskretna Studia PJWSTK

RELACJE

1. Wyznacz wszystkie elementy relacji r C X x Y, gdy:

(a) X = {pyton, sep, strus}, Y = {zebra, gepard} oraz x r y wttw, gdy stowo x nie ma ani jednej
wspolnej litery ze stowem y,

(b) X =Y ={0, 1,1 1}oraz z r y wttw, gdy 2>

2. Zapisz relacje r C U x U jako (a) zbior par uporzadkowanych, (b) w postaci tabelki (macierzy) i
(¢) w postaci grafu. Okresl jej whasnosei.
(a) U ={-3,-2,0,1,4,5,6}, (n,m) € r wttw m? —n? = 0 (mod 3),
(b) U={-12,-8,-2,-1,0,2,4,5,6}, (n,m) € r wttw n|m (n jest dzielnikiem m),
(¢) U={-10,-5,-4,-3,1,2,4,5}, (n,m) € r wttw |n + m| < |m|.
3. Jakie wlasnosci ma graf relacji okreslonej w zbiorze o skoriczonej liczbie elementow, jesli relacja ta

jest: (a) zwrotna, (b) symetryczna, (c) antysymetryczna, (d) spojna, (e) przechodnia, (f) relacja
réwnowaznosci. Podaj odpowiednie przyktady.

4. Jakie wtasnos$ci ma tabelka relacji okreslonej w zbiorze o skoriczonej liczbie elementéw, jesli relacja
ta jest: (a) zwrotna i symetryczna, (b) przeciwzwrotna i antysymetryczna. Podaj odpowiednie
przyktady.

5. Sprawdz, ktore z wlasnosci: zwrotnosé, przeciwzwrotno$é, symetrycznosé, antysymetrycznosé, prze-
ciwsymetrycznosé (asymetrycznosé), przechodniosé, spojnosé posiada relacja r C A x A gdy:

(a) A- zbior miast lezacych w Azji, » = {(a,b) : a jest miastem potozonym nie nizej nad poziomem
morza niz miasto b},

(b) A=A{z,y,z}, r={(z,2),(y,2),(y,2), (2,2), (z.9)},
(c) A=2Nr={(X,Y): X CY},
(d) A=N, r={(a,b) : NWD(a,b) = 1}, gdzie NWD oznacza najwiekszy wspolny dzielnik.

6. Zbadaj wlasnosci podanej relacji (zwrotnosé, przeciwzwrotnosé, symetria, przeciwsymetria, prze-
chodnio$é, antysymetria):

(a) r jest relacja binarna w zbiorze liczb naturalnych taka, ze x r y wttw istnieje rézna od 1 liczba
naturalna, ktéra jest dzielnikiem zaréwno x, jak i y,
(b) r jest relacja binarna w zbiorze liczb {1,2,3,...,9} taka, ze « r y jest liczba parzysta,

(¢) r jest relacja binarna w zbiorze liczb naturalnych taka, ze x r y wttw liczba jedynek w binarnej
reprezentacji liczby x jest mniejsza niz liczba jedynek w binarnej reprezentacji liczby y.

7. Niech P(n) bedzie programem z jednym argumentem wywolania bedacym liczba naturalng i zwraca-
jacym réwniez liczbe naturalng. W zbiorze liczb naturalnych N okreslamy relacje r taka, ze a r b
wttw b € Res(P(a)), gdzie Res(P(a)) jest zbiorem wszystkich wartosci, ktore moze zwrocié program
P dla danej poczatkowej a. Okresl wlasnosci relacji r oraz wyznacz Res(P(4)), gdy

(a) P(n)

(b) P(n)

(¢) P(n) = {z := random(N); return z}, gdzie random(X) jest akcja losujaca dowolng liczbe
ze zbioru X,

(d) P(n) ={z :=random({0,1,2,...,n}); return z},

(e) P(n)=A{if 3|n then x:=0 else if 3|(n+1) then z:=2 else z:=1; fi fi; return x}.

={z:=n; return z},

={z:=n+1; return z},

8. Niech U bedzie zbiorem wszystkich mozliwych stanéow gry ,Koétko i krzyzyk*. Powiemy, ze stan
gry S; jest w relacji r ze stanem gryS; wtedy i tylko wtedy, gdy plansze stanu .S; mozna otrzymacé
z planszy stanu S; przez jednokrotne lustrzane odbicie planszy stanu S; wzgledem jednej z jej
krawedzi. Okresl wlasnosci relacji r CU x U.
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Rozwazmy algorytm
Alg(n) ={if n>0 then if n mod 2 = 0 then Alg(n/2); else Alg(n—1); fi fi}.

Niech U bedzie zbiorem wszystkich wykonan algorytmu Alg, dla n € N. Powiemy, ze wykonanie al-
gorytmu Alg (i) jest w relacji r z wykonaniem algorytmu Alg (j) wtedy i tylko wtedy, gdy wykonanie
Alg (i) jest rekurencyjnie osiagalne z wykonania Alg (j). Okresl wlasnosci relacji r C U x U.

Relacja r okreslona w zbiorze X jest euklidesowska, gdy dla dowolnych z,y,z € X, jesli x r y i
x r z, to rowniez y r z. Sprawdz, ktora z relacji spelnia ten warunek.

(a) r c 28 x 2N Ar B wttw, gdy AN B = 0,

(b) T C Z3 X ZS) (1‘171‘2,1'3) r (ylay2ay3) thW, gdy T2 = Y2-

Sprawdz, czy relacja r okreslona w zbiorze X jest relacja rownowaznosci. Jesli tak, to wyznacz jej
klasy abstrakcji.

(a) X- zbior miast lezacych w Europie, r = {(z,y) : « jest miastem polozonym w tym samym
panstwie, co miasto y},

(b) X- zbior studentow wszystkich warszawskich uczelni, r = {(z,y) :  studiuje na tej samej
uczelni, co y},

() X ={z,y,z}, r={(z, %), (¥,9). (¥, 2), (2,9), (2, 2)},
(d) X =2Z,r={(z,y): (x —y)(z +y) =0},

() X =2Z,r={(x,y) : x — y jest podzielne przez 3},
(f) X =N, r=A{(z,y) : zy =2k dla k € Z},

(8) X =N, r={(z,y) : max({z,y}) = «}.

Sprawdz, czy relacja r okreslona w zbiorze X jest relacja rownowaznosci. Jesli tak, to wyznacz jej
klasy abstrakeji.

(a) X =Nx N7 (xlayl) T ($2ay2) thW, gdy T1 + Y2 = + x2,
(b) X =Z\{0} x Z\{0}, (z1,y1) 7 (x2,y2) wttw, gdy T1y2 = y172.

Niech U bedzie zbiorem programoéw deterministycznych z jednym argumentem wywotania bedacym
liczba calkowita i zwracajacym réwniez liczbe catkowita. W zbiorze U okreslamy relacje r taka, ze
Py r Py wttw Pi(z) = Py(2) dla kazdego z € Z (programy P; i P, zwracaja te sama wartos¢ dla
tych samych danych poczatkowych). Czy r jest relacja rownowaznosci? Odpowiedz uzasadnij.

Niech P bedzie programem deterministycznym z jednym argumentem wywolania bedacym liczba
catkowita i zwracajacym réwniez liczbe catkowita. W zbiorze liczb catkowitych Z okreslamy relacje
r taka, ze 21 r 29 wttw P(z1) = P(z3) (wartosci zwrocone przez program P dla liczb 2z 1 29
sa identyczne). Czy jest to relacja réwnowaznosci? Jesli tak, to opisz klase abstrakcji, ktorej
reprezentantem jest liczba 5, jesli

Niech U = {Alg1, Algs, Algs, Algs, ...} bedzie zbiorem wszystkich skoriczonych jednoargumen-
towych algorytmoéw rekurencyjnych, gdzie argumentem wywotania dowolnego algorytmu Alg € U
jest pewna liczba n € N. Powiemy, ze algorytm Alg; jest w relacji r z algorytmem Alg; wtedy i tylko
wtedy, gdy istniejg liczby n;,n; € N takie, ze drzewo wywotan rekurencyjnych algorytmu Alg; (n;)
ma taki sam ksztalt jak drzewo wywolan rekurencyjnych algorytmu Alg; (n;). Okresl wlasnosci
relacji r C U x U. Sprawdz, czy relacja ta jest relacja rownowaznosci w zbiorze U.
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16. Rozwazmy algorytm
Alg(n) = {i:=1; while i <n do i:=3-4; od}.

Niech U bedzie zbiorem wszystkich wykonan algorytmu Alg, dla n € N;. Powiemy, ze wykonanie
algorytmu Alg (i) jest w relacji r z wykonaniem algorytmu Alg (j) wtedy i tylko wtedy, gdy liczba
iteracji petli while wykonania Alg (i) jest rowna liczbie iteracji petli while wykonania Alg (j). Okresl
wlasnosci relacji r C U x U. Dodatkowo, jezeli r jest relacja réwnowaznosci w uniwersum U, to
podaj klase abstrakcji elementu:

(a) Alg(2),
(b) Alg(34),
(¢) Alg (k), gdzie k € N,.
17. Niech A ={0,1,2,3,4,5} oraz niech r; i 5 beda dwiema relacjami binarnymi w A : r; = {(z,y) €
AxA:y=(r+4) (mod6)}, ra ={(z,y) € Ax A : x jest najmniejsza liczba nieparzysta wieksza

niz y}. Wyznacz 7’1_1. Narysuj graf relacji ztozonej r; o ro. Czy relacja ro o ry jest identyczna z
relacjg r1 org?

18. Rozwazmy trzy niedeterministyczne programy:
Pi(z) = {z := random({0,1,2,3}); y:=x+ z; return y},
Py(z) ={if z mod 2=0 then y:= % else y:=random({0,1}); return y},

P3(z) = {z:= Pi(2); y:= Py(x); return y}.

W zbiorze {—3,0,1,2} definiujemy trzy relacje r;, dla i € {1,2,3} takie, ze a r; b wttw b €
Res(P;(a)), gdzie Res(P;(a)) jest zbiorem wszystkich mozliwych wynikéw programu P; uzyskanych
dla wartosci poczatkowej a.

(a)
(b)
()

)

(d) Wyznacz (r; org) o7z L.

Wyznacz dziedzine i przeciwdziedzine relacji r1 i rs.
Wskaz zalezno$é¢ pomiedzy relacja rs i relacjami 7 i ro.

Wyznacz it ry ', ryt.

19. Niech r bedzie relacja binarng okre$lona w zbiorze U. Udowodnij, ze:

(a) jesli relacja r jest symetryczna, to relacja 7! tez jest symetryczna,
(b) jesli relacje r1 i 7o sa antysymetryczne, to relacja ri1 N rs tez jest antysymetryczna,
(c) jesli relacje r1 1 ro sa zwrotne, to relacja ry o ro tez jest zwrotna.

20. Niech r, s i u beda relacjami binarnymi okre$lonymi w zbiorze U. Zbadaj prawdziwosé¢ podanych
zdan:

a) Jezeli r 1 s sa relacjami przechodnimi, to ich przeciecie r N s tez jest relacja przechodnia.

(a)
(b)
(c)

)

(d) Jezeli suma r U s relacji jest relacja symetryczna, to kazda z relacji r, s musi by¢ symetryczna.

Jezeli r N s jest relacja przechodnia, to obie relacje r i s sg przechodnie.

Jezeli relacje r i s sa symetryczne, to ich suma r U s jest relacja symetryczna.

21. Niech 7, s i u beda relacjami binarnymi okre§lonymi w zbiorze U. Zbadaj prawdziwo$¢ podanych
zdan:

(a)
(b)
(c)

)

(d) Jezeli suma r U s relacji jest relacja symetryczna, to kazda z relacji r, s musi by¢ symetryczna.

Jezeli r i s sg relacjami przechodnimi, to ich przeciecie r N s tez jest relacja przechodnig.
Jezeli r N s jest relacja przechodnia, to obie relacje r i s sg przechodnie.

Jezeli relacje r 1 s sa symetryczne, to ich suma r U s jest relacja symetryczng.
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