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Rachunek predykatéw

1. Zapisz nastepujace zdania za pomoca symboliki logiczne;j.

(a) Liczba x jest liczba pierwsza.

(b) Nie istnieje liczba, ktérej kwadrat bytby mniejszy od 0.

(c) Istnieje liczba naturalna n, taka ze kn = k dla wszystkich liczb catkowitych k.
e) Liczby catkowite x i y maja takie same dzielniki.

)
)
)
(d) Jesli suma dwoch liczb pierwszych jest parzysta, to zadna z tych liczb nie jest réwna 2.
(e)
(f) z jest najwiekszym wspélnym dzielnikiem liczb y i z.

g) W zbiorze A C R nie istnieje liczba najmniejsza.

)

(
(h) Dla dowolnych dwdch liczb rzeczywistych, jezeli ich iloczyn jest mniejszy od zera, to jedna z
tych liczb jest mniejsza od zera.

(i) Pomiedzy dowolnymi dwoma réznymi liczbami podzielnymi przez 3 istnieje liczba podzielna
przez 2.

2. Niech X bedzie zbiorem uporzadkowanym przez relacje r i niech A bedzie podzbiorem X. Zapisz
nastepujace zdania w postaci formul rachunku predykatdw.

(a) x jest kresem dolnym zbioru A.

(b) Kazdy element maksymalny jest elementem minimalnym w zbiorze uporzadkowanym (X, r).

(¢c) z jest elementem najwiekszym w zbiorze czeSciowo uporzadkowanym (X, 7).
)

(d) W zbiorze czesciowo uporzadkowanym (X, r) nie istnieja dwa rézne elementy najmniejsze.
3. Okresl, ktére zmienne w nastepujacych wyrazeniach sg wolne, a ktére zwiazane.

(a) (V2)(F)((zy = 22) — (y = 2)),
(b) (Va)(z <0 — (zy > 0V (F2)(z + 2 = y))),
c) Vz)(z eR— (x=2Y)) A (zy >0V (V2)(2z € R — (zyz < 0))).

—

4. Zmajdz wykresy ponizszych funkcji zdaniowych w strukturze liczb rzeczywistych.

z)(
(mi
(Vy)( + y > Z),
(
(

5. Rozwazmy nastepujace formuly w strukturze liczb rzeczywistych. Zapisz zaprzeczenia tych zdan nie
uzywajac spojnika negacji.

(a) (V2)(Vy)((a? = y) — (F2)(z < 2 <)),
(b) G2)(Vy)(z >y — (F2)(z <z Vz<y))).

6. Podaj wartosci logiczne ponizszych wyrazen.
(a) (V)(Vx2 = z) jedli dziedzing jest zbiér Z,
(b) (¥Ym)(3In)(2m = n) jesli dziedzing jest zbiér N,
(¢) (Fz € N)(xz =5+ 4x),
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Vn)
Vn)
)
)

(d (

) (
(Vo
(

(
(

(3k)(2™ = k) jedli dziedzina jest zbiér N,
(3k)((n e NAk € N) — (n = 2%)) jedli dziedzing jest zbiér N,
(

Fy)((xr eRAYy €R) = (x> y)),
(

(e
(
(g
(h
(i
7. Sprawdz, czy zdanie Vz3y((2% + 1)y = 1) jest prawdziwe jedli dziedzing jest zbiér: (a) N, (b) Q, (c)
R.

f)
) (3y)(Va)
) (3

r € R)
Ik € Z)

(

(x < y) jesli dziedzina jest zbidér R,

(Vn € N)(r < n),

(Fs e R)((k+2s=—-1) A (2k — s = —14)).

8. Podaj przyklad formutly rachunku predykatéw, ktora

(a) jest prawdziwa w strukturze liczb naturalnych i nie jest prawdziwa w strukturze liczb rzeczywistych,

(b) jest prawdziwa w strukturze liczb rzeczywistych i nie jest prawdziwa w strukturze liczb naturalnych.

9. Zbadaj prawdziwosé podanych formut rachunku kwantyfikatoréw w strukturze liczb naturalnych i
w strukturze liczb catkowitych.

(a) (3z)(Vy)(z < y),

(b) (Va)(Vy)(3z)(z + 2z = y),
(c) (Vo)(Vy)(2® =y* =z =y)
(d) (Vo)(By)(2® > y* — x> y),
(e) (Ym)(In)(2m =n),

(f) (Vn)(3k)(2" = k)

10. Dla kazdej z formut sprawdz, czy istnieje struktura i takie funkcje zdaniowe p, ¢ w niej okreslone,
by otrzymane zdanie bylo w tej strukturze prawdziwe.

(a) (Va)(3b)(Jc)(p(a,b) — q(b,¢)),

(b) (Va)(vb)(p(a,b) — (3c)q(a, b, c)),

(¢) ((Va)p(a) V (Va)q(a)) A (3a)(=p(a) A =g(a)),

(d) (Va)(p(a) — g(a)) A ~(Fa)(=p(a)) A (Ja)(=g(a)).

11. Udowodnij, ze dla dowolnych formut « i § podane formuly sg tautologiami rachunku predykatow.

(a) 2(x)a(x) < (Vz)(—a(z)) - prawo de Morgana,
(b) =(Vz)a(z) « (Fz)(—a(z)) - prawo de Morgana,
() (Va)(alz) = B() — ((Y)a(z) — (v2)5(z),
(@) (F)a(z) v (v2)8(z) — (v2)(a(z) v 5(z))

(e) (Fz)(Vy)a(z,y) — (Vy)Br)a(z,y)

(f) Bz)(e(z) A B(x)) — ((Fr)alz) A (Fr)5(x))

12. Niech a(z) i 8(x) beda dowolnymi formutami rachunku predykatéw, w ktérych z jest zmienna wolna
oraz y(x,y) bedzie formula rachunku predykatéw, w ktérej i y sa zmiennymi wolnymi. Sprawdz,
czy podane formuly sa tautologiami rachunku kwantyfikatoréw.

(a) (Br)a(z) A (3z)B(z) — (Fr)(a(z) A B(2)),
Fy)v(z,y) — Bx)y(w, ),
(a(z) = B(z)) < ((Vz)a(z) — (V2)B(2)).
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13. Niech s(z,y, z) i p(x,y, z) beda dwoma tréjargumentowymi predykatami. W strukturze ST R, ktérej
uniwersum jest zbiorem liczb naturalnych N, predykaty s i p sa interpretowane nastepujaco: dla
dowolnych liczb naturalnych a, b, c,

oraz

s(a,bye)=1wttwa+b=c

p(a,b,c) =1 wttw ab = c.

Na przyktad formula (Vy)s(y,z,y) ma tylko jedna zmienng wolna x i w strukturze STR jest
prawdziwa wtedy i tylko wtedy, gdy wartoécia zmiennej x jest zero.

(a)

(2)

Skonstruuj formule z jedng zmienng wolna x, ktora jest prawdziwa w strukturze STR wtedy
i tylko wtedy, gdy = = 1.

Skonstruuj formule z jedng zmienng wolna x, ktora jest prawdziwa w strukturze STR wtedy
i tylko wtedy, gdy « = 2.

Skonstruuj formule z jedna zmienna wolng z, ktora jest prawdziwa w strukturze ST R wtedy
i tylko wtedy, gdy « jest liczba parzysta.

Skonstruuj formule z jedna zmienna wolna x, ktora jest prawdziwa w strukturze STR wtedy
i tylko wtedy, gdy x jest liczbg nieparzysta.

Skonstruuj formule z jedng zmienng wolna x, ktora jest prawdziwa w strukturze STR wtedy
i tylko wtedy, gdy «x jest liczba pierwsza.

Skonstruuj formute z dwoma zmiennymi wolnymi z, y, ktéra jest prawdziwa w strukturze STR
wtedy i tylko wtedy, gdy x < y.

Skonstruuj formule z dwiema zmiennymi wolnymi x, y, ktora jest prawdziwa w strukturze
STR wtedy i tylko wtedy, gdy = jest dzielnikiem .
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