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Wstep

¢ Teoria masowej obstugi, zwana takze
teor1g systemow kolejkowych, zaymuje
si¢ budowa modeli matematycznych,
ktore mozna wykorzysta¢ w
racjonalnym zarzadzaniu dowolnymi
systemami dziatania, zwanymi
systemami masowe] obstugi.



Wstep

¢ Przykilady takich systemow:
= Sklepy,
= porty lotnicze,

= systemy uzytkowania samochodow w
przedsiebiorstwie transportowym,

= stacje benzynowe itp.



Wstep

Catkowity ~

\*Dbsiugl

/ Niezadowolenia klienta

_—

Poziom obstugi




Systemy masowe] obstugi

+ W systemie masowe] obstugi (SMO) mamy
do czynienia
= 7 naplywajagcymi w miar¢ uptywu czasu zgltoszeniami
(np. uszkodzony pojazd, klient, statek
= 7 kolejka obiektow oczekujacych na obstuge

» ze stanowiskami obstugi (np. stanowiska
diagnozowania pojazdu, sprzedawca, stanowisko
wytadunku)



Systemy masowe] obstugo

¢ Rozrdznia si¢ systemy masowe]
obstugi:
= Z oczekiwaniem;
= bez oczekiwania.



Systemy masowe] obstugi

* W SMO z oczekiwaniem zgtoszenie (obiekt
zgloszenia) oczekuje w kolejce na obstuge,

¢ zas w systemie bez oczekiwania, wszystkie
stanowiska obstugi sg zajete 1 obiekt
zgloszenia wychodzi z systemu nie
obstuzony.



Systemy masowe] obstugi
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Systemy masowe] obstugi

¢ Charakterystyki SMO:

= procent czasu zajetosci wszystkich stanowisk obstugi
s prawdopodobienstwo, ze system nie jest pusty

= Srednia liczba czekajacych klientow

s Srednia liczba klientdow czekajacych 1 obstugiwanych
= S$redni czas czekania

» Sredni czas czekania 1 obstugi

s prawdopodobienstwo, ze przybywajacy klient czeka

s prawdopodobienstwo, ze w systemie jest n klientow



Procesy

* Proces wejsciowy

» Intensywnos¢ strumienia
weJSclowego, mtensywnosc
przybywania;

m liczba klientow - trend:

s czas czekania na klienta.



Procesy

¢ Proces obshugi
» Czas obstugi (bez czasu czekania w kolejce)

s Rozklad czasu obstugi, np. wykladniczy:

i2
Pt < T <t)= fp.e_”xdx —e M1 _ e HR2 dla t; <t
1
¢ gdzie
= U - Intensywnosc¢ obstugi

» Sredni czas obstugi 1/u



Notacja Kendalla

+ System kolejkowy opisany jest 3 lub 4
parametrami: 1/2/3/4
¢ 0znaczajacymi:

m czas przybycia / czas obstugi / liczba
stanowisk / liczba miejsc w systemie



Notacja Kendalla

Parametr 1 - rozktad naptywu

s M = Markowski (rozktad Poissona) czas przybycia
= D = Deterministyczny czas przybycia

Parametr 2 - rozktad czasu obstugi

s M = Markowski (wyktadniczy) czas obstugi
= G = Dowolny rozktad czasu obstugi
m D = Deterministyczny czas obstugi (jednopunktowy)

Parametr 3 - liczba stanowisk obstugi
Parametr 4 - liczba miejsc w systemie (fgcznie stanowiska

obshugi+ kolejka) Jesli jest nieskonczona jest pomijana w
zapisie



System M/M/s

¢ System M/M/s oznacza, ze mamy:
= strumien wejsciowy Poissona z parametrem A
s obstuga wyktadnicza z parametrem p
= liczba stanowisk s
s dyscyplina obstugi FIFO
= pojedyncza kolejka
m A<SU



System M/G/1

+ System M/G/1 oznacza:
s strumien wejsciowy Poissona z parametrem A

» czas obstugi o dowolnym rozktadzie, sredniej p |
odchyleniu standardowym o

= jedno stanowisko obstugi
¢ (zas obstugi nie musi mie¢ rozktadu wyktadniczego, np.:
= Naprawa telewizora
= badanie wzroku
s fryzjer



System M/D/1

+ System M/D/1 oznacza, ze czas obstugi moze by¢
ustalony. np. w

* przypadku
= tasmy produkcyjne;
= Myjni automatycznej

* Tak wiegc, czas obshugi jest deterministyczny.

¢ Aby uzyskac system M/D/1 z systemu M/G/1,
trzeba przyja¢ odchylenie standardowe roéwne 0

(c=0)



Schemat systemu masowe]
obstugi
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¢ 1 - zgloszenia (obiekty zgloszenia), 2- kolejka obiektow, 3 -
stanowiska obstugi, 4 - przemieszczenia obiektow w systemie
bez oczekiwania, 5 - przemieszczenia obiektow w systemie z
priorytetem obshugi, 6 - przemieszczenia obiektu w systemie z
oczekiwaniem, A, - strumien wejsciowy zgloszen, A, -
strumien wyjsciowy obstuzonych obiektow.



System masowe] obstugi

¢ W zaleznosci od dyscypliny obstugi SMO mozna
podzieli¢ nastepujaco:
s FIFO (first inlfirst out), czyli kolejnos¢ obstugi wedlug przybycia;

s SIRO (selection in random order) czyli kolejnos$¢ obstugi losowa;

s LIFO (last inllast out), czyli ostatnie zgloszenie jest najpierw
obshuzone;

= priorytet dla niektorych ustug (5), np. bezwzgledny priorytet ustugi
oznacza, ze zostaje przerwane aktualnie wykonywana obstuga
obiektu, a na jego miejsce wchodzi obiekt z przyznanym priorytetem



Przyktad systemu M/M/1

+ Charakterystyka systemu

= Naplyw : proces Poissona z intensywnoscig A

m Czas obstugi: rozktad wyktadniczy z parametrem p
» Procesy naptywu 1 obstugi sg niezalezne

m Pojedyncze urzadzenie obstugujace

= Nieskonczona kolejka

¢ N(t) : stan systemu (liczba klientow chwili t)

A A A A
I U I M



Z.alozenia modelu
matematycznego

¢ Model matematyczny funkcjonowania SMO opiera si¢ na
teor11 procesOw stochastycznych.

* W modelu tym wystepuja nast¢pujgce zmienne losowe:
= czas uptywajacy miedzy wejsciem do systemu dwoch
kolejnych zgloszen;
= czas obstugi jednego zgloszenia przez stanowisko
obstugi;
= liczba stanowisk;

» liczebnos¢ miejsc w kolejce zgtoszen oczekujacych na
obstuge.



Z.alozenia modelu
matematycznego

¢ Zalozenia modelu okreslajg

s typ rozktadu prawdopodobienstwa zmiennych losowych
(rozktad deterministyczny - rowne odstepy czasu),
rozktad wykladniczy, rozklad Erlanga, dowolny rozktad;

» zaleznos¢ lub niezaleznos¢ zmiennych losowych czasu
czekania na zgloszenie 1 czasu obstugi;

» skonczona lub nieskonczona wartos¢ liczby stanowisk
obstugi, dtugosci poczekalni;

= obowigzujacg w systemie dyscypling obstugi.



Z.alozenia modelu
matematycznego

+ W systemie kolejkowym mamy do czynienia ze skonczong
liczbg serwerow N, (np. operatorow telefonicznych, kas w
supermarkecie) 1 bardzo duzg liczbg klientow R.

¢ Przyjmuje si¢ ze R zbiega do nieskonczonosci.

* (o jakis czas klienci wysyltajg losowo zgdanie obstugi, co
odpowiada sytuacji gdy abonent telefoniczny wybiera
numer, a klient decyduje si¢ podejs$¢ do kasy.



Z.alozenia modelu
matematycznego

W swojej pracy Erlang wykazat, ze losowe zadania obstugi
majg rozktad Poissona.

W rzeczywistosci nie musi to by¢ regula, gdyz w przypadku
blokady operatora, abonent zazwyczaj probuje potaczy¢ si¢
jeszcze raz.

Mimo to, rozktad ten dos¢ dobrze odzwierciedla prawdziwy
proces powstawania zadan.

Dowodzi si¢ rowniez, ze model Erlanga dziata nawet gdy
nadchodzace zgdania odbiegaja od rozkladu Poissona.



Z.alozenia modelu
matematycznego

¢ Inne zalozenia modelu to:

= niczalezne generowanie zgdan przez zrodta
(abonenci nie decyduja, ze beda razem dzwonic
0 ustalonej porze),

» czas obstugi zagdania (rozmowy telefonicznej) ma
rozktad wyktadniczy,

= obstuga ma charakter FIFO (First In First Out) -
zadania obstuguje si¢ w kolejnosci ich
przychodzenia).



Z.alozenia modelu
matematycznego

¢ Erlang — jednostka natezenia ruchu
telekomunikacyjnego (w zargonie: trafiku).

¢ Nazwa wywodzi si¢ od nazwiska Agnera
Krarupa Erlanga, autora teorii masowe]
obstugi, znanej roOwniez jako teoria kolejek,
ktora stanow1 uogolnienie zjawisk
zaobserwowanych w telekomunikacji.



Z.alozenia modelu
matematycznego

+ Dla danego systemu telekomunikacyjnego
sktadajacego si¢ z 1 linii, 1 czasu obserwacji
rownego 1 godzinie (60 minut), jesli linia ta
zajeta jest caly czas przez petng godzing, to
natezenie ruchu wynosi 1 Erlang;
odpowiednio, jesl linia ta zajeta jest przez 30
minut, natezenie to wynosi 0,5 Erlanga



Z.alozenia modelu
matematycznego

* W teorn systemow kolejkowych
wyrozniamy:
» Jednokanatlowe systemy obstugi

= wielokanatowe systemy obstlugi



Z.alozenia modelu
matematycznego

Kanat obstugi:
@ stopa przybycia A — przecietna liczba klientéw przypadajaca na
jednostke czasu, ma rozktad Poissona;

@ stopa obstugi pu — przecietna liczba klientéw obstuzonych w
jednostce czasu, ma rozktad wyktadniczy;

@ liczba rownolegtych kanatéw obstugi wynosi r;

@ parametr intensywnosci ruchu p — stosunek liczby klientéw
przybywajacych do liczby klientéow obstuzonych w jednostce
czasu.



Z.alozenia modelu
matematycznego

rozpatrywane sg tylko sytuacje w ktérych klienci obstugiwani sa
wedtug kolejnosci przybywania do punktu Swiadczacego ustuge,
zatem wszyscy klienci sg traktowani na réwni.

Rozpatruje sie dwa przypadki:

O Gdy uktad zmierza do stanu réwnowagi, to A < rpu
(jezeli obie wartosci state) to prawdopodobienstwo tego, iz
kolejka ma okreslona dtugosé, jest state w kazdej jednostce

czasu.

@ Gdy A > rp, to uktad jest niestabilny, a prawdopodobienstwo
dtugiej kolejki rosnie (uktad nie moze nadrobi¢ czasu w ktérym
byt chwilowo niewykorzystany).



Przyktad

+ Na poczcie obok innych stanowisk jedno jest
przeznaczone do obstugi wptat 1 wyptat
gotowkowych osob fizycznych.

¢ Ruch w godzinach 14-18 jest tak duzy, ze rozwaza
si¢ mozliwos¢ uruchomienia dodatkowego
stanowiska obshugi.

¢ SprawdziC, czy jest to stuszna decyzja.

¢ Ponizej podano obserwacje poczynione w czasie
jednej z godzin szczytowych.



Przyktad

Numer klienta Czas przyjscia Czas obsiugi Czas przyjscia Czas obslugi
liczony od | liczony od klienta (w
przybycia przybycia min)
poprzednie poprzednie
go klienta go klienta
(w mim}) (w min)




Rozwiazanie

stopa przybycia A = ig —0.5

: 20 _ 1
stopa obstugi 1 = g5 = 3
parametr intensywnosci ruchu p = ﬁ = % =1.5

Zatem zachodzi nieréwnos$¢ A > p, czyli stopa przyby¢ przewyzsza
stope obstugi. Warto$¢ parametru p > 1 sugeruje, ze mamy do
czynienia z uktadem niestabilnym, a prawdopodobienstwo dtugiej
kolejki sie zwieksza.

Osiggniecie stanu rownowagi jest tylko mozliwe dzieki podjeciu
radykalnych dziatan: skréceniu czasu obstugi klienta lub
zainstalowaniu dodatkowego stanowiska obstugi.



Wzory

Prawdopodobienstwo, ze w uktadzie brak klientéw, czyli n=0
obliczamy ze wzoru:




Wzory

Prawdopodobienstwo, ze w kolejce oczekuje n klientéw

p"P(n=20)

dlan<r
nl

P(n)=
r"~"p"P(n=0)

dla n > r
rl




Wzory

Prawdopodobienstwo, ze w kolejce oczekuje wiecej niz n0 klientéw
(pod warunkiem gdy ng > r — 1)
r'=mpnot+lp(n =0)

P(n>np) = o)




Wzory

Prawdopodobienstwo, ze czas oczekiwania w kolejce jest dtuzszy
niz ty:

P(t > to) = P(n > r — 1)e *0lr=7)



Przyktad 2

W prywatnej przychodni stomatologicznej czynne s3 dwa gabinety
lekarskie. Przeciety czas przybycia pacjenta wynosi 3,8 na godz., a
stopa obstugi wynosi 2 pacjentéw na godz.

Czy system obstugi zmierza do stanu réwnowagi?

A 3.8
A=38 pu=2 r=2 p= = = 0.95
pr 22

stan réwnowagi systemu jest zachowany, bo 3.8 < 4




Przyktad 2

Jakie jest prawdopodobienstwo, ze nie bedzie kolejki?

1
P(n=0)= — 0.36

(0.95)2
1 +0.95 + 1567

Prawdopodobienstwo, ze nie bedzie kolejki w tej poradni
stomatologicznej wynosi 36%.



Przyktad 2

Jakie jest prawdopodobienstwo, ze pacjent bedzie musiat
oczekiwac?

227°0.95°710.36

P(n >0) = (2—005)2 = 0.64

Prawdopodobienstwo, ze pacjent bedzie musiat oczekiwac na
przyjecie w poradni wynosi 64%.



Przyktad 2

Jakie jest prawdopodobienstwo, ze w kolejce znajduja sie wiecej niz
dwie osoby?

2¢720.95°720.36 016
(2—-0.95)21 7

P(n>2)=

Prawdopodobienstwo, ze w kolejce znajduja sie wiecej niz dwie
osoby wynosi 15%.



Przyktad 2

llu przecietnie pacjentéw oczekuje w kolejce na przyjecie?

0.95°+10.36

T (2-095)2(2 1)1 .26

Q

Przecietnie oczekuje w kolejce na przyjecie 0.28 pacjentow.



Przyktad 2

Jak wyglada sytuacja z punktu widzenia wtasciciela poradni?
Sytuacja z punktu widzenia wtasciciela poradni dla pacjentow jest
komfortowa. Wprawdzie prawdopodobienstwo bezkolejkowego
przyjecia jest duze, bo wynoszace 0,36. Mate jest
prawdopodobienstwo oczekiwania w kolejce wiecej niz dwéch
pacjentéw, bo wynoszace 0,15. Bardzo mate jest
prawdopodobienstwo, ze pacjent bedzie czekat dtuzej niz p6t
godziny, bo wynosi 0,11. Z analizy wynika, ze przecietnie w kolejce
oczekuje 0,28 pacjentdw.



Koniec



