Prawdopodobieństwo całkowite
Jeżeli zdarzenia  wykluczają się parami i mają prawdopodobieństwa dodatnie, to dla każdego zdarzenia  zawartego w sumie zdarzeń:



Powyższy wzór nazywamy wzorem na prawdopodobieństwo całkowite i pozwala nam na obliczanie prawdopodobieństw wielu zdarzeń nie tylko w doświadczeniach dwuetapowych. W doświadczeniach o większej liczbie etapów stosujemy ten wzór wielokrotnie. Zdarzenia Bi nazywamy często hipotezami. Twierdzenie o prawdopodobieństwie całkowitym można zilustrować za pomocą tzw. drzewa stochastycznego.
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Wzór na prawdopodobieństwo całkowite to suma iloczynów po wszystkich drogach, które kończą się w A. Drzewo stochastyczne zaczyna się początkiem, w węzłach drzewa umieszczamy wyniki kolejnych etapów doświadczenia. Węzły łączymy krawędziami . Obok każdej krawędzi dopisujemy prawdopodobieństwo otrzymania wyniku danego etapu. Suma prawdopodobieństw przyporządkowanych krawędziom wychodzącym z jednego węzła jest równa 1. Dowolny ciąg krawędzi łączący początek drzewa z jednym z końcowych węzłów nazywamy gałęzią drzewa. Każdej gałęzi odpowiada jeden wynik doświadczenia wieloetapowego. Prawdopodobieństwo wyniku odpowiadającego danej gałęzi drzewa równa się iloczynowi prawdopodobieństw przypisanych krawędziom, z których jest złożona gałąź (jest to tzw. reguła mnożenia dla drzew).


Twierdzenie Bayesa
TWIERDZENIE BAYESA (OD NAZWISKA THOMASA BAYESA) TO TWIERDZENIE TEORII PRAWDOPODOBIEŃSTWA, WIĄŻĄCE PRAWDOPODOBIEŃSTWA WARUNKOWE ZDARZEŃ  ORAZ . NA PRZYKŁAD, JEŚLI A JEST ZDARZENIEM "U PACJENTA WYSTĘPUJE WYSOKA GORĄCZKA", A B JEST ZDARZENIEM "PACJENT MA GRYPĘ", TWIERDZENIE BAYESA POZWALA PRZELICZYĆ ZNANY ODSETEK GORĄCZKUJĄCYCH WŚRÓD CHORYCH NA GRYPĘ  I ZNANE ODSETKI GORĄCZKUJĄCYCH  I CHORYCH NA GRYPĘ  W CAŁEJ POPULACJI, NA PRAWDOPODOBIEŃSTWO, ŻE KTOŚ JEST CHORY NA GRYPĘ, GDY WIEMY, ŻE MA WYSOKĄ GORĄCZKĘ . TWIERDZENIE STANOWI PODSTAWĘ TEORETYCZNĄ SIECI BAYESOWSKICH, STOSOWANYCH W DATA MINING.

Wzór Bayesa
JEŻELI ZDARZENIA  WYKLUCZAJĄ SIĘ PARAMI I MAJĄ PRAWDOPODOBIEŃSTWA DODATNIE, TO DLA KAŻDEGO ZDARZENIA  ZAWARTEGO W SUMIE ZDARZEŃ  :
     





Powyższy wzór nazywamy wzorem Bayesa. Twierdzenie Bayesa stosujemy głównie wtedy, gdy znamy wynik doświadczenia i pytamy o jego przebieg.
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Zadania
1. ŻARÓWKI PEWNEJ MARKI SĄ PRODUKOWANE W DWU FABRYKACH X I Y. ŻARÓWKI Z FABRYKI X DZIAŁAJĄ DŁUŻEJ NIŻ 5000 GODZIN W 99% PROCENTACH PRZYPADKÓW, ŻARÓWKI Z FABRYKI Y TYLKO W 95% PRZYPADKÓW. FABRYKA X DOSTARCZA NA RYNEK 60% ŻARÓWEK TEJ MARKI. JAKIE JEST PRAWDOPODOBIEŃSTWO, ŻE ZAKUPIONA LOSOWO ŻARÓWKA BĘDZIE SPRAWNA DŁUŻEJ NIŻ 5000 GODZIN?
ODP.: 







2. PRZEZ PEWNĄ MIEJSCOWOŚĆ PRZEJEŻDŻA 4 RAZY WIĘCEJ SAMOCHODÓW OSOBOWYCH NIŻ CIĘŻAROWYCH. WIADOMO, ŻE JEDEN NA 75 SAMOCHODÓW OSOBOWYCH I JEDEN NA 25 SAMOCHODÓW CIĘŻAROWYCH TANKUJE PALIWO W TEJ MIEJSCOWOŚCI. OBLICZ PRAWDOPODOBIEŃSTWO ZE PRZEJEŻDŻAJĄCY SAMOCHÓD ZATANKUJE PALIWO.
ODP.:






3. W pierwszej urnie są 3 kule białe i 2 czarne, a w drugiej są 4 czarne i 1 biała. Rzucamy kostką. Jeżeli wypadną mniej niż 3 oczka, to losujemy kulę z pierwszej urny, w przeciwnym wypadku losujemy kulę z drugiej urny. Jakie jest prawdopodobieństwo wylosowania kuli białej?
odp.:







4. Stacja meteorologiczna zbiera informacje dotyczące szansy wystąpienia dnia deszczowego. Wedle uzyskanych danych, jeśli danego dnia pada, to szansa, że następny dzień także będzie deszczowy wynosi 50%, jeśli zaś dany dzień jest słoneczny, to kolejny dzień jest deszczowy w 30% przypadków.  Synoptycy przepowiadają,  na 80%, najbliższy poniedziałek jako dzień deszczowy. Jakie jest prawdopodobieństwo, że środa będzie deszczowa?
Odp.:



5. Pewna firma wiedząc, że 0,5% z jej pracowników to narkomani, postanowiła przeprowadzić test anty-narkotykowy. Jakie jest prawdopodobieństwo prawidłowego wykrycia narkomana, jeżeli wiadomo, że test ma 99% skuteczności (w 1% przypadków test wypada pozytywnie u osoby nie zażywającej, a negatywnie u narkomana)?
odp.: 
Zdarzenie D – dana osoba jest narkomanem
Zdarzenie N – dana osoba nie jest narkomanem
Zdarzenie + - test dał wynik pozytywny
Zdarzenie - - test dał wynik negatywny

P(D) = 0.005
P(N) = 1 – P(D) = 0.995
P(+|D) = 0.99
P(-|N) = 0.99
P(+|N) = 1 – P(-|N) = 0.01





6. W urnach o numerach 1-9 znajdują się 4 kule białe i 6 czarnych, natomiast w urnie nr 10 jest 10 kul białych i 10 czarnych. Z losowo wybranej urny wylosowano 2 kule i okazały się białe. Jakie jest prawdopodobieństwo, że zostały wylosowane z 10 urny.
ODP.: 
- wylosowanie 2 kul białych
- wybranie jednej z urn 1-9
- wybranie urny 10







7. W zbiorze 100 monet jedna ma po obu stronach orły, a pozostałe są prawidłowe. Rzucono 10-krotnie jedną losowo wybraną monetą i otrzymano 10 orłów. Obliczyć prawdopodobieństwo tego, że była to moneta z dwoma orłami.
odp.:
A – moneta normalna
B – moneta z dwoma orłami
C – 10 orłów
P(A) = 0.99
P(B) = 0.01




8. Test na rzadką chorobę, którą dotknięta jest średnio jedna osoba na 1000, daje tak zwaną fałszywą pozytywną odpowiedź u 5% zdrowych (u chorego zawsze daje odpowiedź pozytywną). Jaka jest szansa, że osoba, u której test dał odpowiedź pozytywną, jest faktycznie chora?
odp.: 
A – osoba jest chora
B – osoba jest zdrowa
+ - wynik testu pozytywny
- - wynik testu negatywny

P(A) = 0.001
P(B) = 1 – P(A) = 0.999
P(+|A) = 1
P(+|B) = 0.05



9. 5 MĘŻCZYZN NA 100 ORAZ 25 NA 1000 KOBIET JEST DALTONISTAMI. LOSOWO WYBRANO OSOBĘ I OKAZAŁO SIĘ, ŻE NIE ODRÓŻNIA ONA KOLORÓW. JAKIE JEST PRAWDOPODOBIEŃSTWO, ŻE BYŁ TO MĘŻCZYZNA? (ILOŚĆ KOBIET I MĘŻCZYZN JEST RÓWNA)
ODP.: 





10. PEWNE URZĄDZENIA SĄ SPROWADZANE OD 3 DOSTAWCÓW: A, B, C W ILOŚCIACH ODPOWIEDNIO: 50%, 20%, 30%. WADLIWOŚĆ URZĄDZEŃ: A – 1%, B – 2%, C – 3%. WYBRANE URZĄDZENIE JEST WADLIWE. JAKIE JEST PRAWDOPODOBIEŃSTWO, ŻE POCHODZI ONO OD DOSTAWCY A?
ODP.: 









11. Prawdopodobieństwo wybuchu gazu w kopalni wynosi 0,025. W kopalni jest zainstalowany system alarmowy, który w sytuacji zagrożenia zawodzi w 12% przypadków. Fałszywy alarm zdarza się w 15% przypadków. Załóżmy, że włącza się alarm. Jakie jest prawdopodobieństwo, że jest on fałszywy?
odp.:




	

12. W okręgu wyborczym badanie preferencji politycznych wybranych wyborców ujawniło, że 70% popiera kandydata A, zaś 30% kandydata B. Jednakże badanie to, jednocześnie wykazało, że wśród tych, którzy popierają kandydata A, 32% pójdzie głosować, a wśród tych popierających kandydata B, 90%. Jakie jest prawdopodobieństwo, że wybrana osoba oddająca głos, odda go na kandydata A?
odp.: 



13. Wiedząc, że ułamek  populacji to kobiety, wśród których ułamek  stanowią daltonistki oraz wiedząc, że ułamek  całej populacji cierpi na daltonizm, oblicz jakie jest prawdopodobieństwo, że spośród losowego daltonisty, wylosujemy kobietę.
odp.: 


14. WŚRÓD WSZYSTKICH CIĄŻ, JEDNA NA 300 PROWADZI DO BLIŹNIĄT MONOZYGOTYCZNYCH (JEDNOJAJOWE), KIEDY TO DZIECI SĄ TEJ SAMEJ PŁCI I SĄ PODOBNE DO SIEBIE, JAK DWIE KROPLE WODY, NATOMIAST Z JEDNEJ CIĄŻY NA 125 RODZĄ SIĘ BLIŹNIĘTA DIZYGOTYCZNE (DWUJAJOWE), KTÓRE MOGĄ BYĆ RÓŻNEJ PŁCI I NICZYM SIĘ NIE RÓŻNIĄ OD DZIECI URODZONYCH W DWÓCH KOLEJNYCH CIĄŻACH. ELVIS PRESLEY MIAŁ BRATA BLIŹNIAKA, KTÓRY ZMARŁ PODCZAS PORODU. WYZNACZ PRAWDOPODOBIEŃSTWO, ŻE PRESLEY BYŁ BLIŹNIAKIEM MONOZYGOTYCZNYM
ODP.: 






15. (PARADOKS MONTY HALL’A) GRACZ POPULARNEGO TELETURNIEJU STOI PRZED WYBOREM JEDNEJ Z TRZECH BRAMEK. ZA JEDNĄ Z BRAMEK STOI NAGRODA – SAMOCHÓD, A ZA POZOSTAŁYMI DWOMA NIE MA NIC. GRACZ WYBIERA JEDNĄ Z BRAMEK. NASTĘPNIE PROWADZĄCY (ZYGMUNT HAJZER ) ODSŁANIA JEDNĄ Z PUSTYCH BRAMEK (INNĄ NIŻ TA WYBRANA PRZEZ GRACZA) I DAJE GRACZOWI MOŻLIWOŚĆ ZMIANY SWOJEGO WYBORU. CZY GRACZ POWINIEN ZMIENIĆ SWÓJ WYBÓR CZY NIE?

16. (PROBLEM TRZECH WIĘŹNIÓW) W CELI ZAMKNIĘTYCH JEST 3 WIĘŹNIÓW: A, B, C. JEDEN Z NICH MA BYĆ STRACONY – DECYZJA JUŻ ZAPADŁA, ALE ŻADEN Z WIĘŹNIÓW NIE WIE, KTO MA ZOSTAĆ STRACONY. W PEWNYM MOMENCIE PRZYCHODZI STRAŻNIK I WYPUSZCZA WIĘŹNIA B. CZY PRAWDOPODOBIEŃSTWO, ŻE STRACĄ WIĘŹNIA A JEST TERAZ WIĘKSZE, MNIEJSZE, CZY TAKIE SAMO JAK NA POCZĄTKU?

17. (Paradoks Bertrand’a) Na okręgu o promieniu 1skonstruowano losowo cięciwę. Jakie jest prawdopodobieństwo, że cięciwa będzie dłuższa, niż bok trójkąta równobocznego wpisanego w ten okrąg?
odp.: 
Podejście nr 1: Wybór kąta  utworzonego na środku okręgu – 1/3
Podejście nr 2: Odległość środka cięciwy od środka okręgu – 1/2
Podejście nr 3: Wybór dowolnego punktu wewnątrz okręgu wpisanego w trójkąt wpisany – 1/4


18.  (Paradoks pudełka Bertrand’a) W trzech pudełkach znajdują się po dwie monety. W pierwszym pudełku dwie złote, w drugim dwie srebrne, a w trzecim jedna złota, druga srebrna. Wybieramy losowo pudełko i wyciągamy z niego jedną monetę, która okazuje się złota. Jakie jest prawdopodobieństwo, że druga moneta też jest złota?
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