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Dowodzenie poprawnosci programoéw iteracyjnych

Nieformalnie o poprawnosci programow:

e poprawnosé¢ czesciowa — jezeli program zakonczy dzialanie dla danych wejsciowych
spelniajacych zalozony warunek wstepny {WP}, to wynik jest zgodny z zatozonym
warunkiem koncowym {WK},

e poprawnosé caltkowita — jezeli dane wejSciowe spelniaja zatozony warunek wstepny
{WP}, to program koriczy dziatanie z wynikiem zgodnym z zalozonym warunkiem kon-
cowym {WK},

e wniosek: poprawnos¢ catkowita = poprawnosé czesciowa + dowod skoriczonosci wy-
konania programu.

Poprawnosé czesciowa programéw iteracyjnych:
e warunek poczatkowy {WP} — co zakladamy o zmiennych uzytych w petli iteracyjnej,

e warunek konicowy {WK} — co zakladamy o rezultacie petli iteracyjnej,

e niezmiennik {NZ} — formula logiczna, ktéra definiuje relacje miedzy zmiennymi uzy-
tymi w petli iteracyjnej, wlasnosci niezmiennika:

o niezmiennik jest zachowany przed petla iteracyjna,
o niezmiennik nie musi byé zachowany w trakcie wykonywania petli iteracyjnej,
o niezmiennik ,odtwarza si¢ i ponownie jest zachowany na koricu petli iteracyjnej,

o niezmiennik musi byé ,wystarczajaco silny“, by mozna bylo na jego podstawie
wnioskowaé o poprawnosci dziatania petli iteracyjnej,

e wnioskowanie o poprawnoéci petli iteracyjnej:
—{DZ}IN{NZ}={WK},
gdzie {DZ} jest dozorem petli.

Zadania

1. Udowodnij poprawno$¢ ponizszej funkcji SILNIA () wzgledem niezmiennika {NZ: s = il},
warunku poczatkowego {WP: n € N} oraz warunku koricowego {WK: s =nl}.

int SILNIA(int n) {

{WP: ne N}

int s:=1, i:=0;

{NZ: s=1il}

while (i < n) do
i:=i+1;
S:=s*i;

od;

{WK: s =n!}

return s;




2. Dla podanej ponizej funkcji FUNCTION (), warunku poczatkowego {WP: a € N A b €
N} oraz niezmiennika petli {NZ: s-p" = a®} ustal warunek koncowy {WK}. Co jest
wynikiem dzialania tej funkcji? Jaka jest jej zlozonosé czasowa wzgledem liczb a i b?

int FUNCTION(int a, int b) {
{WP: ae N, be N}
int s:=1, p:=a, w:=b;
{NZ: s-p" =aP}
while (w > 0) do
if (w mod 2 = 0) then

P:=p*p;
wi=w/2;
else
S:=s*p;
w:=w-1;
fi;
od;
(WK: ...}
return s;

3. Dla ponizszej funkcji FUNCTION(), warunku poczatkowego {WP: a € N\ {0}} ustal
niezmiennik petli {NZ} oraz warunek koiicowy {WK}. Jaka jest zlozonosé¢ tej funkcji
wzgledem:

(a) wartosci liczby a,

(b) rozmiaru (wyrazonego liczba niezbednych bitéw zapisu) liczby a?

int FUNCTION(int a) {
{WwP: ae N\ {0}}

int i:=a, j:=a;

{Nz: ... }}
while (j > 1) do
j:=j div 3;
i:=i+1;

od;
{wWK: ... %}
return i;

Zadanie o pracownikach i synie szefa

Przedsigbiorstwo zatrudnia n > 10% pracownikéw etatowych W [1], W [2],..., W [n], z kto-
rych kazdy rocznie wypracowuje na rzecz firmy I [i] ztotych dochodu (dla ulatwienia przyj-
mujemy, ze Vi,j € {1,2,...,n} ANi#j : I[i] # I[j]). Prezes tego przedsiebiorstwa pragnie
gratyfikowaé k pracownikow, ktoérych taczny roczny dochdd jest najwickszy sposrod wszyst-
kich mozliwych %k elementowych sum dochodéw pracownikow W [1], W [2],..., W [n]:

e zaproponuj algorytm A wspomagajacy prezesa w wyznaczeniu k elementowej grupy
pracownikow ktorym nalezy sie gratyfikacja, jezeli do dyspozycji dostajesz uporzadko-
wang alfabetycznie liste nazwisk pracownikéw wraz z wypracowanym rocznym docho-
dem. Zadbaj o to, aby spelnione byly zaleznosci A (A,n) = O (kn) oraz W (A,n) =
O (/mQ),



e w trakcie rozmowy z sekretarka prezes dowiedzial sig, ze jego syn znalazl sie w gru-
pie trzech najlepiej zarabiajacych pracownikow i zaraz zabral sie za weryfikacje tej
wiadomos$ci na podstawie wczesniej opisanej listy pracownikéw. Niestety po doktad-
nie n 4 {5 poréwnaniach dochodéw I [i] wybranych pracownikéw w gabinecie prezesa
zadzwonil telefon. Czy rozpoczynajac rozmowe telefoniczng prezes moze by¢ pewien,
ktore miejsce w grupie trzech liderow zajmuje jego syn (jezeli uwazasz, ze tak to po-
daj odpowiedni algorytm postepowania, jezeli uwazasz, ze nie to podaj uzasadnienie
dlaczego okreslona liczba poréwnan jest niewystarczajaca)?

Zadanie o przegladaniu nieskonczonej struktury danych

Wyobrazmy sobie ,nieskonczong” strukture danych S, zaimplementowana przy pomocy nie-
zdefiniowanej struktury danych

typedef str_Structure [] Structure;

struct Structure {
int number;

};

przechowujaca liczby catkowite. Jest ona ,wyposazona® w operacje GET (S,1), gdzie i € N\
{0}, moze by¢ dowolnie duza liczba naturalna. Operacja GET (S, %) zwraca liczbe catkowita
przechowywana w strukturze S pod indeksem i-tym, przy czym:

e pod kazdym indeksem w rozwazanej strukturze danych znajduje sie dokladnie jedna
liczba catkowita,

e przechowywane liczby sa posortowane w porzadku niemalejacym, czyli jezeli ¢ < j to
GET (S,i) < GET (S,j),

e pierwsza liczba przechowywana w strukturze danych jest ujemna (tj. GET (S,1) < 0),
e istnieje skoriczona liczba naturalna n taka, ze GET (S,n) > 0,
e operacja GET (S,4) ma koszt O (1) dla kazdego i € N\ {0}.
Opracuj funkcje
int FIND(Structure 8),

mozliwie asymptotycznie najszybsza, ktora odnajdzie najmniejszy indeks w strukturze S,
pod ktorym znajduje sie liczba dodatnia (tj. minimalne i takie, ze GET (S,i) > 0). Za-
ktadamy, ze dostep do rozwazanej struktury danych moze odbywaé sie jedynie za pomoca,
zdefiniowanej operacji GET.

e Podaj stowny opis procedury FIND().

e Napisz pseudokod procedury FIND() (w kodzie procedury mozna uzywaé dowolnych
algorytmow przedstawionych na wyktadzie, bez potrzeby wypisywania ich implemen-
tacji, nalezy jednak wyjasni¢ jak i do czego sie ich uzywa).

e Oszacuj zlozonos$¢ czasows algorytmu, przy czym dokladnie opisz sktadniki funkcji
ztozonosci, jezeli procedura sktada sie z kilku faz. Nie zapomnij precyzyjnie okreslié¢
co stanowi argument funkcji ztozonosci.



Zadanie o najtaniszej sieci komputerowej (do domu)

Pewna firma zamierza zbudowaé sie¢ komputerowa N, ktéra ma polaczyé¢ wszystkie m sta-
cji roboczych S[1],S2],...,S[m] znajdujacych sie w jej siedzibie. Firma zajmuje calte
pojedyncze pietro w jednym z warszawskich wiezowcow. Kazda stacja robocza ma by¢ pod-
taczona do jednego z n weztow sieci H [1],H [2],...,H[n], gdzien < min =2k —1 dla
k € N\ {0}. Kierownictwo firmy ustalilo juz dla kazdej stacji roboczej S [i] indeks num
wezta H [num]|, do ktérego ma by¢ przylaczona kablem sieciowym o minimalnej dtugosci.
Wezly sieci maja by¢ podlaczone do kabla glownego (takze w najkrotszy mozliwy sposob),
ktory ma zostaé¢ potozony w linii prostej z kierunku zachodniego w strone wschodnia i ma
przebiegaé¢ bezposrednio przez dokladnie jeden wezel. Zaktadamy, ze zaréwno wspolrzedne
zachodnie west oraz polnocne north kazdego elementu sieci (tj. stacji roboczej, wezla) sa
z gory znane, zawieraja sie w zbiorze Z liczb catkowitych. Dodatkowo przyjmujemy, ze do-
wolne dwa wezly sieci H [i], H [j] nie leza na tej samej wspolrzednej szerokosci jak i dtugosei
geograficzne;j.

Rysunek 1: Przyktad planowanej sieci komputerowej N, dla m = 13 in = 7.

Niech dalej ponizsze struktury danych WStation oraz Node reprezentuja kolejno stacje ro-
bocza oraz wezetl sieci komputerowej:

typedef str_WStation WStation;
typedef str_Node Node;

struct str_WStation {
int west, north, num;

};

struct str_Node {
int west, north;
};
Zaprojektuj funkcje
int FIND_BEST(WStation S[], Node H[], int k, int n),

ktora wyznaczy numer wezla sieci komputerowej przez ktory powinien przechodzié kabel
gtowny, tak aby taczna suma dlugosci wszystkich kabli taczacych stacje robocze z weztami i



wezly z kablem glownym byta minimalna z mozliwych — czyli koszty budowy sieci N beda
minimalne :)). Dlugosé kabla gtownego pomijamy i zaktadamy, ze dowolne dwa punkty sieci
mozna zawsze polaczyé kablem sieciowym utozonym w linii proste;j.



