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O prezentowanych algorytmach

Dla uproszczenia w ponizszym wyktadzie
rozwazamy algorytmy wyszukiwania w zbiorze
liczb naturalnych z relacja <. Nalezy jednak
pamietac, ze opisane rozwigzania s3 poprawne w
dowolnym uniwersum U z relacja porzadku

liniowego <.
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Podziat wzgledem mediany Problem, struktura i specyfikacja algorytmu
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Podziat wzgledem mediany Problem, struktura i specyfikacja algorytmu

Problem

Niech T bedzie niepustym n-elementowym wektorem liczb naturalnych. Podac algorytm
Alg (T, n) dzielacy elementy wektora T tak, ze V(0 < i < idx) (T [i] < T [idx]) oraz
V(idx <j<n—1)(T[i] > T [idx]), dla wybranego 0 < idx < n. Element T [idx]
bedziemy nazywa¢ mediana podziatu a rezultat podziatu wektorem podzielonym dla
wektora T.

Struktura dla algorytmu

Struktura dla algorytmu Alg: standardowa struktura liczb naturalnych.

Specyfikacja algorytmu

Specyfikacje algorytmu Alg stanowi para (WP, WK), gdzie warunki poczatkowy i
koncowy s3 postaci kolejno:
@ WP : T jest niepustym wektorem réznych liczb naturalnych, n € N*, |T| = n,

@ WK : Alg (T, n) = idx, gdzie idx jest finalng pozycja mediany podziatu wektora T
w wektorze podzielonym T'.
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Podziat wzgledem mediany  Algorytm Partition
Pomyst. Niech /= -1, r =0, idx =n—1:

@ znaczenie zmiennych indeksujacych:

e zmienna /, wszystkie elementy wektora T na pozycjach 0,1,...,/s3 mniejsze
od mediany podziatu (tzw. czesé¢é mfodsza podziatu),
e zmienna r, wszystkie elementy wektora T na pozycjach [+ 1,/4+2,...,r—1

s3 wiecksze od mediany podziatu (tzw. czes¢ starsza podziatu),
@ dopdki r < idx powtdrz nastepujace dziatanie:
o jezeli T [r] < T [idx]
o jezelir > [+ 1 zamien T [/+1] z T [r],
o zwieksz [ + 1 o jeden,
o zwieksz r o jeden,

@ jezeli I+ 1 < idx zamien T [idx] z T [l + 1] i przypisz idx := [ +1
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> T[idx] jeszcze nie ustalone

Zadanie. Przedstaw dziatanie algorytmu Partition dla wektora wejSciowego postaci
T =[10,7,6,4,2,11,16,8,3,1,9].
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Podziat wzgledem mediany  Algorytm Partiti implementacja

Rozwigzanie problemu — algorytm Partition:

1 int Partition(int T[], int n) { | T jest niepustym wektorem

© 0 N, U WN

I s
U W RO

17 ¥

réznych liczb naturalnych, n € N*, |T| = n,
int 1:=-1, r:=0, idx:=n-1;

while (r<idx) {
if (T[r]<T[idx]) {
if (r>1+1)
SWAP(T,1+1,r);

1:=1+1;
¥

ri:=r+l;
}
if (1+1<idx) { SWAP(T,1+1,idx); idx:=1+1; }

return idx;«——| WK : Alg (T, n) = idx, gdzie idx jest finalng pozycja mediany
podziatu wektora T w wektorze podzielonym T'.

Pawet Rembelski (PJWSTK) Algorytmy i struktury danych 16 pazdziernika 2009 8/ 46



Podziat wzgledem mediany Poprawnosé algorytmu Partition

Poprawno$¢ algorytmu Partition

@ poprawno$¢ czeSciowa: niezmiennikiem petli w rozwazanym algorytmie jest formuta

VOZ<i<N(T]<Tlidx]), V(I+1<j<r)(T[]> TIlidx]).
Po wyjsciu z petli prawda jest, ze r > idx (a dokfadniej r = idx = n — 1), stad
VO<i<N(TH<TIidx]), V(I+1<j<idx)(T[j]> T lidx]).
Ostatecznie po wykonaniu instrukcji warunkowej z wiersza 14 zachodzi
V(0 <i<idx)(T[i] < Tlidx]), V(idx <j<n—1)(T][j] > T [idx]).

@ warunek stopu: z warunku poczatkowego n € NT, stad po inicjalizacji zmiennych
idx := n — 1 zachodzi idx € NT. Zmienna r inicjalizowana wartosciag 0 jest
inkrementowana z kazdg iteracja petli o 1, czyli po idx iteracjach petli r = idx, co
konczy dziatanie algorytmu.
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Podziat wzgledem mediany Ztozonoéé algorytmu Partition

Ztozono$¢ czasowa algorytmu Partition — wariant |

@ operacja dominujaca: poréwnanie elementéw rozwazanego uniwersum,

@ ztozonos¢ czasowa: T(n) =n—1=©O(n).

| \

Ztozono$¢ czasowa algorytmu Partition — wariant ||

@ operacja dominujaca: przestawienie elementéw rozwazanego uniwersum,

@ srednia ztozonos¢ czasowa: A(n) = © (%), zaktadajac
Pr(SWAP(T,l+1,r)) = %, dla kazdego 0 < r < n—1,

@ pesymistyczna ztozono$¢ czasowa: W (n)=(n—2)+1=n—1=0O(n).

Zadanie. Podaj przyktady wektoréw wejsciowych dtugosci n, dla ktérych realizacja
algorytmu Partition bedzie odpowiadata kolejno przypadkowi optymistycznemu oraz
pesymistycznemu.

Ztozono$¢ pamieciowa algorytmu Partition

Ztozono$¢ pamieciowa algorytmu Partition mozna oszacowaé przez © (1).
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Podziat wzgledem mediany  Algorytm Split — szkic
Pomyst. Niech /=1, r=n—1, idx =0:

@ znaczenie zmiennych indeksujacych:

e zmienna /, wszystkie elementy wektora T na pozycjach 1,2,...,/ —1 s3
mniejsze od mediany podziatu (tzw. cze$¢ mtodsza podziatu),
e zmienna r, wszystkie elementy wektora T na pozycjach r+1,r+2,...,n—1

sa wiecksze od mediany podziatu (tzw. czes$¢ starsza podziatu),
@ dopdki | < r powtérz nastepujace dziatanie:

e dopéki I < ri T[r] > T [idx], zmniejsz r o jeden,
e dopdki I <ri T[] < T [idx], zwigksz | o jeden,
o jezeli I < r zamien T [l] z T [r], zmniejsz r o jeden, zwigksz | o jeden,

@ jezeli r > 0 zamien T [idx] z T [r] i przypisz idx :=r

o000 O OO0 e
]fdx%r—j II%/—/ I\_Y_/

< Tlidx] jeszcze nie ustalone > Tlidx]

Zadanie. Przedstaw dziatanie algorytmu Split dla wektora wejSciowego postaci
T =[10,7,6,4,2,11,16,8,3,1,9].

Pawet Rembelski (PJWSTK) Algorytmy i struktury danych 16 pazdziernika 2009 12 / 46



Podziat wzgledem mediany Ztozonoéé algorytmu Split

Ztozonos¢ czasowa algorytmu Split — wariant |

@ operacja dominujaca: poréwnanie elementéw rozwazanego uniwersum,

@ ztozonos¢ czasowa: T(n) =n—1= O (n).

Ztozono$¢ czasowa algorytmu Split — wariant 1

@ operacja dominujgca: przestawienie elementéw wektora T,

@ pesymistyczna ztozono$¢ czasowa: W (n) = |%5%| +1=0(2).

Zadanie. Podaj dokfadne oszacowanie ztozonosci $redniej algorytmy Split mierzonej
liczba przestawien elementéw wektora wejSciowego.

Zadanie. Podaj przyktady wektoréw wejsciowych dtugosci, dla ktérych realizacja
algorytmu Split bedzie odpowiadata przypadkowi kolejno optymistycznemu oraz
pesymistycznemu.

Ztozonos$¢ pamieciowa algorytmu Split

Ztozonos$¢ pamieciowa algorytmu Partition mozna oszacowa¢ przez © (1).
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Woyszukanie elementu k-tego co do wielkosci Problem, struktura i specyfikacja algorytmu

Problem

Poda¢ algorytm Alg (T, n) znajdujacy indeks elementu k-tego co do wielkosci
zapisanego w niepustym, n-elementowym wektorze réznych liczb naturalnych T.

Struktura dla algorytmu

Struktura dla algorytmu Alg: standardowa struktura liczb naturalnych.

Specyfikacja algorytmu
Specyfikacje algorytmu Alg stanowi para (WP, WK), gdzie warunki poczatkowy i
koncowy sa postaci kolejno:
@ WP : T jest niepustym wektorem réznych liczb naturalnych, n, k € N, n > k
IT|=n,
@ WK : Alg (T, n,x) = idx, gdzie idx jest indeksem elementu k-tego co do wielkosci
zapisanego w wektorze T.
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Woyszukanie elementu k-tego co do wielkosci Algorytm Hoare'a
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Woyszukanie elementu k-tego co do wielkosci Algorytm Hoare'a

Pytanie. Czy k-krotne wykonanie algorytm FindMax z usunieciem k — 1 kolejnych
elementéw maksymalnych jest poprawnym rozwigzaniem dla problemu wyszukania w
uniwersum uporzadkowanym? Jezeli tak, to:

@ jaka jest ztozonos¢ czasowa algorytmu tego algorytmu w przypadku $rednim?

@ jaka jest ztozono$¢ czasowa algorytmu tego algorytmu w przypadku
pesymistycznym?

Pomyst. Powtarzaj rekurencyjnie nastepujacy schemat dziatania z ustalong procedura
podziatu wzgledem mediany:

@ podziel stosujac procedure podziatu elementy aktualnie rozwazanego fragmentu
wektora wzgledem mediany T [idx] na cze$¢ mtodsza i czeS¢ starsza,

@ jezeli czeS¢ starsza po podziale liczy doktadnie k — 1 elementéw, to rozwigzaniem
jest T [idx], zakonhcz dziatanie algorytmu,

@ w przeciwnym przypadku:
o jezeli czes¢ starsza liczy wiecej niz k — 1 elementéw, to poszukaj
rekurencyjnie k-tego co do wielkosci elementu tylko w czesci starszej,
e w przeciwnym przypadku poszukaj rekurencyjnie (k—liczba elementéw w
czesci starszej—1)-tego co do wielkosci elementu tylko w czesci mtodszej.

Zadanie. Przedstaw dziatanie algorytmu Hoare dla wektora wejsciowego postaci
T =[10,7,6,4,2,11,16,8,3,1,9] i k = 5.
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Woyszukanie elementu k-tego co do wielkosci Algorytm Hoare'a — implementacja

Rozwigzanie problemu - algorytm Hoare’a:

1 int Hoare(int T[], int n, int k) {

O ~NO O WN

10
11

12 }

| WP : T jest niepustym wektorem
réznych liczb naturalnych, n,k € N*, n > k |T| =n
int idx;

idx:=Rozdziel(T,n); | procedura Split albo Partition

if (n-idx=k) return idx;
else
if (n-idx>k)
if (n-idx-1>0) return idx+1l+Hoare(T[idx+1...n-1],n-idx-1,k);——| WK :
Hoare (T, n,x) = idxK, gdzie idxK jest indeksem elementu
k-tego co do wielkosci zapisanego w wektorze T.
else
if (idx>0) return Hoare(T,[0...idx-1],idx,k-(n-idx));——| WK
Hoare (T, n, x) = idxK, gdzie idxK jest indeksem elementu
k-tego co do wielkosci zapisanego w wektorze T.
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Woyszukanie elementu k-tego co do wielkosci Poprawnosé algorytmu Hoare'a

Poprawnos¢ algorytmu Hoare'a

@ poprawno$¢ czeSciowa: dla n =1 poprawno$¢ czesSciowa algorytmu Hoare'a wynika
z warunku poczatkowego n, k € N*, n > k, tj. k =1 i poprawnosci czesciowej
algorytmu podziatu Rozdziel (np. metoda Partition). Wtedy n —idx =1 i T [idx]
jest 1-szym co do wielkosci elementem aktualnie rozwazanego fragmentu wektora
wejsciowego. Dla n > 1 i po zastosowaniu algorytmu Rozdziel jezeli n — idx = k,
to T [idx] jest k-tym co do wielkosci elementem aktualnie rozwazanego fragmentu
wektora wejSciowego, co konczy zejscie rekurencyjne algorytmu. W przeciwnym
przypadku jezeli n — idx > k to w wierszu 9 rekurencyjnie szukamy indeksu
(powiekszonego o warto$¢ idx) elementu k-tego co do wielkosci w wektorze
T [idx +1...n— 1] dtugosci n — idx — 1 (czyli w tzw. czesci starszej podziatu)
badz dla n — idx > k w wierszu 11 rekurencyjnie szukamy indeksu elementu
(k — n — idx)-tego co do wielkosci w wektorze T [0. .. idx — 1] dtugosci idx (czyli
w tzw. cze$ci mtodszej podziatu).

@ warunek stopu: poniewaz n € NT i ciag kolejnych rozmiaréw aktualnie
rozwazanego fragmentu wektora wejSciowego jest ciggiem Scisle malejacym, to po
co najwyzej n wywotaniach rekurencyjnych algorytmu Hoare'a przestaja by¢
prawdziwe warunki (n — idx — 1 > 0) oraz (idx > 0) z wierszy kolejno 9 i 11 , co
kofczy zejscie rekurencyjne rozwazanej procedury.
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Woyszukanie elementu k-tego co do wielkosci Ztozonoéé algorytmu Hoare'a

Ztozonos$¢ algorytmu Hoare'a

@ operacja dominujaca: poréwnanie elementéw rozwazanego uniwersum,

@ Srednia ztozono$¢ czasowa: zaktadamy, ze rozktad elementéw n-elementowego
wektora T jest losowy, szukamy elementu k-tego co do wielkosci, procedura
rozdzielania zostata zaimplementowana zgodnie z metoda Partition albo Split,
wtedy A (n, k) wynosi:

0 dan=1
n—1+;<ZA(n_,k+ Z A(:—lk—(n—:)—l)) dan>1’
i=n—k+2
czyli*
A(n,k) = O(n).

* rozwigzanie réwnania w Dodatku A.
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Woyszukanie elementu k-tego co do wielkosci Ztozonoéé algorytmu Hoare'a

Ztozono$¢ algorytmu Hoare'a c.d.

@ pesymistyczna ztozono$¢ czasowa: zaktadamy, ze elementy n-elementowego
wektora T s3 uporzadkowane rosnaco, szukamy elementu 1-szego co do wielkosci,
procedura rozdzielania zostata zaimplementowana zgodnie z metoda Split*, wtedy:

W (n) 0 dlan=1
n) = ,
n—1+W(n-1) dlan>1

czyli
Win) = n—-1+W(Hmn-1)=n-14+n-2+W(H-2)=...=

= ...:n71+n72+...+0:%:@(nz),

@ ztozonos¢ pamieciowa: O (n) z uwzglednieniem kosztow rekursji (O (1) w
przeciwnym przypadku).

* jaki jest uktad danych wejsciowych dla przypadku pesymistycznego wykonania algorytmu
Hoare, jezeli procedura rozdzielania zostata zaimplementowana zgodnie z metoda Partition?
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Woyszukanie elementu k-tego co do wielkosci Algorytm 5-tek — szkic
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Woyszukanie elementu k-tego co do wielkosci Algorytm 5-tek — szkic

Pomyst. Powtarzaj rekurencyjnie nastepujacy schemat dziatania, gdzie n jest rozmiarem
aktualnie rozwazanego fragmentu wektora T:
@ jezeli n <5, to posortuj fragment wektora i wybierz element (n — (k — 1))-ty,
@ jezeli n > 5, to:
e podziel aktualnie rozwazany fragment wektora T na kolejne 5-tki elementéw,
niech k bedzie liczbg otrzymanych piatek,
o rekurencyjnie wyszukaj [k/2]-gi element z median rozwazanych piatek (tj.
mediane median 5-tek), niech bedzie to T [idx],
o rekurencyjnie wykonaj dziatanie analogiczne do kroku algorytmu Hoare'a i
elementu dzielacego T [idx].

Rekurencyjny schemat doboru mediany gwarantuje na kazdym kroku dziatania algorytmu
dla aktualnie rozwazanego fragmentu wektora T rozmiaru d, ze co najmniej % elementy
s3 odpowiednio mniejsze i wieksze od mediany podziatu T [idx].
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Woyszukanie elementu k-tego co do wielkosci Algorytm 5-tek — szkic

ZtozonoS¢ czasowa algorytmu 5-tek w przypadku Srednim jest co najwyzej liniowa.

ZtozonoS¢ czasowa algorytmu 5-tek w przypadku pesymistycznym jest co najwyzej
liniowa.

v

Ztozonos¢ czasowa w przypadku pesymistycznym algorytmu 5-tek przestaje byé rzedu
liniowego, gdy zamiast piagtek elementéw bedziemy analizowali jednostki mniejszego
rozmiaru, np. 3-ki elementéw.

Fakt

Ztozonos¢ czasowa w przypadku pesymistycznym algorytmu 5-tek przestaje byé rzedu
liniowego, gdy zamiast pigtek elementéw bedziemy analizowali k-ki, dla k dostatecznie
bliskiego n.
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Woyszukanie wskazanego elementu z uporzagdkowaniem Problem, struktura i specyfikacja algorytmu

Wyszukanie wskazanego
elementu z uporzadkowaniem

Problem, struktura i specyfikacja algorytmu

Pawet Rembelski (PJWSTK) Algorytmy i struktury danych 16 pazdziernika 2009 25 / 46



Woyszukanie wskazanego elementu z uporzagdkowaniem Problem, struktura i specyfikacja algorytmu

Problem

Poda¢ algorytm Alg (T, n, x) znajdujacy indeks elementu x zapisanego w niepustym,
uporzadkowanym n-elementowym wektorze réznych liczb naturalnych T.

Struktura dla algorytmu

Struktura dla algorytmu Alg: standardowa struktura liczb naturalnych.

Specyfikacja algorytmu

Specyfikacje algorytmu Alg stanowi para (WP, WK), gdzie warunki poczatkowy i
koncowy s3 postaci kolejno:

@ WP : T jest niepustym, uporzadkowanym wektorem réznych liczb naturalnych,
neN', |T|=n,3(0<i<n)(TIi]=x),
@ WK : Alg (T, n,x) = idx, gdzie T [idx] = x.
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Woyszukanie wskazanego elementu z uporzagdkowaniem Algorytm Skoki co k
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Woyszukanie wskazanego elementu z uporzagdkowaniem Algorytm Skoki co k

Pytanie. Czy algorytm sekwencyjny FindIndex jest poprawnym rozwigzaniem dla
problemu wyszukania w uniwersum uporzadkowanym? Jezeli tak, to:

@ jaka jest ztozono$¢ czasowa algorytmu tego algorytmu w przypadku $rednim?

@ jaka jest ztozono$¢ czasowa algorytmu tego algorytmu w przypadku
pesymistycznym?

Pomyst. Poréwnujemy liczbe x z co k-tym elementem wektora T poczynajac od
elementu k-tego, tj. T [k], T [2k], T [3K],.... Proces przerywamy wtedy, gdy
T [ik] > x, dla pewnego i € N. Sekwencyjnie przegladamy k — 1 elementéw
Tlik— k], T[ik—(k—1)],...,T[ik—1].

Przykfad. Szukamy indeksu liczby 15 w wektorze T = [2,3,7,9,12,15,23,24] dla k = 3.

ﬂ
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Woyszukanie wskazanego elementu z uporzagdkowaniem Algorytm Skoki co k — implementacja

Rozwigzanie problemu — algorytm JumpSearch:

1 int JumpSearch(int T[], int n, int k, int x) {«———————| T jest niepustym
uporzadkowanym wektorem réznych liczb naturalnych, n € N¥,
[T|=n0<k<n 30 <i<n)(TI[i]=x),

2 int i:=0;

3

4 while ((i<n) AND (x>A[i])) i:=i+k;

5

6 if (i>n)

7 return Find(T[i-k...n-1],n-k); | WK : JumpSearch (T, n, k,x) = idx,
gdzie T [idx] = x

8 else

9 return Find(T[i-k...i-1],k);«———————| WK : JumpSearch (T, n, k,x) = idx,
gdzie T [idx] = x

10 }
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Woyszukanie wskazanego elementu z uporzagdkowaniem Poprawno$é algorytmu JumpSearch

Poprawnos¢ algorytmu JumpSearch

@ poprawno$¢ czeSciowa: tuz po inicjalizacji zmiennej i w wierszu 2 prawd3 jest, ze
x> TI[0],T[1],..., T[i— k], dla dowolnego k. Niezmiennikiem petli jest
formuta NZ : x > T [0], T [1],..., T [i — k]. Po wykonaniu instrukcji dozoru petli
mamy x > T [0], T [1],..., T [i]. Zatem po wykonaniu instrukcji i := i + k
zachodzi x > T [0], T [1],..., T [i — k] — odtworzenie niezmiennika NZ. Po
zakonczeniu petli iteracyjnej i > n albo x < T [i] oraz
x>TI[0],T[1],...,T[i— k]. Zatézmy dalej, ze:

@ i>nix>TI[0],T[1],...,T[i— k], stad x jest elementem wektora
Tli—k..n—1],

e x<T[i]ix>TI[0], T[1],..., T [i — k], stad x jest elementem wektora
Tli—k...i—1],

Dalej indeks owego elementu wyszukujemy w wektorze T [i — k... n — 1] albo
T[i—k...i—1] stosujac algorytm Find, ktérego poprawno$¢ zostata wykazana
na Wyktadzie II.

@ warunek stopu: z warunku poczatkowego 0 < k < n gdzie n € N, Zmienna i
inicjalizowana wartoscia 0 jest inkrementowana z kazdg iteracja petli o k, stad po
CO najwyzej H] iteracjach petli i > n, co kofczy dziatanie wtasciwe]j czesci
algorytmu. Warunek stopu dla procedury pomocniczej Find zostat wykazanych na
Wyktadzie 1.
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Woyszukanie wskazanego elementu z uporzagdkowaniem Ztozonoéé algorytmu JumpSearch

Ztozono$¢ algorytmu JumpSearch

@ operacja dominujgca: poréwnanie elementéw rozwazanego uniwersum,

@ $rednia ztozonosé czasowa: A(n, k) = [zﬂ + 551 = © (4 + k), zakfadajac
Pr(T[i]=x) =2, dla kazdego 0 < i < n,

@ pesymistyczna ztozonos¢ czasowa: W (n, k) = [#]| +k—1=0 (% + k),

@ ztozonos$¢ pamieciowa: O (1).

Optymalny rozmiar skoku dla algorytmu JumpSearch jest rzedu /n.

Uzasadnienie. Szukamy minimum funkcji zmiennej k postaci f (k) = £ + k — 1, gdzie n
jest pewng stata. Poniewaz f' (k) = —%% + 1, f'(k)=0=k=+/nif"(y/n) >0, to
k = +/n jest poszukiwanym minimum.

Ztozonos¢ czasowa algorytmu Skoki co k jest rzedu © (1/n), dla danych rozmiaru n i

skoku k = [/n].
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Woyszukanie wskazanego elementu z uporzagdkowaniem Algorytm wyszukiwania binarnego

Wyszukanie wskazanego
elementu

Algorytm wyszukiwania binarnego
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Woyszukanie wskazanego elementu z uporzagdkowaniem Algorytm wyszukiwania binarnego

Pomyst. Poréwnujemy liczbe x z m-tym elementem wektora T, gdzie m = EJ jezeli:

@ T [m] = x, to przerywamy dziatanie algorytmu dla Alg (T, n,x) = m,
@ T [m] < x, to powtarzamy podobne postepowanie dla fragmentu wektora
Tm+1l...n=1lin:=n—(m+1),
@ T [m] > x, to powtarzamy podobne postepowanie dla fragmentu wektora
TO...m—=1]in:=m,
Algorytm kohczy dziatanie, gdy rozmiar aktualnie rozwazanego wektora T jest réwny 1.
Wtedy Alg (T, n,x) = m.
Przyktad. Szukamy indeksu liczby 12 w tablicy T = [2,3,7,9,12, 15,23, 24].
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Woyszukanie wskazanego elementu z uporzagdkowaniem Algorytm binarny — implementacja

Rozwiazanie problemu — algorytm BinSearch:

1 int BinSearch(int T[], int n, int x) {«———| T jest niepustym, uporzadkowanym
wektorem réznych liczb naturalnych, n € N*, |T| =n, 31(0 < i < n) (T [i] = x),

2 int 1:=0, r:=n-1, idx:=(1+r)/2;
3

4 while (T[idx]#=x) {

5 if (Tab[idx]<x)

6 1:=idx+1;

7 else

8 r:=idx-1;

9

10 idx:=(1+r)/2;

11 }

12

13 return idx; | WK : BinSearch (T, n,x) = idx, gdzie T [idx] = x
14 }
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Woyszukanie wskazanego elementu z uporzagdkowaniem Poprawnosé algorytmu BinSearch

Poprawnos¢ algorytmu FindBin

@ poprawno$¢ czeSciowa: wynika bezposrednio z warunku poczatkowego i
zaprzeczenia dozoru petli iteracyjnej (=T [idx] # x) = T [idx] = x, stad
prawdziwy jest warunek koncowy BinSearch (T, n,x) = idx, T [idx] = x,

@ warunek stopu: z warunku poczatkowego 3! (0 < i < n) (T [i] =x) i n € N. Tuz
po inicjalizacji zmiennych prawda jest, ze T[] < x < T [r]oraz 0 < r — 1/ < n. Po
pierwszej iteracji petli (z uwzglednieniem instrukcji warunkowej) zachodzi
TI<x<T[rloraz0<r—1<|2|. Podrugiej T[] <x < T][r] oraz
r—1< |2 i analogicznie po i-tej iteracji prawdziwy jest warunek
T[N <x<Tlrloraz r— 1 < |3]. Stad po co najwyzej Ign+ 1 iteracjach petli

| eaviio<r—i<|z]i

ostatecznied < r — | < [1]. Zatem 0 <r—/ < 0iztego / = r oraz
T [l] = x = T [r], co konczy dziatanie algorytmu.

spetniona bedzie zaleznos¢ 0 < r — | < L'#“
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Woyszukanie wskazanego elementu z uporzagdkowaniem Ztozonoé¢ i optymalnoséé algorytmu BinSearch

Ztozonos¢ algorytmu BinSearch

@ operacja dominujaca: poréwnanie elementéw rozwazanego uniwersum,

@ Srednia ztozonoé¢ czasowa: A(n) = © (lgn), zaktadajac Pr (T [i] =x) = %, dla
kazdego 0 < i < n,

@ pesymistyczna ztozono$¢ czasowa: W (n) =2 |lgn] +1 = © (Ign),

@ ztozonos¢ pamieciowa: O (1).

Zadanie. Podaj doktadne oszacowanie $redniej ztozonosci czasowej algorytmu BinSearch.

Twierdzenie

Algorytm BinSearch jest optymalnym w sensie Srednim i pesymistycznym rozwigzaniem
postawionego problemu.
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Woyszukanie wskazanego elementu z uporzagdkowaniem Ztozonoé¢ i optymalnoséé algorytmu BinSearch

Uzasadnienie. Konstruujemy drzewo decyzyjne dla dowolnego algorytmu rozwiazujacego
problem wyszukania w uniwersum uporzadkowanym, np.

[ x=T[0] J[ x=T[1] J[ x=T[2] J[ x=T[3] J[ x=T[4] J[ x=T[5] J[ x=T[6] J[ x=T[7] J

Poniewaz drzewo decyzyjne zawiera n lisci i jest to drzewo binarne, to istnieje w takim
drzewie co najmniej jedna Sciezka od korzenia do jednego z wierzchotkéw zewnetrznych,
ktérej dtugos¢ wynosi co najmniej |lg n]. Stad kazdy algorytm, dziatajacy przez
poréwnania, dla rozwazanego problemu w przypadku pesymistycznym wykona co
najmniej |Ig n| poréwnan. Zatem metoda FindBin jest rozwigzaniem optymalnym.
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Woyszukanie wskazanego elementu z uporzagdkowaniem Algorytm wyszukiwania interpolacyjnego — szkic

Wyszukanie wskazanego
elementu

Algorytm wyszukiwania interpolacyjnego — szkic
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Woyszukanie wskazanego elementu z uporzagdkowaniem Algorytm wyszukiwania interpolacyjnego — szkic

Pomyst. Zauwazmy, ze w przypadku gdy elementy wektora T s3 roztozone réwnomiernie
na pewnym przedziale zbioru liczb naturalnych, to zachodzi nastepujaca zaleznos¢

idx — 1 x— T/

r—I T T[-TI[

stad punkt podziatu dla algorytmu wyszukiwania binarnego mozemy wyznaczy¢
dokfadniej

(=TI (1)

idx = [+ TH-T0

Dalej postepujemy analogicznie jak w algorytmie BinSerach.
Przyktad. Szukamy indeksu liczby 12 w tablicy T = [2,3,7,9,12, 15,23, 24].

o i 1 b o2 4 3 b a i s e 17
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Woyszukanie wskazanego elementu z uporzagdkowaniem Algorytm wyszukiwania interpolacyjnego — szkic

Fakt

Srednia ztozonos¢ czasowa algorytmu wyszukiwania interpolacyjnego mozna oszacowaé
przez O (lglg n).

Fakt

Pesymistyczng ztozonos$é czasowa algorytmu wyszukiwania interpolacyjnego mozna
oszacowac przez © (n).

| A

Pytanie. Czy ztozonos¢ pamieciowa algorytmu poszukiwania interpolacyjnego jest
istotnie rézna od ztozonosci pamieciowej algorytmu poszukiwan binarnych?
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Dodatek A — rozwigzanie réwnania A (Hoare, n, k)

Dodatek A — rozwiazanie
réwnania A (Hoare, n, k)
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Dodatek A — rozwigzanie réwnania A (Hoare, n, k)

Twierdzimy, ze A (n, k) = O(n), dla

0 dlan=1
n—k

An k) = n1+,1,(ZA(ni,k)+

i=1

z": A(i—17k—(n—i)—1)> dlan>1

i=n—k+42
Dowéd przez indukcje ze wzgledu na n, gdzie n € N* oraz ¢ > 0:

@ baza indukgji: dla n =1 zachodzi A(n, k) =0 < cn,
@ zatozenie indukcyjne: dla 1 < m < n zachodzi A (m, k) < cm,

@ teza indukcyjna: dla n > 1 zachodzi A(n, k) < cn.
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Dodatek A — rozwigzanie réwnania A (Hoare, n, k)

Dowdéd tezy indukcyjnej

n—k

Nlecha_ZA n—ik)+ Z A(i—1,k—(n—1i)—1), wtedy z zatozenia
i=1 i=n—k+2

indukcyjnego
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Dodatek A — rozwigzanie réwnania A (Hoare, n, k)

Dowdd tezy indukcyjnej c.d.

Stad dla n>1
A(nk) = n—-1+-«
1/3c , ¢
< _ (222
< n—-1+ (4 2>
= n+3—cn—£—1
- 4 2
< n+3:1—cn:(1+3;—c)n,
czyli A(n, k) < cn, dla ¢ > 4. Zatem A(n, k) = O (n), co konczy dowdd.
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Zadania éwiczeniowe
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Zada éwiczeniowe
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Zaimplementuj algorytm Partition.
Zaimplementuj algorytm Split.

PrzeprowadZ doswiadczalnie analize poréwnawcza efektywnosci algorytméw Partition i Split wzgledem liczby
nastepujacych operacji dominujacych:

1] operacja poréwnania elementéw wektora wejsciowego,

(2] operacja przestawienia elementéw wektora wej$ciowego..

Zaimplementuj algorytm Hoare'a z wybrang procedura podziatu.
Zaimplementuj algorytm 5-tek z wybrang procedurg podziatu.

Udowodnij, ze ztozonoéé czasowa w przypadku pesymistycznym algorytmu 5-tek przestaje byé rzedu
liniowego, gdy zamiast pigtek elementéw bedziemy analizowali 3-ki elementéw.

Przeprowadz doswiadczalnie analize poréwnawcza efektywnosci algorytméw Hoare'a i 5-tek dla wybranej
procedury podziatu.

Zaimplementuj algorytm Skoki co k.

Zaimplementuj algorytm wyszukiwania binarnego.

Zaimplementuj algorytm wyszukiwania interpolacyjnego.

Przeprowadz doswiadczalnie analize poréwnawczy efektywnosci algorytméw JumpSearch i BinSearch.
Zaproponuj algorytm rekurencyjny (oparty na schemacie ,dziel i zwycigezaj"), przyblizonego wyznaczania
miejsca zerowego dowolnej scisle rosnacej funkcji typu f : R — R. Uzasadnij poprawnosé algorytmu i oszacuj
jego ztozonosé.

Podaj przyktad danych wejsciowych rozmiaru n, dla ktérych:

(1] algorytm wyszukiwania binarnego wykona istotnie wigcej poréwnan niz algorytm Skoki co k, dla
optymalnego k,
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Zada éwiczeniowe

(2] algorytm wyszukiwania sekwencyjnego wykona w przyblizeniu tyle samo poréwnan co algorytm Skoki
co k, dla optymalnego k,

(3] algorytm wyszukiwania sekwencyjnego wykona w przyblizeniu tyle samo poréwnan co algorytm
wyszukiwania binarnego,

(%] algorytm wyszukiwania interpolacyjnego wykona © (n) poréwnan.

@ Rozwazmy zmodyfikowana wersje algorytmu Skoki co k, dla k = | /n|, gdzie n jest dtugoscia ciagu
wejéciowego. W miejscu sekwencyjnego przegladania k — 1 ostatnich elementéw wywotujemy rekurencyjnie

algorytm Skoki co k, dla k = {\/\_\/EJJ . Postepowanie powtarzamy rekurencyjnie dopdki k > 1, w p.p.

znalezli§my rozwigzanie. Zaimplementuj rozwazany algorytm. Oszacuj mozliwie doktadnie ztozonoéé czasowa
i pamigciowa metody.

@ Zaproponuj algorytm, ktéry dla danego n-elementowego wektora réznych liczb naturalnych i danej liczby
naturalnej x, wyznaczy wszystkie pary liczb (p, q), takie ze T [p] - T [q] = x. Przedyskutuj rézne rozwigzania
i oszacuj ich ztozonoéé:

@ gdy ciag jest dowolny,
@ gdy ciag jest uporzadkowany.

@ Niech S oraz T beda uporzadkowanymi rosnaco, n elementowymi wektorami liczb naturalnych i niech k

bedzie dang liczba naturalng. Zaproponuj mozliwie efektywny algorytm wyznaczajacy liczby i oraz j takie, ze
S[i] + T[j] = k. Uzasadnij poprawnosé rozwigzania i oszacuj jego koszt.

@ Niech S oraz T beda uporzadkowanymi malejagco wektorami ztozonymi odpowiednio z n oraz k liczb
naturalnych. Zaproponuj mozliwie efektywny algorytm wyznaczajacy mediang ciggu, powstatego z potaczenia
tablic S oraz T. Algorytm nie powinien wykorzystywaé dodatkowe]j pamieci (poza pamigcia potrzebng do

przechowywania danych).
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