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Notacja asymptotyczna — przypomnienie Rzedy funkcji

Niech f : N — RTU{0}ig:N— R*U{0} beda funkcjami takimi, ze:
f (n)

lim ——= = a,
n—oco g (n)
gdzie a € RT U {0}. Jezeli:
@ a =0, to méwimy, ze rzad funkgji f jest scisle mniejszy niz rzad funkcji g i
oznaczamy przez f < g,
@ a > 0, to méwimy, ze rzad funkgji f jest réwny rzedowi funkcji g (lub funkcje f i g
s3 tego samego rzedu) i oznaczamy przez f < g,
@ a = oo, to méwimy, ze rzad funkcji f jest scisle wigkszy niz rzad funkcji g i
oznaczamy przez f >~ g.
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Notacja asymptotyczna — przypomnienie Rzedy funkcji

Jezeli dla pewnej funkgji f znajdziemy funkcje g taka, ze f < g oraz:

@ g (n) = c, gdzie ¢ > 0 jest pewna stata, to f jest funkcja stata,

@ g (n) =log.n, gdzie c > 0 jest pewng stata i n > 1, to f jest funkcja
logarytmiczng (dla funkgcji log, n wprowadzamy oznaczenie Ig n),

@ g(n)= n%, gdzie ¢ > 1 jest pewnga stata, to f jest funkcjg pierwiastkowa (lub
podwielomianowg),

@ g (n) = n°, gdzie ¢ > 1 jest pewng staty, to f jest funkcjg wielomianowa
(szczegblnym przypadkiem funkcji wielomianowej jest funkcja liniowa),

@ g(n) = c", gdzie ¢ > 1 jest pewng staty, to f jest funkcja wyktadnicza,
@ g (n) =n", to f jest funkcja ponadwyktadnicza.

Jezeli ¢ > 1 jest pewng stata, to:

1
c=<log.n<n<<n=<nlgn=<n°<c"<n!=<n"

dla wszystkich dostatecznie duzych n.

N
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Notacja asymptotyczna — przypomnienie Ograniczenie z dotu

Niech f : N — R" U {0} i g: N — R" U {0} beda funkcjami. Jezeli f - g albo f < g,
to méwimy ze rzad funkgcji f jest réwny co najmniej rzedowi funkcji g (lub funkcja g
ogranicza z dotu funkcje f) i oznaczamy przez f = Q(g).

f(n)
cg(n)

Na przedstawionym rysunku f = Q(g), gdzie ¢ > 0 jest pewn3 stata.
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Notacja asymptotyczna — przypomnienie Ograniczenie z géry

Niech f : N — R" U {0} i g: N — R" U {0} beda funkcjami. Jezeli f < g albo f < g,
to méwimy ze rzad funkgcji f jest réwny co najwyzej rzedowi funkcji g (lub funkcja g
ogranicza z géry funkcje f) i oznaczamy przez f = O (g).

cg(n)
f(n)

Na przedstawionym rysunku f = O (g), gdzie ¢ > 0 jest pewna stata.
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Notacja asymptotyczna — przypomnienie Ograniczenie z dotu i z géry

Niech f : N - RT U {0} i g: N — R" U {0} beda funkcjami. Jezeli f < g, to méwimy
ze funkcja g ogranicza z dotu i z géry funkcje f i oznaczamy przez f = © (g).

c2.g(n)
f(n)

c1.g(n)

Na przedstawionym rysunku f = © (g), gdzie ¢ > 0 jest pewna stata.
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Notacja asymptotyczna — przypomnienie Funkcja Ig n!
Ograniczenie z gory:
n n
lgn! = IgHi < Ianz lgn" = nlgn,
i=1 i=1

czylilgn! < nlgn.
Ograniczenie z dotu:

Ig n!

.. " n "Inx
|ng=Z|ng/1 ngdX:/1 mdx
i—1 i—1

B xInx —x ">C nInn_C e n
o In2 L n2 gm

gdzie ¢ <1 jest pewna dodatnia stata, czyli Ign! > c- nlgn.

Poniewaz Ign! < nlgnilgn! > c-nlgn, dla0<c<1,tolgn! < nlgn, czyli
lgn! =© (nlgn).
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Algorytmy — podstawy

Algorytmy — podstawy
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Algorytmy — podstawy Intuicje

Algorytm i zagadnienia towarzyszace

brak algorytmu

‘ PROBLEM |
NIE
rozstrzygalnosc
TAK
‘ struktura dla algorytmu | poprawnosé algorytmu
‘ specyfikacja algorytmu | ‘ ztozonos¢ algorytmu
‘ ALGORYTM ‘ ROZWIAZANIE

i optymalnosé algorytmu !
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Algorytmy — podstawy Problemy nierozstrzygalne i rozstrzygalne

Nieformalnie o problemach nierozstrzygalnych ...

Problem nierozstrzygalny to zagadnienie, dla ktérego nie istnieje algorytm rozwiazania,
np:
@ problem Hamleta: “by¢ albo nie by¢, oto jest pytanie ...",

@ problem stopu: zaproponowac algorytm sprawdzajacy, czy dowolny inny algorytm
jest procesem skonczonym.

Zadanie. Poda¢ uzasadnienie dla nierozstrzygalnosci problemu stopu.

Nieformalnie o problemach rozstrzygalnych ...

Problem rozstrzygalny (algorytmiczny) to zagadnienie, dla ktérego istnieje skonczony
algorytm rozwigzania, np:

@ problem wyprania ubran w pralce automatycznej: dla okreslonej pralki, srodka
pioracego i sterty brudnych ubraf zaproponowa¢ algorytm ich wyprania,

@ problem elementu maksymalnego: zaproponowac algorytm wyszukujacy element
maksymalny w danym skonczonym, niepustym wektorze réznych liczb naturalnych.

Przedmiotem dalszych wspélnych rozwazan beda jedynie problemy algorytmiczne.
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Algorytmy — podstawy  Struktura dla algorytmu

Nieformalnie o strukturze dla algorytmu ...

Struktura dla algorytmu nazywamy ,Srodowisko” wykonania owego algorytmu zadane
bezposrednio charakterystyka rozwigzywanego problemu algorytmicznego.

4

Formalnie o strukturze dla algorytmu .

Struktura dla algorytmu nazywamy system algebraiczny

S=(U,00,01,02,...,fn,1,...,Im),

gdzie U jest uniwersum a o;j, rj, dla 0 <7 < noraz 0 < j < m, to odpowiednio operacje
i relacje w zbiorze U, ktéry pozwala na wyrazenie charakterystyki rozwigzywanego
problemu.

Przyktad. Struktura dla problem elementu maksymalnego: S = (N, +, <).

Uwaga! W dalszej czes$ci wyktadu podczas konstrukgji algorytméw bedziemy domyslinie
zaktadali dostepno$¢ podstawowych struktur algebraicznych i co za tym zwykle
bedziemy podawac jedyni ich niezbedne rozszerzenie.
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Algorytmy — podstawy Pojecie algorytmu

Nieformalnie o algorytmie ...

Algorytm* to metoda postepowania, ktéra w danym ,$rodowisku” prowadzi do
rozwigzania postawionego problemu algorytmicznego, czyli intuicyjnie

algorytm (problem) = rozwiazanie.

Przykfad. Algorytm dla problemu wyprania ubran w pralce automatyczne:

@ witacz pralke, zataduj ubrania i nasyp proszek,

@ jezeli ubrania s3 bardzo brudne, to nastaw program z zakresu VII-XII, w
przeciwnym przypadku nastaw program z zakresu I-VI,

odkre¢ zawér doprowadzajacy wode do pralki,
nacisnij przycisk START,
dopdki nie zaswieci sie kontrolka KONIEC, nie przeszkadzaj pralce w pracy,

zakre¢ zawér doprowadzajacy wode do pralki,

wyjmij ubrania, wytacz pralke.

* okreslenie algorytm wywodzi sie od nazwiska matematyka perskiego Muhammed'a ibn Musa
Alchwarizmi (przetom VIII i IX wieku).
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Algorytmy — podstawy Pojecie algorytmu

Formalnie o algorytmie ...

Algorytm (metoda, procedura) nad strukturg S = (U, 00,01,02,...,rn,r1,...,Im) tO
skonczony ciag ,,czynnosci”’, ktére pozwalaja przeksztatci¢ zadany zbiér elementéw
wejsciowych IN C U (inaczej informacje wejsciowe, dane wejsciowe, argumenty
algorytmu) w zbi6r elementéw wyjsciowych OUT C U (inaczej informacje wyjsciowe,
dane wyjsciowe, rezultat algorytmu).

Przykfad. Algorytm znajdowania elementu maksymalnego w niepustym wektorze
(tablicy) T réznych liczb naturalnych dtugosci n:

@ dane wejéciowe: T — wektor wejsciowy, n — rozmiar (dtugos¢) wektora T,
@ dane wyjSciowe: max — element maksymalny wektora T,
@ algorytm MAX:
@ przypisz zmiennej max wartos¢ T [0],
o jezeli warto$¢ zmiennej max jest mniejsza niz warto$¢ 2-go elementu wektora,
to przypisz zmiennej max warto$¢ owego elementu,
o jezeli warto$¢ zmiennej max jest mniejsza niz warto$¢ 3-go elementu wektora,
to przypisz zmiennej max warto$¢ owego elementu,

jezeli warto$¢ zmiennej max jest mniejsza niz warto$¢ n-go elementu
wektora, to przypisz zmiennej max warto$¢é owego elementu,
o zwr6¢ jako wynik warto$¢ zmiennej max.
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Algorytmy — podstawy Zapis algorytmu

Schematem blokowym algorytmu nazywamy skonczony graf skierowany o ustalonej
sktadni i semantyce krawedzi oraz wierzchotkéw, reprezentujacy sposéb dziatania
rozwazanej metody.

Przykfad. Algorytm znajdowania elementu maksymalnego w niepustym wektorze
(tablicy) T réznych liczb naturalnych dtugosci n:

Max(int T[], int n)

intir=1, max:=T[0]

return max T
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Algorytmy — podstawy Zapis algorytmu

Implementacja algorytmu nazywamy zapis sposobu dziatania rozwazanej metody w
danym jezyku (pseudokodzie) o ustalonej sktadni i semantyce.

Przyktad. Algorytm znajdowania elementu maksymalnego w niepustym wektorze
(tablicy) T roznych liczb naturalnych dtugosci n:

1 int Max(int T[], int n) {

2 int i:=1, max:=T[0];

3

4 wvhile (i<n) {

5 if (max<T[i]) max:=T[i];
6 ir=i+1;

7 }

8 return max;

9

}

Uwaga! W dalszej czesci wyktadu bedziemy analizowali algorytmy zapisane gtéwnie w
postaci implementacyjnej w pseudokodzie o sktadni i semantyce zblizonej do jezykéw
programowania C, C++, Java (z wyjatkiem np. instrukcji przypisania i symbolu relacji
réwnosci).
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Algorytmy — podstawy Poprawnosé algorytmu

Nieformalnie o poprawnosci algorytmu ...
Algorytm jest poprawny, jezeli w przyjetym ,Srodowisku” wykonania realizuje zamierzenia
opisane relacja miedzy danymi wej$ciowymi a danymi wyjsciowymi, czyli rozwigzuje
postawiony problem.

| A\

Definicja
Specyfikacja algorytmu nazywamy pare (WP, WK) , dla WP bedacego warunkiem

poczatkowym i WK jest warunkiem koricowym algorytmu, gdzie posta¢ obu warunkéw
jest podyktowana sformutowaniem rozwigzywanego problemu.

Przykfad. Specyfikacja algorytmu Max:

1 int Max(int T[], int n) { | WP :T jest niepustym wektorem
réznych liczb naturalnych, n € N*, |T| =n
2 int i:=1, max:=T[0];

8 return max; | WK : Max (T, n) = max, gdzie max jest
maksymalnym elementem wektora T
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Algorytmy — podstawy Poprawnosé algorytmu

Algorytm Alg dziatajacy w strukturze S jest czesciowo poprawny ze wzgledu na
specyfikacje (WP, WK) wtedy i tylko wtedy, gdy dla wszystkich danych wejsciowych,
ktére spetniajg warunek poczatkowy WP, jezeli algorytm Alg zatrzyma sig, to uzyskane
dane wyjéciowe spetniaja warunek koncowy WK.

Pytanie. Czy algorytm Max jest czesciowo poprawny w strukturze S = (N, +, <)?

Algorytm Alg dziatajacy w strukturze S jest catkowicie poprawny (poprawny) ze
wzgledu na specyfikacje (WP, WK) wtedy i tylko wtedy, gdy dla wszystkich danych
wejsciowych, ktére spetniaja warunek poczatkowy WP algorytm Alg zatrzyma sig i
uzyskane dane wyjsciowe spetniaja warunek koricowy WK.

Pytanie. Czy algorytm Max jest catkowicie poprawny w strukturze S = (N, +, <)?
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Algorytmy — podstawy Poprawnosé algorytmu

Kazdy algorytm, ktéry jest catkowicie poprawny jest takze cze$ciowo poprawny, ale nie
kazdy algorytm, ktéry jest czesciowo poprawny jest takze catkowicie poprawny.

| A\

Definicja

Algorytm Alg ma (spetnia) wtasnosé stopu wtedy i tylko wtedy, gdy zatrzymuje sie dla
dowolnych danych wejsciowych spetniajacych warunek poczatkowy WP.

Aby dowie$¢ poprawnosci catkowitej algorytmu wystarczy:

@ udowodni¢ jego poprawno$¢ czesciowy,

@ wykaza¢ wiasnos¢ stopu algorytmu.
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Algorytmy — podstawy Poprawnosé algorytmu

Czy ustalenie wtasnosci poprawno$ci nawet trywialnego algorytmu iteracyjnego jest
zadaniem prostym ... niestety nie! Dla niektérych algorytméw wtasno$é poprawnosci
zalezy od poprawnosci dotychczas nierozwigzanych hipotez.

Przyktad. Rozwazmy algorytm realizujacy nastepujacy ciag operacji:

1 bool Collatz(int n) { | WP:neN
2 int i:=n;

3

4 while (i>1) {

5 if (i mod 2=0) i:=i/2;

6 else i:=3*i+1;

7 }

8 return TRUE; | WK : Collatz (n) = TRUE
9 }

Hipoteza Collatza

Dla dowolnej liczby naturalnej dodatniej n prawda jest, ze Collatz (n) = TRUE.
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Algorytmy — podstawy Poprawnosé algorytmu

Zat6zmy, ze hipoteza Collatz'a jest fatszywa, wtedy:

@ algorytm Collatz jest czeSciowo poprawny,

@ algorytm Collatz nie jest catkowicie poprawny (brak wtasnosci stopu).
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Algorytmy — podstawy Koszt algorytmu

Operacja dominujaca w algorytmie nazywamy ten jego element, ktérego wykonanie
uwazamy za najbardziej kluczowe z punktu widzenia np. implementacji realizacji w
danym Srodowisku obliczeniowym.

Pytanie. Ktéra z operacji w algorytmie Max powinni$my uznaé za dominujaca, jezeli
algorytm implementujemy i uruchamiamy na standardowym komputerze klasy PC?

return max;

1 int Max(int T[], int n) {

2 int i:=1, max:=T[0];

3

4 vhile (i<n) { | operacja poréwnania
5 if (max<T[i]) max:=T[i];«———| operacja poréwnania, operacja przypisania
6 i:=i+1; | operacja przypisania, operacja dodawania
7 }

8

9

}
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Algorytmy — podstawy Koszt algorytmu

Niech Alg bedzie algorytmem oraz d beda ustalonymi danymi wejsciowymi dla tego
algorytmu. Koszt czasowy wykonania algorytm Alg dla danych wejsciowych d jest to
liczba operacji dominujacych jakie wykonuje rozwazany algorytm na rozwazanych
danych wejsciowych. Koszt czasowy oznaczamy przez t (Alg, d).

Pytanie. Jaki jest koszt czasowy algorytmu Max dla danych wejsciowych d = (T, n),
gdzie n = 1007

Niech Alg bedzie algorytmem oraz d beda ustalonymi danymi wejsciowymi dla tego
algorytmu. Koszt pamieciowy wykonania algorytm Alg dla danych wejsciowych d jest to
liczba dodatkowych jednostek pamieci jakie s3 niezbedne do wykonania rozwazanego

algorytmu na rozwazanych danych wejSciowych. Koszt pamieciowy oznaczamy przez
s (Alg,d).

Pytanie. Jaki jest koszt pamieciowy algorytmu Max dla danych wejsciowych d = (T, n),
gdzie n = 1007

Uwaga! W dalszej czesci wyktadu bedziemy uzywali skroconej notacji ztozonosci t (d) i
s (d) jezeli bedzie to jednoznaczne.
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Algorytmy — podstawy Ztozonoéé algorytmu

Ztozonos¢ czasowa algorytmu Alg to liczba operacji dominujacych jakie wykonuje
rozwazany algorytm na danych wejsciowych rozmiaru n, wyrazona jako funkcja rozmiaru
tych danych. Ztozono$¢ czasowa oznaczamy przez T (Alg, n).

Pytanie. Jaka jest ztozonos¢ czasowa algorytmu Max?

Pytanie. Jakie jest ograniczenie dolne ztozonosci czasowej algorytmu Max?

Ztozonos¢ pamieciowa algorytmu Alg to liczba dodatkowych jednostek pamieci jakie sa
niezbedne do wykonania rozwazanego algorytmu na danych wejsciowych rozmiaru n,
wyrazona jako funkcja rozmiaru tych danych. Ztozono$é pamieciowa oznaczamy przez
S (Alg, n).

Pytanie. Jaka jest ztozono$¢ pamieciowa algorytmu Max?
Pytanie. Jakie jest ograniczenie gérne ztozonosci czasowej algorytmu Max?

Uwaga! W dalszej czesci wyktadu bedziemy uzywali skréconej notacji ztozonosci T (n) i
S (n) jezeli bedzie to jednoznaczne.
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Algorytmy — podstawy Ztozonoéé algorytmu

Czy ztozono$¢ czasowa algorytmu mozna zawsze podaé w sposéb doktadny ... niestety
niel Dla niektérych algorytméw, ztozono$¢ czasowa jest funkcja nie tylko rozmiaru
danych wejsciowych ale i ich postaci.

Przykfad. Nieco inny algorytm dla rozwazanego problemu:

1 int ModifiedMax(int T[], int n) {«———————| WP :T jest niepustym wektorem

réznych liczb naturalnych, n € N*, |T|=n
2 int i:=1, max:=T[0];
3
4 vhile (i<n) {
5 if (max<T[i]) max:=T[i];
6 if (T[i] mod 2=1) { T[i]:=T[i]-1; i:=0; } else i:=i+1;
7 }
8 return max; | WK : ModifiedMax (T, n) = max, gdzie max
maksymalnym elementem wektora T
9 }

Pytanie. Jaka jest ztozonos¢ czasowa algorytmu ModifiedMax, jezeli operacja
dominujacy jest czynno$¢ poréwnywania wartosci elementéw wektora wejsciowego z
warto$cig zmiennej max?
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Algorytmy — podstawy Ztozonoéé algorytmu

Pesymistyczna ztozonos¢ czasowa algorytmu Alg, oznaczona przez W (Alg, n) jest réwna

W (Alg,n) = max{t (Alg,d) : d € Dn},

gdzie D, jest zbiorem wszystkich danych wejsciowych rozmiaru n dla problemu, ktéry
rozwigzuje algorytm Alg.

Definicja

Srednia (oczekiwana) ztozonos¢ czasowa algorytmu Alg, oznaczona przez A (Alg, n) jest
réwna

A(Alg,n)= Y p(d)t(Alg,d),

deDp

gdzie D, jest zbiorem wszystkich danych wejéciowych rozmiaru n dla problemu, ktéry
rozwiazuje algorytm Alg, a p (d) jest prawdopodobiefstwem wystapienia danych d.

Uwaga! W dalszej czesci wyktadu bedziemy uzywali skréconej notacji ztozonosci W (n)
i A(n) jezeli bedzie to jednoznaczne.
Pytanie. Jaka jest $rednia i pesymistyczna ztozono$¢ czasowa algorytmu Max oraz
ModifiedMax, jezeli operacja dominujaca jest czynno$é poréwnywania wartosci
elementéw wektora wejsciowego z warto$cia zmiennej max?
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Algorytmy — podstawy Ztozonoéé algorytmu

Algorytm nazywamy efektywnym jezeli jego ztozono$¢ czasowa i pamieciowa jest co
najwyzej wielomianowa wzgledem rozmiaru danych wejsciowych.

Przyktad. Rozwazmy trzy algorytmy Algy, Algs i Algs rozwigzujace ten sam problem,
gdzie
T (Algi,n) =lgn, T (Alga,n)=n> T(Algs,n)=2".

Uruchamiamy réwnolegle rozwazane algorytm dla identycznych danych wejsciowych d
rozmiaru n na trzech jednakowych komputerach, ktére dla uproszczenia wykonuja jedna
operacje dominujaca na sekunde. Jak dtugo bedziemy oczekiwali na wynik obliczen?

@ dla n=238, t(Alg1,d) = 3 sek., t (Alg2,d) = 64 sek., t (Algs, d) = 256 sek.
@ dla n =16, t(Alg1,d) = 4 sek., t (Alg2,d) = 256 sek., t (Algs, d) =~ 18,2 godz.
@ dla n=32, t(Alg1,d) =5 sek., t(Alg:,d) ~ 17,1 min., t (Algs, d) ~ 136, 2 lat!

Pytanie. lle lat zajmie wykonania algorytmu Algs dla danych d rozmiaru 647
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Algorytmy — podstawy Optymalnoéé algorytmu

Niech T (n) bedzie funkcja ztozonosci czasowej algorytmu Alg rozwiazujacego pewien
problem P dla danych wejsciowych rozmiaru n. Algorytm Alg nazywamy asymptotycznie
optymalnym rozwigzaniem problemu P jezeli nie istniej algorytm Alg™, o pesymistycznej
ztozonosci czasowej W™ (Alg™, n), rozwigzujacy problem P taki, ze

W= (Alg™,n) < T (n).

Definicja

Niech T (n) bedzie funkcja ztozonosci czasowej optymalnego algorytmu Alg
rozwigzujacego pewien problem P dla danych wejsciowych rozmiaru n. Algorytm Alg*
nazywamy asymptotycznie optymalnym, w przypadku Srednim, rozwigzaniem problemu
P jezeli A(Alg*,n) < T (n).

| A\

Definicja

Niech T (n) bedzie funkcja ztozonosci czasowej optymalnego algorytmu Alg
rozwigzujacego pewien problem P dla danych wejsciowych rozmiaru n. Algorytm Alg™
nazywamy asymptotycznie optymalnym, w przypadku pesymistycznym, rozwigzaniem
problemu P jezeli W (Alg™, n) < T (n).
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Algorytmy — podstawy Optymalnoéé algorytmu

Kazdy algorytm optymalny w przypadku pesymistycznym jest algorytmem optymalnym
dla zadanej klasy probleméw, ale nie kazdy algorytm optymalny w przypadku $rednim
jest algorytmem optymalnym dla zadanej klasy probleméw.
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Algorytmy iteracyjne — przyktad Problem, struktura i specyfikacja algorytmu

Algorytmy iteracyjne — przyktad

Problem, struktura i specyfikacja algorytmu
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Algorytmy iteracyjne — przyktad Problem, struktura i specyfikacja algorytmu

Problem
Poda¢ algorytm iteracyjny Alg (n) obliczajacy silnig liczby naturalnej n.

Struktura dla algorytmu
Struktura dla algorytmu iteracyjnego Alg: (N, +, -, <).

Specyfikacja algorytmu

Specyfikacje algorytmu Alg stanowi para (WP, WK), gdzie warunki poczatkowy i
koncowy sa postaci kolejno:

@ WP:neN,

@ WK : Alg(n) = n!
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Algorytmy iteracyjne — przyktad Algorytm iteracyjny Silnia

Algorytmy iteracyjne — przyktad

Algorytm iteracyjny Silnia
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Algorytmy iteracyjne — przyktad Algorytm iteracyjny Silnia — implementacja

Rozwigzanie problemu — algorytm iteracyjny Silnia:

int Silnia(int i) { | WP:neN
int i:=0, s:=1;

while (i<n) {
i:=i+1;
s:=s*i;
}
return s; | WK :Silnia (n) = n!

O 0 N U WN
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Algorytmy iteracyjne — przyktad Poprawno$é czeéciowa algorytmu

Dowéd czesciowej poprawnosci algorytmu metodg niezmiennikéw:

1 int Silnia(int n) { |neN
2 int i:=0, s:=1; [(i=0As=1)=(l=1As=1)=s=]i
3 | ustalenie niezmiennika: NZ : s = /!
4 while (i<n) { | weryfikacja niezmiennika: s = j!
5 ir=i+1; |(s=ilni=i+1)=s=(i—1)!
6 si=s*i; | odtworzenie niezmiennika: (s = (i — 1) As:=s-1)
St (i-1)l=s=il>NZ:s=il
7 } [ (NZA=(i<n)=(s=ilANi>n)
=>*(s=ilANi=n)=s=nl
8 return s; | s = n! = Silnia(n) = n!
9 1}

Algorytm iteracyjny Silnia jest czesciowo poprawny wzgledem specyfikacji (WP, WK).

* poniewaz z warunku poczatkowego n € N oraz tuz po inicjalizacji zmiennych i = 0 jak i w
kazdej iteracji rozwazanej petli zmienna i inkrementowana jest o warto$¢ réwna 1, to ostatecznie
i = n. Stad warunek i > n mozna wzmocnié¢ do postaci i = n.
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Algorytmy iteracyjne — przyktad Poprawnosé catkowita algorytmu

Dowéd wiasnosci stopu algorytmu przez indukcje wzgledem wartosci argumentu n € N:
@ baza indukcji: dla n = 0 i inicjalizacji zmiennej i := 0, nie jest spetniony warunek
dozoru petli iteracyjnej i < n, stad algorytm Silnia zatrzymuje sie,

@ zafozenie indukcyjne: dla 0 </ < n algorytm Silnia spetnia wtasnos¢ stopu,

@ teza indukcyjna: dla n > 1 algorytm Silnia spetnia wtasnos¢ stopu.

Dowdéd tezy indukcyjnej

Z zatozenia indukcyjnego algorytm Silnia spetnia wtasnosé stopu dla dowolnego

0 < i < n. Zatem, wykonanie algorytmu Silnia (n — 1) jest skofczone. Dalej z tresci
petli iteracyjnej i := i + 1 oraz warunku dozoru petlii < n wynika, ze wykonanie
algorytmu Silnia (n) jest o jeden krok iteracyjny dtuzsze od wykonania algorytmu

Silnia (n — 1). Stad wykonanie algorytmu Silnia (n) jest skonczone dla dowolnego n > 1.

v

Whiosek
Poniewaz algorytm iteracyjny Silnia jest czeSciowo poprawny i spetnia wtasnos¢ stopu, to
jest catkowicie poprawny wzgledem specyfikacji (n € N, Silnia(n) = n!).
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Algorytmy iteracyjne — przyktad Ztozonoéé algorytmu

Ztozonos¢ czasowa algorytmu

@ operacja dominujaca: mnozenie liczb naturalnych,

@ liczba operacji dominujacych niezbednych do wykonania algorytmu zalezy jedynie
do rozmiaru danych wejsciowych, nie za$ od ich postaci, stad: A(n) = W (n).

@ liczba operacji dominujacych niezbednych do wykonania algorytmu dla wartosci
argumentu n: n—1,

@ oszacowanie ztozonosci czasowej wzgledem wartosci argumentu n:
T(n)=n—1=0(n),

@ oszacowanie ztozonosci czasowej wzgledem liczby bitéw o = [lg (n + 1)]
niezbednych do zapisania wartosci argumentu n: T (n) = © (2%),

v

Ztozono$¢ pamieciowa algorytmu

@ ilos¢ pamieci dodatkowej niezbednej do wykonania algorytmu dla wartosci
argumentu n: 2 zmienne dodatkowe,

@ oszacowanie ztozonosci czasowej wzgledem wartosci argumentu n: S (n) = © (1),

@ oszacowanie ztozonosci czasowej wzgledem liczby bitéw o = [lg (n + 1)]
niezbednych do zapisania wartosci argumentu n: S (n) = © (1).
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Algorytmy rekurencyjne — przyktad Problem, struktura i specyfikacja algorytmu

Algorytmy rekurencyjne —
przyktad

Problem, struktura i specyfikacja algorytmu
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Algorytmy rekurencyjne — przyktad Problem, struktura i specyfikacja algorytmu

Problem
Poda¢ algorytm rekurencyjny Alg (n) obliczajacy silnie liczby naturalnej n.

Struktura dla algorytmu
Struktura dla algorytmu rekurencyjnego Alg: (N, +,-,=) .

Specyfikacja algorytmu

Specyfikacje algorytmu Alg stanowi para (WP, WK), gdzie warunki poczatkowy i
koncowy sa postaci kolejno:

@ WP:neN,

@ WK : Alg(n) = n\.
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Algorytmy rekurencyjne — przyktad Algorytm rekurencyjny Silnia

Algorytmy rekurencyjne —
przyktad

Algorytm rekurencyjny Silnia
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Algorytmy rekurencyjne — przyktad Algorytm rekurencyjny Silnia — implementacja

Rozwigzanie problemu — algorytm rekurencyjny Silnia:

1 int Silnia(int n) { | WP:neN
2 if (n=0)

3 return 1; | WK :Silnia (n) = n!
4 else

5 return Silnia(n-1)*n; | WK :Silnia(n) = n!
6 }

Pawet Rembelski (PJWSTK) Algorytmy i struktury danych 4 pazdziernika 2009 41 / 49



Algorytmy rekurencyjne — przyktad Poprawno$é czeéciowa algorytmu

Dowéd czesciowej poprawnosci algorytmu przez indukcje wzgledem wartosci argumentu
neN:

1 int Silnia(int n) { | WP:neN
2 if (n=0)

3 return 1; | baza indukgciji: Silnia(n) =1,dla n=0
4 else | zatozenie indukcyjne: Silnia(i —1) = (i —1)!,dla0<i<n
5 return Silnia(n-1)#n;«—— | teza indukcyjna: Silnia(n) =n!, dla n >1
6 Y

Dowdd tezy indukcyjne;

W wierszu 5-tym algorytmu mamy Silnia (n) := Silnia(n — 1) - n, stad i z zatozenia
indukcyjnego Silnia (n) := (n — 1)! - n, zatem Silnia (n) = n!, dla dowolnego n > 1.

Z bazy indukcji oraz tezy indukcyjnej wynika, ze Silnia (n) = n!, dla dowolnego n € N, co
dowodzi poprawnosci warunku kohcowego rozwazanego algorytmu WK :Silnia (n) = n.

Algorytm rekurencyjny Silnia jest czeSciowo poprawny wzgledem specyfikacji (WP, WK).
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Algorytmy rekurencyjne — przyktad Poprawnosé catkowita algorytmu

Dowéd wiasnosci stopu algorytmu przez indukcje wzgledem wartosci argumentu n € N:

@ baza indukcji: dla n = 0 wykonana jest pierwsza czes$¢ instrukcji warunkowej, stad
algorytm Silnia zatrzymuje sie,

@ zafozenie indukcyjne: dla 0 </ < n algorytm Silnia spetnia wtasnos¢ stopu,

@ teza indukcyjna: dla n > 1 algorytm Silnia spetnia wtasnos¢ stopu.

Dowdéd tezy indukcyjnej

Z zatozenia indukcyjnego algorytm Silnia spetnia wtasnos¢ stopu dla dowolnego

0 < i < n. Zatem, wykonanie algorytmu Silnia (n — 1) jest skoficzone. Dalej z tresci
algorytmu Silnia (n) := Silnia(n — 1) - n wynika, ze wykonanie algorytmu Silnia (n) jest o
jeden krok rekurencyjny dtuzsze od wykonania algorytmu Silnia (n — 1). Stad wykonanie
algorytmu Silnia (n) jest skonczone dla dowolnego n > 1.

Whiosek

Poniewaz algorytm rekurencyjny Silnia jest czeSciowo poprawny i spetnia wtasnosc¢
stopu, to jest catkowicie poprawny wzgledem specyfikacji (n € N, Silnia(n) = n!).
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Algorytmy rekurencyjne — przyktad Ztozonoéé algorytmu

Ztozonos¢ czasowa algorytmu

@ operacja dominujaca: mnozenie liczb naturalnych,

@ liczba operacji dominujacych niezbednych do wykonania algorytmu zalezy jedynie
do rozmiaru danych wejsciowych, nie za$ od ich postaci, stad: A(n) = W (n).

@ liczba operacji dominujacych niezbednych do wykonania algorytmu dla wartosci
argumentu n: n—1,

@ oszacowanie ztozonosci czasowej wzgledem wartosci argumentu n:
T(n)=n—1=0(n),

@ oszacowanie ztozonosci czasowej wzgledem liczby bitéw o = [lg (n + 1)]
niezbednych do zapisania wartosci argumentu n: T (n) = © (2%),

@ ilos¢ pamieci dodatkowej niezbednej do wykonania algorytmu dla wartosci
argumentu n: brak zmiennych dodatkowych,

@ oszacowanie ztozonosci czasowej wzgledem wartosci argumentu n: S (n) = © (1),

@ oszacowanie ztozonosci czasowej wzgledem liczby bitéw o = [lg (n + 1)]
niezbednych do zapisania wartosci argumentu n: S (n) = © (1).
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Algorytmy rekurencyjne — przyktad Ztozonoéé algorytmu

Ztozono$¢ pamieciowa algorytmu z uwzglednieniem kosztéw rekursji

@ ilos¢ pamieci dodatkowej niezbednej do wykonania algorytmu dla wartosci
argumentu n: stos wywotan rekurencyjnych wysokosci n,

@ oszacowanie ztozonosci czasowej wzgledem wartosci argumentu n:
S (Silnia, n) = © (n),

@ oszacowanie ztozonosci czasowej wzgledem liczby bitéw o = [lg (n + 1)]
niezbednych do zapisania wartosci argumentu n: S (Silnia, n) = © (2%).

v

Uwaga! W dalszej czesci wyktadu bedziemy domysinie analizowali ztozonos¢ algorytmow
rekurencyjnych z uwzglednieniem kosztéw rekursji.
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Dodatek A — twierdzenie o rekursji uniwersalne

Dodatek A — twierdzenie o
rekursji uniwersalnej
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Dodatek A — twierdzenie o rekursji uniwersalnej Twierdzenie o rekursji uniwersalnej

Twierdzenie o rekursji uniwersalnej

Niech a > 1, b > 1 beda statymi, f : N — R" U {0} pewna funkcja i nich T (n)
réwnaniem rekurencyjnym ztozonosci pewnego algorytmu, postaci

n
T(n)=aT (3)+f(n),
gdzie ¢ traktujemy jako L%J albo (ﬂ wtedy:
o jezeli f (n) = O (n'&6°~) dla pewnej stafej ¢ > 0, to
T(n)=© (n'°g" a) ,
o jezeli f (n) = © (n'°&s?) | to

T(n)=0© (n'°gba Ig n) ,
o jezeli f (n) = Q (n'862*) dla pewnej statej € > 0, to
T(n)=0(f(n),

pod warunkiem, ze af () < cf (n) dla pewnej statej ¢ < 1 i wszystkich
dostatecznie duzych n.
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Zadania éwiczeniowe

Zadania éwiczeniowe
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Zadania éwiczeniowe

o Uporzadkuj malejaco nastepujace funkcje zmiennej n wzgledem ich rzedéw:

@ fi(n)=lgn?, fa(n)=nlgnl, f5(n)=n3+n,
© fi(n)=r’lg3n, fo(n)=2%" f(n)=va",
1
1 2\ 3
© A(m)=nZ tign fa(n)=lgn, fn) =27 fa()=n? (nsn3 )7,
Q A =n1+n)?, fa(n)=n3Ig3(n), fa(n) =n", fa(n) = 22"
e Okresl, ktére z podanych ograniczen funkcji f (n) sa poprawne:

© =0V, f(m=0(ndign) ., f(m=2(]3 1),
gdzie f (n) = nsin? (n),

@ f(n)=0©(nlgn), f(n):O(nIg3), f(n)=Q(nVn),
gdzie f (n) =g V",

9 rm=0(4), f(n):o(nlgn2""> , F(n)=Q(n),
gdzie f (n) = n? |sin (n)],

o f(n):e((lg%"f) , f(n)=0(vn), f(n):Q(1—n*1),
gdzie f (n) = Ig ny/n.

e Ktére z nastepujacych wtasnoséci sa prawdziwe i dlaczego?
n
O > igi=0q(n).
i=1
n
Q 15> i=0(vn).
i=1

o Oszacuj za pomocg notacji © i uporzadkuj niemalejaco, ze wzgledu na rzad wielkosci, nastepujace funkcje
zmiennej n:
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f1(n) =1g2 (3n), fo(n) =nlgn!'+n, f3(n) =+/n+n, f4(n):3ﬁ+n|gn, fs (n) =

ny/cos? (n), fg (n) = 2 +2,

f1 (n) = n? + sin? (g) , fa(n)=lgn3+n, f3(n)=2"+Ign!, fa(n)=nlgn+2yn, f5(n)=
8l8m 4 n, fo(n) =lglg n?,

f1(n)=3%2"4+3" £ (n):lgn+n%, fs (n) = n3Ig n + n? [sin (2n)| , fa (n) = 2" + n2'€" f5 (n) =
Veos T (m) + g2 (n), fo (n) = Ign®®" + &,

fi(n)=nl+nlgn, f(n) =203 +3", f3(n) =nlgnl +n?, fa(n)=3YV""2_n7 f(n)=

3 sin (n)| + n, fg (n) =37 33774,

© O © o

e Ktéra z wymienionych wtasnoséci jest prawdziwa, jezeli wiadomo, ze:
@ g(n)=0O(f(m)ih(n)=O(f(n),
@ g(n)=Q(f(n)ih(n)=Q(f (n)),

)
gdzie f (n), g (n), h(n) sa funkcjami okreslonymi w zbiorze liczb naturalnych o wartoéciach w zbiorze liczb
rzeczywlstych dodatnich:

Q g (n)+h(n)=0(f(n),
O g(n)—h(n)=Q(f (n),
© g(n)-h(n)=O(f (n)),
Q &(n)/h(n)=Q(f (n)) dla h(n) #0

e Niech Alg bedzie algorytmem, ktérego ztozonoéé wyraza si¢ pewna funkcja f (n), gdzie n jest rozmiarem
danych wejsciowych. Czas wykonania algorytmu Alg dla danych rozmiaru x na komputerze K wynosi t
sekund.

@ lle czasu zajmie wykonanie algorytmu Alg dla danych rozmiaru p-krotnie mniejszego na komputerze
K?

@ Jaki jest maksymalny rozmiar danych, jakie algorytm Alg mozne przetworzyé na komputerze K w
ciggu t’ sekund?

@ Oblicz czas, w jakim komputer K’, p/-krotnie szybszy od komputera K, obliczy rezultat algorytmu
dla danych wejsciowych rozmiaru x’,
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Zadania éwiczeniowe

gdzie:

@ f(n)=lgn, x=128, t=7, p=2, t' =20, p’ =8, x’ =512,

(2] f(n)=n%, x=4, t=10, p=4, t' =250, p’ =5, x' =50,

© f(n)=2", x=6,t=64, p=3,t' =40, p' =4, x' =8.

o Niech Algy, Algs i Algz beda algorytmami o nastepujacej ztozonosci czasowej wzgledem danych rozmiaru n:

@ T (Alg1,n)=0©(nlgn),
© A(Algz, n) = ©(n), W(Alg2,n) = O (n?),
© A(Algs, n) = © (v/n), W (Algs,n) = Q (nlg n).

Okre$l mozliwie doktadnie ztoZzono$é czasowg nastepujacych algorytméw:

o
void Algorytm(int n) {
for (i:=0;i<n;i:=i+1)
Algi(n);
¥
(2]
void Algorytm(int n) {
for (i:=0;i<n;i:=i+1) {
Alg2(n);
Alg3(n);
i
¥
(3]

void Algorytm(int n) {
for (i:=0;i<n;i:=i+1)
Algi(n);

for (i:=0;i<n;i:=i+1) {
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Alg2(n);
Alg3(n);
¥
¥

(%)
void Algorytm(int n) {
for (i:=0;i<n;i:=i+1) {
Algi(n);
for (j:=0;j<n;j:=j+1) {
Alg2(n);
Alg3(n);
¥
¥
}

void Algorytm(int n) {
for (i:=0;i<n;i:=i+1)
Algi(n);

for (i:=0;i<lg(n);i:=i+1) {
Alg2(n);
Alg3(n);
¥
¥

void Algorytm(int n) {
for (i:=0;i<n;i:=i+1) {
Algi(n);
for (j:=0;j<n*1lg(n);j:=j+1) {
Alg2(n);
Alg3(n);
¥
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v b

0 Dla podanej ponizej funkcji Run, warunku poczatkowego a € N, b € N uzasadnij, ze formuta s -
jest niezmiennikiem petli w tym algorytmie oraz ustal warunek koficowy. Co jest wynikiem dziatania tej

funkcji? Jaka jest jej ztozonoéé czasowa wyrazona wzgledem wielkosci liczb a i b?
| WP:a€eN, beN

int RUN(int a, int b) {
int s:=1, p:=a, w:=b;

while (w>0) {
if (w mod 2=0) {
P:=P*P;
wi=w/2;
} else {

| WK : 2

return s;

¥

e Nastgpu]acy algorytm oblicza kwadrat liczby naturalnej n. Udowodnij, ze formuta
i<2n—1,i=2k—1,s= k2 jest niezmiennikiem petli w podanym algorytmie.

| WP: neN\{0}

int SQR(int n) {
int s:=1, i:=1, k:=1;

wlule (i<2n-1) {

4 pazdziernika 20
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| WK : s =n?

return s;

@ Dla podanej ponizej funkcji Horner, warunku poczatkowego n € N, x € R wykaz poprawno$é warunku
n

kohcowego s = Z T[i]x‘i, gdzie T jest n-elementowym wektorem liczb rzeczywistych reprezentujaca
j=o

n
wspétczynniki pewnego wielomianu zmiennej x (podpowiedz: uzasadnij, ze formuta s = Z T[j]x("_') Jjest

i

niezmiennikiem petli w tym algorytmie).
real HORNER(int x, int n, real T[]) { | WP:neN, xeN

int i:=n;

real s:=T[n];

while (i>0) {

n -
return s; | WK : s = Z Tj]x!

J=0

@ Rozwaz ponizszy algorytm, gdzie wszystkie elementy wektora T rozmiaru n sg parami rézne. Ocen
prawdziwo$é nastepujacych stwierdzen:

@ niezmiennikiem petli zewngtrznej jest formuta T [k] > T [k — 1] dla wszystkich 0 < k < i,

(2] jezeli T [0] jest elementem najmniejszym w tablicy T, to po wykonaniu algorytmu takze tak jest,
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© liczba poréwnan elementdéw tablicy T, jakie wykona algorytm dla n = 4, jest réwna 8.

void RUN(int n, int T[1) { | WP : neN\ {0}
int i, j, min;

;i<n-1;i:=i+1) {

Jj:

while (j<=n) {
if (T[j1<T[min]) min:=j;
ji=j+1;

SWAP(T,i,min);

@ Zaproponuj algorytm obliczania wartosci wspétczynnika dwumianowego Newtona ( ), dla dowolnych

n
k
wartoéci parametréw n i k:
. - n _ n!
1) korzystajac wprost z definicji ( P ) = (k)
2] korzystajac z tréjkata Pascala.

Poréwnaj koszty tych algorytméw. Ustal niezmienniki petli, tak by umozliwity uzasadnienie poprawnosci
przedstawionych algorytméw.

@ Zaproponuj algorytm obliczania wartosci n-tej liczby Fibonacciego w wersji:

(1) iteracyjnej,
2] rekurencyjnej.

Uzasadnij poprawno$é i oszacuj ztozonoéé rozwigzania.
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1)

® 6 6 6 6 6

Zaproponuj algorytm iteracyjny dla problemu ,Wierz z Hanoi" i n krazkéw w wersji:

1] iteracyjnej,

2] rekurencyjnej,

o iteracyjnej dla n-krazkéw,
(2] rekurencyjnej dla n krazkéw,

Uzasadnij poprawno$é i oszacuj ztozonosé rozwigzania.

Dane s3 liczby naturalne n i k, gdzie n, k > 0. Zaproponuj algorytm obliczania czgéci catkowitej logarytmu z
n przy podstawie k. Uzasadnij poprawno$¢ i oszacuj ztozono$¢ rozwigzania.

Dane s3 liczby naturalne n i k zapisane w systemie dziesigtnym. Zaproponuj algorytm, ktéry podaje
reprezentacje liczby n w systemie o podstawie k. Uzasadnij poprawnoséé i oszacuj ztozonos$é rozwigzania.

Dana jest liczba naturalna n. Zaproponuj algorytm badania, czy jest to liczba pierwsza. Uzasadnij
poprawno$¢ i oszacuj ztozono$é rozwigzania.

Dane s3 dwie liczby naturalne a i b reprezentowane przez tablice A i B zawierajace kolejne cyfry rozwiniecia
dziesietnego tych liczb. Zaproponuj algorytm realizujacy tzw. mnozenie pisemne tych liczb. Uzasadnij
poprawno$¢ i oszacuj ztozono$¢ rozwigzania.

Dana jest liczba n i cigg n liczb rzeczywistych zapisanych w tablicy Tab. Zaproponuj algorytm, ktéry
znajduje najdtuzszy podciag rosnacy tego ciggu. Uzasadnij poprawnosé i oszacuj ztozono$é rozwigzania.

Rozwaz algorytm

int RUN(int n) { | WP : 2
int m:=3, wynik:=0;

while (m<n+1) {
m:=m*3;
wynik:=wynik+1;

}

return wynik; EWK 2
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Zaproponuj taka specyfikacje, wzgledem ktérej algorytm ten bytby catkowicie poprawny w strukturze liczb
naturalnych. Uzasadnij poprawno$¢ algorytmu stosujagc metode niezmiennikéw. Napisz, jaki problem
rozwigzuje ten algorytm, tzn. scharakteryzuj zalezno$¢ migdzy wartoécig n, a zmienng wynik. Oszacuj jego
koszt ze wzgledu na wybrang operacje dominujaca.

@ Niech Run bedzie nastgpujacym algorytmem

int Run(int x, int y) { | WP: x€eN, ,yeN
int z:=0;

while (y!=0) {
if (y mod 2=1) z:=z+x;

return z; | WK : 2

¥

Podaj niezmiennik petli while wystepujacej w tym algorytmie wiedzac, ze x i y sa liczbami naturalnymi.
Podaj warunek koficowy WK, tak by algorytm Run byt poprawny wzgledem specyfikacji. Warunek WK
powinien opisywa¢ zaleznoéé miedzy poczatkowymi wartoséciami zmiennych x, y, a wartoéciami x, y, z po
wykonaniu petli. Uzasadnij poprawnosé algorytmu Run wzgledem wybranej specyfikacji. Oszacuj koszt
czasowy algorytmu.

@ Niech M bedzie macierza kwadratowa rzedu n. Rozwaz ponizszy algorytm Run. Zaproponuj specyfikacje i
udowodnij catkowita poprawnosé tego algorytmu ze wzgledu na podang specyfikacje. Uzasadnij poprawnosé i
oszacuj ztozonoéé rozwigzania.

int Run(int M[I[], int n) { | WP : 7
int i, j;

M[0,0]:
for (i:=1;i<n;i:=i+1) {
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M[i,0]:=1;
M[i,i]:=1;
for (j:=1;j<=i;j:=1) M[i,j]:=M[i-1,j-11+M[i-1,j];
}
return M[n-1,n-1]; | WK : 2

¥

@ Dana jest funkcja Run nastepujacej postaci:

// wariant I
int RUN(int n) { // WP : n >0

if (n=0) return 1; -

return RUN(n-1)+RUN(n-1);
¥

// wariant II
int RUN(int n) { // WP : n >0
if (n=0) return 1;

if (n mod 2=0) return RUN(n-1)+RUN(n-1);
else return RUN(n-1);
i

@ Podaj ogélny wzér (zwarta postaé) na wartoéé wynikowa funkcji Run(n).

(2] Oszacuj za pomocg notacji © ztozonoéé czasowy i pamigciowa rozwazanej funkcji wzgledem:
@ wartoéci zmiennej n,
@ liczby bitéw niezbednej do zapisania wartosci zmiennej n.

(3] Zaproponuj funkcje FastRun, ktéra daje te same wyniki co funkcja Run, ale ma ztozonosé
obliczeniowa mniejszego rzedu niz funkcja Run i uzywa jedynie operacji arytmetycznych dodawania,
odejmowania, mnozenia i dzielenia. Uzasadnij poprawno$é rozwigzania korzystajagc z metody
niezmiennikéw.
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@ Korzystajac z twierdzenia o rekurencji uniwersalnej podaj rozwigzania nastgpujacych réwnah rekurencyjnych:

o T(n):3T(%)+n3+n
(2] T(n):2T(%)+ﬁ,
o T(n):8T(%)+%,
(4] T(n):gT(g)+3|gr,|,
QO T(n=T(3)+1
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